sen Spey 


aries 


Seleteretee 
ee 


is} 


Pe Wee ae erent Sete RSS 


2 Sra braces 
Cuties eters any sunebc setae east Nala “irs 


ey; 


es 
an oa eed 


anita’ ti 


its 


x) 


fet site se 


eS eae 
ve ; 
3 


ESI Me 
ate eeeseens 
ga 


hiss 
tot 
Tas 


egeeaints 
Ptiiatareaiee 


anor 


< 
ral: 
+ jw 


a, 
a 


4 
> 
¢ 

x 


Pe 
A, 


aie 


matey 


he by the Internet Archi [ 
in 2022 with funding from 


a agit 


Kahle/Austin Foundation — 


am, 


(HUVRES 


COMPLETES 


(KUVRES 


COMPLETES 


DE LAPLACE, 


PUBLIEES SOUS LES AUSPICES 


DE LPACADEMIE DES SCIENCES, 
PAR 
MM. LES SECRETAIRES PERPETUELS. 


TOME SEPTIEME. 


PARIS 
. ’ 
GAUTHIER-VILLARS, IMPRIMEUR-LIBRAIRE 
DE L’ECOLE POLYTECHNIQUE, DU BUREAU DES LONGITUDES, 


SUCCESSEUR DE MALLET-BACHELIER, 


Quai des Augustins, 55. 


M DCCC LXXXVI 


es eG 
ice 


yo THEORIE 


ANALYTIQUE 


DES PROBABILITES; 


Par M. LE MARQUIS DE LAPLACE, 


Pair de France; Grand Officier de la Légion d’honneur; l’un des quarante 
de l’ Académie francaise; de |’Académie des Sciences; membre du Bureau 
des Longitudes de France; des Sociétés royales de Londres et de 
Gottingue ; des Académies des Sciences de Russie, de Danemark, de 
Suéde, de Prusse, des Pays-Bas, d’Italie, etc. 


TROISIEME EDITION, 


REVUE ET AUGMENTEE PAR L’AUTEUR. 


PARIS, 


M™® V®? COURCIER, Imprimeur-Libraire pour les Mathématiques, 


rue du Jardinet, n° 12. 


1920. 


~athinna alyoany ie Hae = 


pose sal by * rh ce Sri De ame sl 7 ‘ 
Avid ata ovo peitiheh saint sett 


are wale an 
| bandos | ead 
TRHFIOAT 
“sharon Te Gwe 


eos 


Vo 


AVERTISSEMENT 


MIS A LA TETE 


DE LA SECONDE EDITION. 


Cet Ouvrage a paru dans le cours de 1812, savoir, la premiére Partie vers le 
commencement de l’année, et la seconde Partie quelques mois aprés la 
premiére. Depuis ce temps, l’Auteur s’est occupé spécialement & le perfec- 
tionner, soit en corrigeant de légéres fautes qui s’y étaient glissées, soit par 
des additions utiles. La principale est une Introduction fort étendue, dans 
laquelle les principes de la Théorie des Probabilités et leurs applications les 
plus intéressantes sont exposés sans le secours du calcul. Cette Introduction, 
qui sert de préface 4 l’Ouvrage, parait encore séparément sous ce titre : Essai 
philosophique sur les Probabilités. La théorie de la probabilité des témoi- 
gnages, omise dans la premiére édition, est ici présentée avec le développe- 
ment qu’exige son importance. Plusieurs théorémes analytiques, auxquels 
Auteur était arrivé par des voies indirectes, sont démontrés directement 
dans les Additions, qui renferment, de plus, un court extrait de l Arithmeé- 
tique des infinis de Wallis, ’un des Ouvrages qui ont le plus contribué aux 
progrés de l’Analyse et ot l’on trouve le germe de la théorie des intégrales 
définies, l'une des bases de ce nouveau Calcul des Probabilités. L’Auteur 
désire que son Ouvrage, accru d’un tiers au moins par ces diverses Additions, 
mérite l’attention des géométres, et les excite 4 cultiver une branche aussi 
curieuse et aussi importante des connaissances humaines. 
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AVERTISSEMENT 


MIS A LA TETE 


DE LA TROISIEME EDITION (’'). 


Cette troisiéme Edition différe de la précédente : 1° par une nouvelle Intro- 
duction qui a paru l’année derniére, sous ce titre : Essai philosophique sur 
les Probabilités, quatriéme Edition; 2° par trois Suppléments qui se rappor- 
tent a l’application du Calcul des Probabilités aux sciences naturelles et aux 
opérations géodésiques. Les deux premiers ont été déja publiés séparément ; 
le troisieme, relatif aux operations du nivellement, est terminé par l’exposi- 
tion d’une méthode générale du Calcul des Probabilités, quel que soit le 
nombre des sources d’erreur. 


(*‘) Un quatriéme Supplément a été ajouté, en 1825, par Laplace, aux exemplaires de cette troi- 


siéme Edition qui étaient encore 4 sa disposition. Nous l’avons reproduit a la fin de ce Volume. 
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INTRODUCTION. 


Cette Introduction est le développement d’une Lecon sur les Proba- 
bilités, que je donnai en 1795, aux Ecoles Normales, oti je fus appelé 
comme professeur de Mathématiques avec Lagrange, par un décret de 
la Convention nationale. Je vais y présenter, sans le secours de l’Ana- 
lyse, les principes et les résultats généraux de la théorie des probabi- 
lités exposée dans cet Ouvrage, en les appliquant aux questions les 
plus importantes de la vie, qui ne sont en effet, pour la plupart, que 
des problemes de probabilité. On peut méme dire, a parler en rigueur, 
que presque toutes nos connaissances ne sont que probables; et dans 
le petit nombre des choses que nous pouvons savoir avec certitude, 
dans les sciences mathématiques elles-mémes, les principaux moyens 
de parvenir a la vérité, l’induction et l’analogie, se fondent sur les pro- 
babilités, en sorte que le systeme entier des connaissances humaines 
se rattache a la théorie exposée dans cet essai. On y verra sans doute 
avec intérét qu’en ne considérant méme dans les principes éternels de 
la raison, de la justice et de ’humanité, que les chances heureuses 
qui leur sont constamment attachées, il y a un grand avantage a suivre 
ces principes et de graves inconvénients a s’en écarter, leurs chances, 
comme celles qui sont favorables aux loteries, finissant toujours par 
prévaloir au milieu des oscillations du hasard. Je désire que les ré- 
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flexions répandues dans cette Introduction puissent mériter l’attention 
des philosophes et la diriger vers un objet si digne de les occuper. 


De la Probabilité. 


Tous les événements, ceux méme qui par leur petitesse semblent 
ne pas tenir aux grandes lois de la nature, en sont une suite aussi 
nécessaire que les révolutions du Soleil. Dans Pignorance des liens qui 
les unissent au systeme entier de l’univers, on les a fait dépendre des 
causes finales ou du hasard, suivant quwils arrivaient et se succédaient 
avec régularité ou sans ordre apparent; mais ces causes imaginaires 
ont été successivement reculées avec les bornes de nos connaissances, 
et disparaissent entierement devant la saine philosophie, qui ne voit 
en elles que l’expression de l’ignorance oi nous sommes des véritables 
causes. 

Les évéenements actuels ont avec les précédents une liaison fondée 
sur le principe évident, qu'une chose ne peut pas commencer d’étre 
sans une cause qui la produise. Cet axiome, connu sous le nom de 
principe de la raison suffisante, s’étend aux actions méme que l’on juge 
indifférentes. La volonté la plus libre ne peut sans un motif détermi- 
nant leur donner naissance; car si, toutes les circonstances de deux 
positions étant exactement semblables, elle agissait dans lune et 
s’abstenait d’agir dans l’autre, son choix serait un effet sans cause ; 
elle serait alors, dit Leibnitz, le hasard aveugle des épicuriens. L’opi- 
nion contraire est une illusion de l’esprit, qui, perdant de vue les rai- 
sons fugitives du choix de la volonté dans les choses indifférentes, se 
persuade qu’elle s’est déterminée d’elle-méme et sans motifs. 

Nous devons donc envisager |’état présent de l’univers comme |’effet 
de son état antérieur et comme la cause de celui gui va suivre. Une 
intelligence qui, pour un instant donné, connaitrait toutes les forces 
dont la nature est animée et la situation respective des étres qui la 
composent, si d’ailleurs elle était assez vaste pour soumettre ces don- 
nées a l’Analyse, embrasserait dans la méme formule les mouvements 
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des plus grands corps de l’univers et ceux du plus léger atome : rien 
ne serait incertain pour elle, et l’avenir, comme le passé, serait pré- 
sent 4 ses yeux. L’esprit humain offre, dans la perfection qu’il a su 
donner a |’Astronomie, une faible esquisse de cette intelligence. Ses 
découvertes en Mécanique et en Géométrie, jointes a celles de la pesan- 
teur universelle, l’ont mis 4 portée de comprendre dans les mémes 
expressions analytiques les états passés et futurs du Systeme du 
monde. En appliquant la méme méthode a quelques autres objets de 
ses connaissances, il est parvenu a ramener a des lois générales les 
phénomenes observés et a prévoir ceux que des circonstances données 
doivent faire éclore. Tous ses efforts dans la recherche de la vérité 
tendent a le rapprocher sans cesse de l’intelligence que nous venons 
de concevoir, mais dont il restera toujours infiniment éloigné. Cette 
tendance propre a l’espece humaine est ce qui la rend supérieure aux 
animaux, et ses progres en ce genre distinguent les nations et les 
siecles, et font leur véritable gloire. 

Rappelons-nous qu’autrefois, et & une époque qui n’est pas encore 
bien reculée, une pluie ou une sécheresse extréme, une comete trai- 
nant apres elle une queue fort étendue, les éclipses, les aurores bo- 
réales et généralement tous les phénomenes extraordinaires étaient 
regardés comme autant de signes de la colere céleste. On invoquait le 
ciel pour détourner leur funeste influence. On ne le priait point de 
suspendre le cours des planetes et du Soleil : observation etit bientét 
fait sentir l’inutilité de ces prieres. Mais parce que ces phénomenes, 
arrivant et disparaissant 4 de longs intervalles, semblaient contrarier 
ordre de la nature, on supposait que le ciel les faisait naitre et les 
modifiait & son gré pour punir les crimes de la Terre. Ainsi la longue 
queue de la comete de 1456 répandit la terreur dans l'Europe, déja 
consternée par les succes rapides des Turcs qui venaient de renverser 
le Bas-Empire. Cet astre, apres quatre de ses révolutions, a excité 
parmi nous un intérét bien différent. La connaissance des lois du Sys- 
teme du monde, acquise dans cet intervalle, avait dissipé les craintes 
enfantées par l’ignorance des vrais rapports de homme avec l’uni- 
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vers, et Halley, ayant reconnu l’identité de la comete avec celles des 
années 1531, 1607 et 1682, annonea son prochain retour pour la fin 
de 1758 ou le commencement de 1759. Le monde savant attendit avec 
impatience ce retour, qui devait confirmer l’une des plus grandes dé- 
couvertes que l’on ett faites dans les sciences, et accomplir la prédic- 
tion de Séneque, lorsqwil a dit, en parlant de la révolution de ces 
astres qui descendent d’une énorme distance : « Le jour viendra que, 
par une étude suivie, de plusieurs siecles, les choses actuellement 
cachées paraitront avec évidence, et la postérité s’étonnera que des 
vérités si claires nous aient échappé. » Clairaut entreprit alors de sou- 
mettre 4 |’Analyse les perturbations que la comeéte avait éprouvées par 
l’action des deux plus grosses planetes, Jupiter et Saturne : apres 
d’immenses calculs, il fixa son prochain passage au périhélie vers le 
commencement d’avril 1759, ce que l’observation ne tarda pas a véri- 
fier. La régularité que |’Astronomie nous montre dans le mouvement 
des cometes a lieu, sans aucun doute, dans tous les phénomenes. La 
courbe décrite par une simple molécule d’air ou de vapeurs est réglée 
d’une maniere aussi certaine que les orbites planétaires : il n’y a de 
difference entre elles que celle qu’y met notre ignorance. 

La probabilité est relative en partie 4 cette ignorance, en partie a 
nos connaissances. Nous savons que, sur trois ou un plus grand 
nombre d’événements, un seul doit arriver; mais rien ne porte a croire 
que l’un d’eux arrivera plutét que les autres. Dans cet état d’indéci- 
sion, il nous est impossible de prononcer avec certitude sur leur arri- 
vée. Il est cependant probable qu’un de ces événements pris a volonté 
n’arrivera pas, parce que nous voyons plusieurs cas également possibles 
qui excluent son existence, tandis qu’un seul la favorise. 

La théorie des hasards consiste a réduire tous les événements du 
méme genre 4 un certain nombre de cas également possibles, c’est- 
a-dire tels que nous soyons également indécis sur leur existence, et a 
déterminer le nombre de cas favorables 4 l’événement dont on cherche 
la probabilité. Le rapport de ce nombre a celui de tous les cas pos- 
sibles est la mesure de cette probabilité, qui n’est ainsi qu’une fraction 
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dont le numérateur est le nombre des cas favorables, et dont le déno- 
minateur est le nombre de tous les cas possibles. 

La notion précédente de la probabilité suppose qu’en faisant croitre 
dans le méme rapport le nombre des cas favorables et celui de tous les 
cas possibles, la probabilité reste la méme. Pour s’en convaincre, que 
l’on considere deux urnes A et B, dont la premiere contienne quatre 
boules blanches et deux noires, et dont la seconde ne renferme que 
deux boules blanches et une noire. On peut imaginer les deux boules 
noires de la premiére urne attachées & un fil qui se rompt au moment 
ou l’on saisit l’une d’elles pour l’extraire, et les quatre boules blanches 
formant deux systemes semblables. Toutes les chances qui feront sai- 
sir l'une des boules du systeme noir ameneront une boule noire. Si 
l'on concoit maintenant que les fils qui unissent les boules ne se rom- 
pent point, il est clair que le nombre des chances possibles ne changera 
pas, non plus que celui des chances favorables a l’extraction des boules 
noires; seulement on tirera de Purne deux boules a la fois; la proba- 
bilité d’extraire une boule noire de l’urne sera donc la méme qu’aupa- 
ravant. Mais alors on a évidemment le cas de l’urne B, avec la seule 
différence que les trois boules de cette derniere urne sont remplacées 
par trois systemes de deux boules invariablement unies. 

Quand tous les cas sont favorables & un événement, sa probabilité se 
change en certitude, et son expression devient égale a lunité. Sous 
ce rapport, la certitude et la probabilité sont comparables, quoiqu’il y 
ait une différence essentielle entre les deux états de l’esprit, lorsqu’une 
vérité lui est rigoureusement démontrée, ou lorsqu’il apercoit encore 
une petite source d’erreurs. 

Dans les choses qui ne sont que vraisemblables, la différence des 
données que chaque homme a sur elles est une des causes principales 
de la diversité des opinions que l’on voit régner sur les mémes objets. 
Supposons, par exemple, que l’on ait trois urnes A, B, C, dont une ne 
contienne que des boules noires, tandis que les deux autres ne ren- 
ferment que des boules blanches ; on doit tirer une boule de l’urne C 
et l’on demande la probabilité que cette boule sera noire. Si l’on ignore 
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quelle est celle des trois urnes qui ne renferme que des boules noires, 
en sorte que l'on n’ait aucune raison de croire qu’elle est plutot C que 
B ou A, ces trois hypotheses paraitront également possihles; et comme 
une boule noire ne peut étre extraite que dans la premiere hypothese, 
la probabilité de l’extraire est égale aun tiers. Sil’on sait que lurne A 
ne contient que des boules blanches, |’indécision ne porte plus alors 
que sur les urnes B et C, et la probabilité que la boule extraite de 
Vurne C sera noire est un demi. Enfin cette probabilité se change en 
certitude, si l’on est assuré que les urnes A et B ne contiennent que des 
boules blanches. ' 

C’est ainsi que le méme fait, récité devant une nombreuse assemblée, 
obtient divers degrés de croyance, suivant l’étendue des connaissances 
des auditeurs. Si Vhomme qui le rapporte en est intimement persuade, 
et si par son état et par son caractere il inspire une grande confiance, 
son récit, quelque extraordinaire qu il soit, aura pour les auditeurs 
dépourvus de lumieres le méme degré de vraisemblance qu’un fait or- 
dinaire rapporté par le méme homme, et ils lui ajouteront une foi en- 
tiere. Cependant, si quelqu’un d’eux sait que le méme fait est rejeté 
par d’autres hommes également respectablés, il sera dans le doute, 
et le fait sera jugé faux par les auditeurs éclairés qui le trouveront 
contraire soit a des faits bien avérés, soit aux lois immuables de la 
nature. 

Cesta Vinfluence de l’opinion de ceux que la multitude juge les plus 
instruits, et & qui elle a coutume de donner sa confiance sur les plus 
importants objets de la vie, qu’est due la propagation de ces erreurs 
qui, dans les temps d’ignorance, ont couvert la face du monde. La Magie 
et l’Astrologie nous en offrent deux grands exemples. Ces erreurs, in- 
culquées des l’enfance, adoptées sans examen et n’ayant pour base que 
la croyance universelle, se sont maintenues pendant tres longtemps, 
jusqu’a ce qu’enfin le progres des sciences les ait détruites dans l’esprit 
des hommes éclairés, dont ensuite lopinion les a fait disparaitre chez 
le peuple méme, par le pouvoir de limitation et de Vhabitude qui les 


avait si généralement répandues. Ce pouvoir, le plus puissant ressort 


INTRODUCTION. XI 


du monde moral, établit et conserve dans toute une nation des idées 
entierement contraires & celles qu’il maintient ailleurs avec le méme 
empire. Quelle indulgence ne devons-nous done pas avoir pour les opi- 
nions différentes des ndtres, puisque cette différence ne dépend souvent 
que des points de vue divers ot les circonstances nous ont placés! Kclai- 
rons ceux que nous ne jugeons pas suffisamment instruits; mais aupa- 
ravant examinons séverement nos propres opinions, et pesons avec im- 
partialité leurs probabilités respectives. 

La différence des opinions dépend encore de la manieére dont on dé- 
termine l’influence des données qui sont connues. La Théorie des Pro- 
babilités tient a des considérations si délicates, qu'il n’est pas surprenant 
qu’avec les mémes données deux personnes trouvent des résultats dif- 
férents, surtout dans les questions tres compliquées. Exposons ici les 
principes généraux de cette Théorie. 


Principes généraux du Calcul des Probabilites. 


Le premier de ces principes est la définition méme de la probabilite, 
qui, comme on l’a vu, est le rapport du nombre des cas favorables a 
celui de tous les cas possibles. 

Mais cela suppose les divers cas également possibles. S’ils ne le sont 
pas, on déterminera d’abord leurs possibilités respectives, dont la juste 
appréciation est un des points les plus délicats de la théorie des hasards. 
Alors la probabilité sera la somme des possibilités de chaque cas favo- 
rable. Eclaircissons ce principe par un exemple. 

Supposons que l’on projette en l’air une piece large et tres mince 
dont les deux grandes faces opposées, que nous nommerons croix et 
pile, soient parfaitement semblables. Cherchons la probabilité d’amener 
croix une fois au moins en deux coups. Il est clair qu’il peut arriver 
quatre cas également possibles, savoir, crow au premier et au second 
coup; croix au premier coup et pile au second; pile au premier coup et 
crow au second; enfin pile aux deux coups. Les trois premiers cas sont 
favorables 4 ’événement dont on cherche la probabilité, qui, par con- 
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séquent, est égale a ?; en sorte qu'il y a trois contre un a parier que 
crow arrivera au moins une fois en deux coups. 

On peut ne compter a ce jeu que trois cas différents, savoir, crow au 
premier coup, ce qui dispense d’en jouer un second; pife au premier 
coup et crow au second; enfin pie au premier et au second coup. Cela 
réduirait la probabilité a 3, sil’on considérait, avec d’Alembert, ces trois 
cas comme également possibles. Mais il est visible que la probabilité 
d’amener crovv au premier coup est $, tandis que celle des deux autres 
cas est+; le premier cas étant un événement simple qui correspond aux 
deux événements composés, crow au premier et au second coup, et 
croix au premier coup, pie au second. Maintenant si, conformément 
au second principe, on ajoute la possibilité 5 de crow au premier coup 
a la possibilité ; de pile arrivant au premier coup et crow au second, 
on aura ; pour la probabilité cherchée, ce qui s’accorde avec ce que 
l’on trouve dans la supposition ou l’on joue les deux coups. Cette sup- 
position ne change point le sort de celui qui parie pour cet événement; 
elle sert seulement a réduire les divers cas a des cas également pos- 
sibles. 

Un des points les plus importants de la Théorie des Probabilités, et 
celui qui préte le plus aux illusions, est la maniere dont les probabilités 
augmentent ou diminuent par leurs combinaisons mutuelles. Si les évé- 
nements sont indépendants les uns des autres, la probabilité de l’exis- 
tence de leur ensemble est le produit de leurs probabilités particulieres. 
Ainsi la probabilité d’amener un as avec un seul dé étant un sixieme, 
celle d’amener deux as en projetant deux dés a la fois est un trente- 
sixieme. En effet, chacune des faces de l’un pouvant se combiner avec 
les six faces de l’autre, il y a trente-six cas également possibles, parmi 
lesquels un seul donne les deux as. Généralement, la probabilité qu’un 
événement simple, dans les mémes circonstances, arrivera de suite un 
nombre donné de fois est égale a la probabilité de cet événementsimple, 
élevée & une puissance indiquée par ce nombre. Ainsi, les puissances 
successives d’une fraction moindre que l’unité diminuant sans cesse, 
un événement qui dépend d’une suite de probabilités fort grandes peut 
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devenir extrémement peu vraisemblable. Supposons qu’un fait nous 
soit transmis par vingt témoins, de maniere que le premier l’ait trans- 
mis au second, le second au troisiéme, et ainsi de suite; supposons en- 
core que la probabilité de chaque témoignage soit égale & 4: celle du 
fait, résultante des témoignages, en sera moindre qu’un huitieme. On 
ne peut mieux comparer cette diminution de la probabilité qu’a l’ex- 
tinction de la clarté des objets par l’interposition de plusieurs morceaux 
de verre, un nombre de morceaux peu considérable suffisant pour dé- 
rober la vue d’un objet qu’un seul morceau laisse apercevoir d’une 
maniere distincte. Les historiens ne paraissent pas avoir fait assez d’at- 
tention a cette dégradation de la probabilité des faits, lorsqu’ils sont 
vus a travers un grand nombre de générations successives; plusieurs 
événements historiques, réputés certains, scraient au moins douteux, 


si on les soumettait a cette épreuve. 
Dans les sciences purement mathématiques, les conséquences les 


plus éloignées participent de la certitude du principe dont elles déri- 
vent. Dans les applications de l’Analyse & la Physique, les consé- 
quences ont toute la certitude des faits ou des expériences. Mais dans 
les sciences morales, ot chaque conséquerce n’est déduite de ce qui 
la précede que d’une maniére vraisemblable, quelque probables que 
soient ces déductions, la chance de l’erreur croit avec leur nombre, et 
finit par surpasser la chance de la vérité dans les conséquences tres 
éloignées du principe. 

Quand deux événements dépendent l’un de l’autre, la probabilité 
de l’événement composé est le produit de la probabilité du premier 
événement par la probabilité que, cet événement étant arrivé, l'autre 
arrivera. Ainsi, dans le cas précédent de trois urnes A, B, C, dont 
deux ne contiennent que des boules blanches et dont une ne renferme 
que des boules noires, la probabilité de tirer une boule blanche de 
l’urne C est 2, puisque, sur trois urnes, deux ne contiennent que des 
boules de cette couleur. Mais, lorsqu’on a extrait une boule blanche 
de l’urne C, l’indécision relative a celle des urnes qui ne renferme que 
des boules noires ne portant plus que sur les urnes A et B, la proba- 
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bilité d’extraire une boule blanche de l’urne B est $; le produit de 


Cy celts 


par 4, ou +, est done la probabilité d’extraire a la fois des urnes B et 
deux boules blanches. En effet, il est nécessaire pour cela que lurne 
A soit celle des trois urnes qui contient des boules noires, et la pro- 
babilité de ce cas est évidemment +. 

On voit par cet exemple l’influence des événements passés sur la 
probabilité des événements futurs. Car la probabilité d’extraire une 
boule blanche de l'urne B, qui primitivement est 3, se réduit a 5 lors- 
qu’on a extrait une boule blanche de l’urne C; elle se changerait en 
certitude, si l’on avait extrait une boule noire de la méme urne. On 
déterminera cette influence au moyen du principe suivant, qui est un 
corollaire du précédent. 

Si l’on calcule a priori la probahilité de l’événement arrivé, et la 
probabilité d'un événement composé de celui-ci et dun autre qu’on 
attend, la seconde probahbilité, divisée par la premiere, sera la proba- 
bilité de Vévénement attendu, tirée de l’événement observe. 

Ici se présente la question agitée par quelques philosophes, touchant 
Vinfluence du passé sur la probabilité de l'avenir. Supposons qu’au 
jeu de crow ou pile, crow soit arrivé plus souvent que pile: par cela 
seul, nous serons portés & croire que, dans la constitution de la piece, 
il existe une cause constante qui le favorise. Ainsi, dans la conduite 
de la vie, le bonheur constant est une preuve dhabileté, qui doit faire 
employer de préférence les personnes heureuses. Mais si, par l’insta- 
bilité des circonstances, nous sommes ramenés sans cesse a |’état 
d'une indécision absolue; si, par exemple, on change de piece achaque 
coup, au jeu de croix ou pile, le passé ne peut répandre aucune lu- 
mitre sur l’avenir, et il serait absurde d’en tenir compte. 

Chacune des causes auxquelles un événement observé peut étre attri- 
bué est indiquée avec d’autant plus de vraisemblance, qu’il est plus 


probable que, cette cause étant supposée exister, l’événement aura 


lieu; la probabilité de existence d’une quelconque de ces causes est 
done une fraction, dont le numérateur est la probabilité de l’événe- 
ment résultante de cette cause, et dont le dénominateur est la somme 
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des probabilités semblables relatives & toutes les causes. Si ces di- 
verses causes, considérées a priori, sont inégalement probables, il faut, 
au lieu de la probabilité de l’événement, résultante de chaque cause, 
employer le produit de cette probabilité par celle de la cause elle- 
méme. C’est le principe fondamental de cette branche de |’Analyse des 
hasards qui consiste 4 remonter des événements aux causes. 

Ce principe donne la raison pour laquelle on attribue les événements 
réguliers & une cause particuliere. Quelques philosophes ont pensé 
que ces événements sont moins possibles que les autres, et qu’au jeu 
de crotx ou pile, par exemple, la combinaison dans laquelle crotx arrive 
vingt fois de suite est moins facile a la nature que celles ot croix 
et pile sont entremélés d’une facon irréguliere. Mais cette opinion 
suppose que les événements passés influent sur la possibilité des événe- 
ments futurs, ce qui n’est point admissible. Les combinaisons régu- 
lieres n’arrivent plus rarement que parce qu’elles sont moins nom- 
breuses. Si nous recherchons une cause 1a ot. nous apercevons de la 
symétrie, ce n’est pas que nous regardions un événement symétrique 
comme moins possible que les autres; mais, cet événement devant 
étre l’effet d'une cause réguliere ou celui du hasard, la premiere de 
ces suppositions est plus probable que la seconde. Nous yoyons sur une 
table des caracteres d’imprimerie, disposés dans cet ordre, Constanti- 
nople, et nous jugeons que cet arrangement n’est pas l’effet du hasard, 
non parce quil est moins possible que les autres, puisque si ce mot 
n’était employé dans aucune langue, nous ne lui soupconnerions 
point de cause particuliere; mais, ce mot étant en usage parmi nous, 
il est incomparablement plus probable qu'une personne aura disposé 
ainsi les caracteres précédents qu’il ne lest que cet arrangement est 
dé au hasard. 

C’est ici le lieu de définir le mot extraordinaire. Nous rangeons, par 
la pensée, tous les événements possibles en diverses classes, et nous 
regardons comme eatraordinarres ceux des classes qui en comprennent 
un tres petit nombre. Ainsi, au jeu de crova ou pile, l'arrivée de crova 
cent fois de suite nous parait extraordinaire, parce que le nombre 
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presque infini des combinaisons qui peuvent arriver en cent coups, 
étant partagé en séries régulieres ou dans lesquelles nous voyons ré- 
gner un ordre facile & saisir, et en séries irrégulieres, celles-ci sont 
incomparablement plus nombreuses. La sortie d’une boule blanche 
dune urne qui, sur un million de boules, n’en contient qu’une seule 
de cette couleur, les autres étant noires, nous parait encore extraordi- 
naire, parce que nous ne formons que deux classes d’événements, rela- 
tives aux deux couleurs. Mais la sortie du n° 475813, par exemple, 
d’une urne qui renferme un million de numéros nous semble un événe- 
ment ordinaire, parce que, comparant individuellement les numéros les 
uns aux autres, sans les partager en classes, nous n’ayons aucune raison 
de croire que l’un d’eux sortira plutét que les autres. 

De ce qui précede, nous devons généralement conclure que, plus un 
fait est extraordinaire, plus il a besoin d’étre appuyé de fortes preuves; 
ear, ceux qui l’attestent pouvant ou tromper ou avoir été trompés, ces 
deux causes sont d’autant plus probables que la réalité du fait lest 
moins en elle-méme. C’est ce que l’on verra particulierement lorsque 
nous parlerons de la probabilité des temoignages. 

La probabilité d’un événement futur est la somme des produits de la 
probabilité de chaque cause, tirée de l’événement observé, par la pro- 
habilité que, cette cause existant, l’événement futur aura lieu. L’exemple 
suivant éclaircira ce principe. ; 

Imaginons une urne qui ne renferme que deux boules dont chacune 
soit ou blanche, ou noire. On extrait une de ces boules, que l’on remet 
ensuite dans l'urne, pour procéder a un nouveau tirage. Supposons 
que, dans les deux premiers tirages, on ait amené des boules blanches; 
on demande la probabilité d’amener encore une boule blanche au troi- 
sieme tirage. 

On ne peut faire ici que ces deux hypotheses : ou l’une des boules 
est blanche et l’autre noire, ou toutes deux sont blanches. Dans la pre- 
miére hypothese, la probabilité de l’événement observé est +: elle est 


l’unité ou la certitude dans la seconde. Ainsi, en regardant ces hypo- 


4 


theses comme autant de causes, on aura, par le sixieme principe, + et + 
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pour leurs probabilités respectives. Or, sila premiere hypothese a lieu, 
la probabilité d’extraire une boule blanche au troisiéme tirage est 4; 
elle égale Punité, dans la seconde hypothese; en multipliant done ces 
dermiéres probabilités par celles des hypotheses correspondantes, la 
somme des produits ou = sera la probabilité d’extraire une boule 
blanche au troisieme tirage. 

Quand la probabilité d’un événement simple est inconnue, on peut 
lui supposer également toutes les valeurs depuis zéro jusqu’a l’unité. 
La probabilité de chacune de ces hypotheses, tirée de l’événement ob- 
servé, est, par le sixieme principe, une fraction dont le numérateur est 
la probabilité de Vévénement dans cette hypothése, et dont le dénomina- 
teur est lasomme des probabilités semblables relatives a toutes les hypo- 
theses. Ainsi la probabilité que la possibilité de l’événement est com- 
prise dans des limites données est la somme des fractions comprises dans 
ces limites. Maintenant, sil’on multiple chaque fraction par la probabi- 
lité de l’événement futur, déterminée dans ’hypothese correspondante, 
la somme des produits relatifs 4 toutes les hypotheses sera, par le sep- 
tieme principe, la probabilité de l’événement futur, tirée de l’événe- 
ment observé. On trouve ainsi qu’un événement étant arrivé de suite 
un nombre quelconque de fois, la probabilité qu'il arrivera encore la 
fois suivante est égale a ce nombre augmenté de l’unité, divisé par le 
méme nombre augmenté de deux unités. En faisant, par exemple, re- 
monter la plus ancienne époque de l’histoire & cing mille ans ou a 
1826213 jours, et le Soleil s’étant levé constamment, dans cet inter- 
valle, a chaque révolution de vingt-quatre heures, il ya 1826214 a 
parier contre un qu'il se levera encore demain. Mais ce nombre est 
incomparablement plus fort pour celui qui, connaissant par ’ensemble 
des phénomenes le principe régulateur des jours et des saisons, voit 
que rien dans le moment actuel ne peut en arréter le cours. 

Buffon, dans son Arithmetique politique, calcule différemment la 
probabilité précédente. Il suppose qu'elle ne differe de Punité que 
d’une fraction dont Je numérateur est l’unité, et dont le dénominateur 
est le nombre 2 élevé a une puissance égale au nombre des jours écou- 
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lés depuis l’époque. Mais la vraie maniere de remonter des événements 
passés a la probabilité des causes et des événements futurs était incon- 


nue 2 cet illustre écrivain. 


De UEspérance. 


La probabilité des événements sert & déterminer l’espérance ou la 
crainte des personnes intéressées A leur existence. Le mot esperance a 
diverses acceptions : il exprime généralement l’avantage de celui qui 
attend un bien quelconque, dans des suppositions qui ne sont que 
probables. Cet avantage, dans la théorie des hasards, est le produit de 
la somme espérée par la probabilité de obtenir : c’est la somme par- 
tielle qui doit revenir lorsqu’on ne veut pas courir les risques de l’évé- 
nement, en supposant que la répartition se fasse proportionnellement 
aux probabilités. Cette répartition est la seule équitable, lorsqu’on fait 
abstraction de toutes circonstances étrangeres, parce qu'un égal degré 
de probabilité, donne un droit égal sur la somme espérée. Nous nom- 
merons cet avantage esperance mathématique. 

Lorsque l’avantage dépend de plusieurs événements, on l’obtient en 
prenant la somme des produits de la probabilité de chaque événement 
par le bien attaché a son arrivée. 

Appliquons ce principe a des exemples. Supposons qu’au jeu de croix 
ou pile Paul recoive 2" s’il amene crow au premier coup, et 5™ s'il ne 
l’amene qu’au second. En multipliant 2" par la probabilité $ du premier 
eas, et 5™ parla probabilité + du second cas, la somme des produits, 
ou 2" et un quart, sera l’avantage de Paul. C’est la somme qu'il doit 
donner d’avance a celui qui lui a fait cet avantage; car, pour l’égalité 
du jeu, la mise doit étre égale a lavantage qwil procure. 

Si Paul recoit 2 en amenant crovx au premier coup, et 5” en l’ame- 
nant au second coup, dans le cas méme oti il l’aurait amené au pre- 
mier, alors la probabilité d’amener croiw au second coup étant 4, en 
multipliant 2* et 5™ par;, lasomme de ces produits donnera 3" et demi 
pour l’avantage de Paul et par conséquent pour sa mise au jeu. 
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Dans une série d’événements probables, dont les uns produisent un 
bien et les autres une perte, on aura l’avantage qui en résulte, en fai- 
sant une somme des produits de la probabilité de chaque événement 
favorable par le bien qu’il procure, et en retranchant de cette somme 
celle des produits de la probabilité de chaque événement défavorable 
par la perte qui y est attachée. Si la seconde somme |’emporte sur la 
premiere, le bénéfice devient perte, et l’espérance se change en crainte. 

On doit toujours, dans la conduite de la vie, faire en sorte d’égaler 
au moins le produit du bien que l’on espere par sa probabilité, au pro- 
duit semblable relatif a la perte. Mais il est nécessaire, pour y parvenir, 
d’apprécier exactement les avantages, les pertes et leurs probabilités 
respectives. Il faut pour cela une grande justesse d’esprit, un tact dé- 
licat et une grande expérience des choses; il faut savoir se garantir 
des préjugés, des illusions de la crainte et de l’espérance, et de ces 
fausses idées de fortune et de bonheur, dont la plupart des hommes 
bercent leur amour-propre. 

L’application des principes précédents & la question suivante a beau- 
coup exercé les géométres. Paul joue 4 crow ou pile, avec la condition 
de recevoir 2" s’il amene crovz au premier coup, 4" sil ne l’amene 
qu’au second; 8" s’il ne l’amene qu’au troisieme, et ainsi de suite. 
Sa mise au jeu doit étre, par le huitieme principe, égale au nombre des 
coups; en sorte que sila partie continue a l’infini, la mise doit étre in- 
finie. Cependant, aucun homme raisonnable ne voudrait exposer a ce 
jeu une somme méme modique, 5o™ par exemple. D’ot vient cette 
difference entre le résultat du calcul et Vindication du sens commun? 
On reconnut bientot qu'elle tenait a ce que l’avantage moral qu’un bien 
nous procure n’est pas proportionnel a ce bien, et qu’il dépend de 
mille circonstances souvent tres difficiles & définir, mais dont la plus 
générale et la plus importante est celle de la fortune. En effet, il est vi- 
sible que 1‘ a beaucoup plus de prix pour celui qui n’ena que 100 que 
pour un millionnaire. On doit done distinguer, dans le bien espéré, sa 
valeur absolue de sa valeur relative : celle-ci se regle sur les motifs 
qui le font désirer, au lieu que la premiere en est indépendante. On 
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ne peut donner de principe général pour apprécier cette valeur relative. 
En voici cependant un proposé par Daniel Bernoulli, et qui peut servir 
dans beaucoup de cas. 

La valeur relative d’une somme infiniment petite est égale & sa va- 
leur absolue divisée par le bien total de la personne intéressée. Cela 
suppose que tout homme aun bien quelconque dont la valeur ne peut 
jamais étre supposée nulie. En effet, celui méme qui ne possede rien 
donne toujours au produit de son travail et 4 ses espérances une valeur 
au moins égale a ce qui lui est rigoureusement nécessaire pour vivre. 

Si on applique l’analyse au principe que nous venons d’exposer, on 
obtient la regle suivante : 

En désignant par l’unité la partie de la fortune d’un individu indé- 
pendante de ses expectatives, si l’on détermine les diverses valeurs que 
cette fortune peut recevoir en vertu de ces expectatives, et leurs pro- 
babilités, le produit de ces valeurs élevées respectivement aux puis- 
sances indiquées par ces probabilités sera la fortune physique qui pro- 
curerait a Vindividu le méme avantage moral qu’il recoit de la partie 
de sa fortune, prise pour unité, et de ses expectatives; en retranchant 
donc l’unité de ce produit, la différence sera l’accroissement de la for- 
tune physique, di aux expectatives : nous nommerons cet accroisse- 
ment espérance morale. Il est facile de voir qu’elle coincide avec l’espé- 
rance mathématique, lorsque la fortune prise pour unité devient infinie 
par rapport aux variations qu’elle recoit des expectatives. Mais, 
lorsque ces variations sont une partie sensible de cette unité, les deux 
espérances peuvent différer tres sensiblement entre elles. 

Cette regle conduit & des résultats conformes aux indications du sens 
commun, que l’on peut par ce moyen apprécier avec quelque exacti- 
tude. Ainsi, dans la question précédente, on trouve que, si la fortune 
de Paul est de 200", il ne doit pas raisonnablement mettre au jeu plus 
de g'. La méme regle conduit encore a répartir le danger sur plusieurs 
parties d’un bien que l’on attend, plutét que d’exposer ce bien tout 
entier au méme danger. Il en résulte pareillement qu’au jeu le plus 
égal, la perte est toujours relativement plus grande que le gain. En sup- 


INTRODUCTION. XXI 


posant, par exemple, qu’un joueur, ayant une fortune de roo”, en 
expose 5o au jeu de croix ou pile, sa fortune apres sa mise au jeu sera 
réduite a 87, c’est-a-dire que cette dernitre somme procurerait au 
joueur le méme avantage moral que |’état de sa fortune apres sa mise. 
Le jeu est donc désavantageux, dans le cas méme ou la mise est égale 
au produit de la somme espérée par sa probabilité. On peut juger par 
la de ’immoralité des jeux dans lesquels la somme espérée est au-des- 
sous de ce produit. Ils ne subsistent que par les faux raisonnements et 
par la cupidité quils fomentent, et qui, portant le peuple a sacrifier 
son nécessaire a des espérances chimériques dont il est hors d’état 
d’apprécier linvraisemblance, sont la source d’une infinité de maux. 
Le désavantage des jeux, l’avantage de ne pas exposer au méme dan- 
ger tout le bien qu’on attend, et tous les résultats semblables indiqués 
par le bon sens subsistent, quelle que soit la fonction de la fortune 
physique qui, pour chaque individu, exprime sa fortune morale. I] 
suffit que le rapport de l’accroissement de cette fonction a l’accroisse- 
ment de la fortune physique diminue & mesure que celle-ci augmente. 


Des methodes analytiques du Calcul des probabilités. 


L’application des principes que nous venons d’exposer aux diverses 
questions de probabilité exige des méthodes dont la recherche a donné 
naissance a plusieurs branches de l’Analyse, et spécialement a la Théo- 
rie des combinaisons et au Calcul des differences finies. 

Si l’on forme le produit des bindmes, Vunité plus une premiere 
lettre, l’unité plus une seconde lettre, !’unité plus une troisiéme lettre, 
et ainsi de suite jusqu’a 7 lettres; en retranchant l’unité de ce produit 
développé, on aura la somme des combinaisons de toutes ces lettres 
prises une a une, deux a deux, trois a trois, ..., chaque combinaison 
ayant l’unité pour coefficient. Pour avoir le nombre des combinaisons 
de ces nv lettres prises s&s, on observera que, si l’on suppose ces lettres 
égales entre elles, le produit précédent deviendra la puissance x du bi- 
nome, un plus la premiere lettre : ainsi le nombre des combinaisons 
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des n lettres prises sas sera le coefficient de la puissance s de la pre- 
miere lettre dans le développement de ce bindme : on aura done ce 
nombre par la formule connue du bindme. 

On aura égard & la situation respective des lettres dans chaque com- 
binaison en observant que, si l’on joint une seconde lettre a la pre- 
miere, on peut la placer au premier et au second rang, ce qui donne 
deux combinaisons. Si l’on joint a ces combinaisons une troisieme 
lettre, on peut lui donner dans chaque combinaison le premier, le se- 
cond et le troisieme rang, ce qui forme trois combinaisons relatives a 
chacune des deux autres, en tout, six combinaisons. De Ia il est facile 
de conclure que le nombre des arrangements donts lettres sont suscep- 
tibles est le produit des nombres depuis Punité jusqu’a s; il faut done, 
pour avoir égard a la situation respective des lettres, multiplier par ce 
produit le nombre des combinaisons des n lettres prises s as, ce qui 
revient a supprimer le dénominateur du coefficient du terme du bindme 
qui exprime ce nombre. 

Imaginons une loterie composée de n numéros, dont 7 sortent a 
chaque tirage : on demande la probabilité de la sortie de s numéros 
donnés dans un tirage. Pour y parvenir, on déterminera le nombre des 
combinaisons des nm numéros pris s a s. Ensuite on déterminera le 
nombre des combinaisons de r numéros pris semblablement s a s. Le 
rapport de ce dernier nombre au précédent est évidemment la proba- 
bilité que les s numéros donnés seront compris dans les rnuméros qui 
doivent sortir; ce rapport est donc la probabilité demandée. Ainsi, 
dans la loterie de France, formée, comme on sait, de 90 numéros dont 
5 sortent 4 chaque tirage, la probabilité de la sortie d’un extrait donné 
est 5; ou zz; la loterie devrait donc alors, pour l’égalité du jeu, rendre 
18 fois la mise. Le nombre total des combinaisons 2 a 2 de 90 numéros 
est 4005, et il en sort 10 & chaque tirage. La probabilité de la sortie 
Wun ambe donné est donc 15, et la loterie devrait rendre alors 
4oo fois et demie la mise; elle devrait la rendre 11748 fois pour un 
terne, 511038 fois pour un quaterne, et 43949268 fois pour un quine. 
La loterie est loin de faire aux joueurs ces avantages. 
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Supposons dans une urne a boules blanches et b boules noires, et 
qu’apres en avoir extrait une boule on la remette dans l’urne : on de- 
mande la probabilité que, dans le nombre n de tirages, on amenera 
mboules blanches et zn — m boules noires. II est clair que le nombre de 
cas qui peuvent arriver a chaque tirage esta + b. Chaque cas du second 
tirage pouvant se combiner avec tous les cas du premier, le nombre de 
cas possibles en deux tirages est le carré du bindme a + 0. Dans le dé- 
veloppement de ce carré, le carré de aexprime le nombre des cas dans 
lesquels on ameéne deux fois une boule blanche; le double produit dea 
par 6 exprime le nombre des cas dans Jesquels une boule blanche et 
une boule noire sont amenées; enfin le carré de 6 exprime le nombre 
des cas dans lesquels on améne deux boules noires. En continuant 
ainsi, on voit généralement que la puissance n du bindme a+ 6 ex- 
prime le nombre de tous les cas possibles dans n tirages, et que, dans 
le développement de cette puissance, le terme multiplié par la puis- 
sance m de a exprime le nombre des cas dans lesquels on peut amener 
m boules blanches et n — m boules noires. En divisant done ce terme 
par la puissance entiere du bindéme, on aura la probabilité d’amener 
mboules blanches et n — m boules noires. Le rapport des nombres a et 
a-+ 6 étant la probabilité d’amener une boule blanche dans un tirage, 
et le rapport des nombres 6 eta+ b étant la probabilité @’amener une 
boule noire, si ’on nomme p et ¢ ces probabilités, la probabilité d’a- 
mener m boules blanches dans x tirages sera le terme multiplié par la 
puissance m de p dans te développement de la puissance z du bindme 
p+q:on peut observer que la somme p+ q est Vunité. Cette pro- 
priété remarquable du bindme est tres utile dans la théorie des pro- 
babilités. 

Mais la méthode la plus générale et la plus directe pour résoudre les 
questions de probabilité consiste a les faire dépendre d’équations aux 
différences. En comparant les états successifs de la fonction qui exprime 
la probabilité, lorsque l’on fait croitre les variables de leurs differences 
respectives, la question proposée fournit souvent un rapport tres simple 
entre ces états. Ce rapport est ce que l’on nomme equation aux diffe- 
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rences ordinaires ou partielles : ordinaires, lorsqu’il n’y a qu’une ya- 
riable; partielles, lorsqwil y en a plusieurs. Donnons-en quelques 
exemples. 

Trois joueurs, dont les forces sont supposées les mémes, jouent en- 
semble aux conditions suivantes. Celui des deux premiers joueurs qui 
gagne son adyersaire joue avec le troisieme, et, s'il le gagne, la partie 
est finie. S’il est vaincu, le vainqueur joue avec l’autre, et ainsi de 
suite, jusqu’a ce que l’un des joueurs ait gagné conséculivement les 
deux autres, ce qui termine la partie. On demande la probabilité que 
la partie sera finie dans un nombre quelconque x de coups. Cherchons 
@abord la probabilité qu’elle finira précisément au coup zn. Pour cela, 
le joueur qui gagne doit entrer au jeu au coup n —xr et le gagner, 
ainsi que le coup suivant. Mais si, au lieu de gagner le coup n —1, il 
était vaincu par son adversaire, celui-ci venant de gagner |’autre joueur, 
la partie finirait & ce coup. Ainsi la probabilité qu’un des joueurs en- 
trera au jeu au coup rn — 1 et le gagnera est égale a celle que la partie 
finira précisément 4 ce coup; et comme ce joueur doit gagner le coup 
suivant pour que la partie se termine au coup 7, la probabilité de ce 
dernier cas ne sera qu'un demi de la précédente. Cette probabilite est 
évidemment une fonction du nombre 7; cette fonction est donc égale a 
la moitié de la méme fonction, lorsqu’on y diminue 7 de l’unité. Cette 
égalité forme une de ces équations que l’on nomme équations aux dif- 
ferences finies ordinatres. 

On peut déterminer facilement, & son moyen, la probabilité que la 
partie finira précisément & un coup quelconque. Il est visible que la 
partie ne peut finir au plus tot qu’au second coup, et pour cela il est né- 
cessaire que celui des deux premiers joucurs qui a gagné son adver- 
saire gagne au second coup le troisieme joueur; la probabilité que la 
partie finira a ce coup est donc §. De la, en vertu de l’équation précé- 
dente, on conclut que les probabilités successives de la fin de la partie 
sont ; pour le troisisme coup, ; pour le quatrieme,..., et générale- 
ment 5 élevé a la puissance n —1 pour le n*™* coup. La somme de 


fontes ces puissances de 5 est lunité moins la derniére de ces puis- 
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sances : c’est la probabilité que la partie sera terminée au plus tard 
dans n coups. 

Considérons encore le premier probleme un peu difficile que l’on ait 
résolu sur les probabilités, et que Pascal proposa de résoudre & Fermat. 
Deux joueurs A et B, dont les adresses sont égales, jouent ensemble 
avec la condition que celui qui le premier aura vaincu l’autre un nombre 
donné de fois gagnera la partie, et emportera la somme des mises au 
jeu; apres quelques coups, les joueurs conviennent de se retirer sans 
avoir terminé la partie; on demande de quelle manitre cette somme 
doit étre partagée entre eux. II est visible que les parts doivent étre 
proportionnelles aux probabilités respectives de gagner la partie; la 
question se réduit donc a déterminer ces probabilités. Elles dépendent 
évidemment des nombres de points qui manquent a chaque joueur 
pour atteindre le nombre donné. Ainsi la probabilité de A est une fonc- 
tion de ces deux nombres que nous nommerons indices. Si les deux 
joueurs convenaient de jouer un coup de plus (convention qui ne 
change point leur sort, pourvu qu’apres ce nouveau coup le partage se 
fasse toujours proportionnellement aux nouvelles probabilités de gagner 
la partie), alors, ou A gagnerait ce coup, et dans ce cas le nombre des 
points qui lui manquent serait diminué d’une unité; ou le joueur B le 
gagnerait, et dans ce cas le nombre des points manquant a ce dernier 
joueur deviendrait moindre d’une unité. Mais la probabilité de chacun 
de ces cas est +; la fonction cherchée est donc égale a la moitié de cette 
fonction, dans laquelle on diminue de l’unité le premier indice, plus a 
la moitié de la méme fonction dans laquelle le second indice est dimi- 
nué de l’unité. Cette égalité est une de ces équations que l’on nomme 
equations aux différences partelles. 

On peut déterminer, & son moyen, les probabilités de A en partant 
des plus petits nombres, et en observant que la probabilité ou la fone- 
tion qui l’exprime est égale 4 l’unité, lorsqu’il ne manque aucun point 
au joueur A, ou lorsque le premier indice est nul, et que cette fonc- 
tion devient nulle avec le second indice. En supposant ainsi qu’il ne 
manque qu'un point au joueur A, on trouve que sa probabilité est ¢, 
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., Suivant qu'il manque 4 B un point, ou deux, ou trois, etc. Ge- 


cols 
~ 


néralement, elle est alors égale a l’unité moins la puissance de 5, égale 
au nombre des points qui manquent a B. On supposera ensuite qu'il 
manque deux points au joueur A, et l’on trouvera sa probabilité égale 
h+,4,4,..., suivant qu'il manque 4B un point, ou deux, ou trois, etc. 
On supposera encore qu'il manque trois points au joueur A, et ainsi de 
suite. 

Cette maniere d’obtenir les valeurs successives d’une quantité au 
moyen de son équation aux différences est longue et pénible. Les géo- 
métres ont cherché des méthodes pour avoir la fonction générale des 
indices qui satisfait & cette équation, en sorte que l’on n’ait besoin, 
pour chaque cas particulier, que de substituer dans cette fonction les 
valeurs correspondantes des indices. Considérons cet objet d’une ma- 
nieregénérale. Pourcela, concevons une suite de termes disposés surune 
ligne horizontale, et tels que chacun d’eux dérive des précédents suivant 
une loi donnée. Supposons cette loi exprimée par une équation entre 
plusieurs termes consécutifs et leur indice ou le nombre qui indique le 
rang qu ils occupent dans la série. Cette équation est ce que je nomme 
equation aux differences finies a un seul indice. L’ordre ou le degré de cette 
équation est la différence du rang de ses deux termes extrémes. On 
peut, & son moyen, déterminer successivement les termes de la série 
et la continuer indéfiniment; maisil faut pour cela connaitre un nombre 
de termes de la série égal au degré de l’équation. Ces termes sont les 
constantes arbitraires de l’expression du terme général de la série, ou 
de Pintégrale de l’équation aux différences. 

Conceyons maintenant, au-dessus des termes de la série précédente, 
une seconde série de termes disposés horizontalement; concevons en- 
core, au-dessus des termes de la seconde série, une troisieme série ho- 
rizontale, et ainsi de suite & l’infini, et supposons les termes de toutes 
ces séries, liés par une équation générale entre plusieurs termes con- 
sécutifs, pris tant dans le sens horizontal que dans le sens vertical, et les 
nombres qui indiquent leur rang dans les deux sens. Cette équation est 


ce que je nomme equation aux differences finies partielles a deux indices. 
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Concevons pareillement, au-dessus du plan des séries précédentes, 
un second plan de séries semblables, dont les termes soient placés res- 
pectivement au-dessus de ceux du premier plan; concevons ensuite, 
au-dessus de ce second plan, un troisivme plan de séries semblables, 
et ainsi a l’infini; supposons tous les termes de ces séries liés par une 
equation entre plusieurs termes consécutifs, pris dans les sens de la 
longueur, de la largeur et de la profondeur, et les trois nombres qui 
indiquent leur rang dans ces trois sens. Cette équation est ce que je 
nomme équation aux differences finies partielles a trois indices. 

Enfin, en considérant la chose, d’une maniere abstraite et indépen- 
dante des dimensions de l’espace, concevons généralement un systeme 
de grandeurs qui soient fonctions d’un nombre quelconque d’indices, 
et supposons, entre ces grandeurs, leurs différences relatives & ces in- 
dices et les indices eux-mémes, autant d’équations qu'il y a de ces 
grandeurs : ces équations seront aux differences finies partielles & un 
nombre quelconque d’indices. 

On peut, 2 leur moyen, déterminer successivement ces grandeurs. 
Mais de méme que |’équation a un seul indice exige pour cela que l’on 
connaisse un certain nombre de termes de la série, de méme |’équation 
a deux indices exige que l’on connaisse une ou plusieurs lignes de séries 
dont les termes généraux puissent étre exprimés chacun par une fonc- 
tion arbitraire d’un des indices. Pareillement, l’équation a trois indices 
exige que l’on connaisse un ou plusicurs plans de séries dont les termes 
généraux puissent étre exprimés chacun par une fonction arbitraire de 
deux indices, ainsi de suite. Dans tous ces cas, on pourra, par des éli- 
minations successives, déterminer un terme quelconque des séries. Mais 
toutes les équations entre lesquelles on ¢limine étant comprises dans 
un méme systeme d’équations, toutes les expressions des termes suc- 
cessifs que l’on obtient par ces éliminations doivent étre comprises dans 
une expression générale, fonction des indices qui déterminent le rang 
du terme. Cette expression est l'intégrale de l’équation proposée aux 
differences, et sa recherche est lobjet du Calcul intégral. 

Taylor est le premier qui, dans son Ouvrage intitulé Methodus icre- 
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mentorum, ait considéré les équations linéaires aux différences finies. 
Il y donne la manieére d’intégrer celles du premier ordre, avec un coef- 
ficient et un dernier terme, fonctions de l’indice. A la vérité, les re- 
lations des termes des progressions arithmétiques et géométriques que 
lon a considérées de tout temps sont les cas les plus simples des 
équations linéaires aux différences; mais on ne les avait pas envisa- 
gées sous ce point de vue, l’un de ceux qui, se rattachant a des théo- 
ries générales, conduisent a ces théories, et sont par 1a de véritables 
découvertes. 

Vers le méme temps, Moivre considéra sous la dénomination de 
suites récurrentes les équations aux differences finies d’un ordre quel- 
conque, a coefficients constants. Il parvint a les intégrer d’une ma- 
niere tres ingénieuse. Comme il est toujours intéressant de suivre la 
marche des inventeurs, je vais exposer celle de Moivre, en l’appliquant 
a’ une suite récurrente dont la relation entre trois termes consécutifs 
est donnée. D’abord, il considére la relation entre les termes consécu- 
tifs d’une progression géométrique, ou l’équation & deux termes qui 
Vexprime. En la rapportant aux termes inférieurs d’une unité, il la mul- 
tiple dans cet état par un facteur constant, et il retranche le produit de 
Véquation primitive. Par la, il obtient une équation entre trois termes 
consécutifs de la progression géométrique. Moivre considere ensuite 
une seconde progression dont la raison des termes est le facteur méme 
qu il vient d’employer. I] diminue pareillement d’une unite l’indice 
des termes de l’équation de cette nouvelle progression; dans cet état, 
il la multiplie par la raison des termes de la premiere progression, et 
il retranche le produit de l’équation de la seconde progression, ce qui 
lui donne entre trois termes consécutifs de cette progression une re- 
lation entitrement semblable a celle qu’il a trouvée pour la premiere 
progression. Puis il observe que, si l’on ajoute terme a terme les deux 
progressions, la méme relation subsiste entre trois quelconques de ces 
sommes consécutives. Il compare les coefficients de cette relation a 
ceux de la relation des termes de la suite récurrente proposée, et il 
trouve, pour déterminer les rapports des deux progressions géométri- 
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ques, une équation du second degré dont les racines sont ces rapports. 
Par la, Moivre décompose Ja suite récurrente en deux progressions 
géométriques, multipliées chacune par une constante arbitraire, qu’il 
détermine au moyen des deux premiers termes de la suite récurrente. 
Ce procédé ingénieux est au fond celui que d’Alembert a depuis em- 
ployé pour V’intégration des équations linéaires aux différences infini- 
ment petites a coefficients constants, et que Lagrange a transporté aux 
équations semblables a différences finies. 

Ensuite, j'ai considéré les équations linéaires aux différences par- 
tielles finies, d’abord sous la dénomination de suites récurro-récurrentes, 
et apres, sous leur dénomination propre. La maniere la plus générale 
et la plus simple d’intégrer toutes ces équations me parait étre celle 
que j’ai fondée sur la considération des fonctions génératrices, dont 
voici l’idée. 

Si on congoit une fonction A, dune variable ¢, développée dans 
une série ascendante par rapport aux puissances de cette variable, le 
coefficient de l’une quelconque de ces puissances sera une fonction de 
l’exposant ou indice de cette puissance. A est ce que je nomme fonc- 
tion géneératrice de ce coefficient ou de la fonction de indice. 

Maintenant, si l’on multiplie la série A par une fonction linéaire de 
la méme variable ¢, telle, par exemple, que l’unité plus deux fois cette 
variable, le produit sera une nouvelle fonction génératrice, dans la- 
quelle le coefficient d’une puissance quelconque de la variable sera 
égal au coefficient de la méme puissance dans A, plus au double du 
coefficient de la puissance inférieure d’une unité. Ainsi la fonction de 
l’indice, dans le produit, égalera la fonction de l’indice dans A, plus le 
double de cette méme fonction dans laquelle !’indice est diminué de 
Vunité. Cette fonction de indice dans le développement du produit 
est ainsi une dérivée de la fonction de l’indice dans A, dérivée que l’on 
peut exprimer par une caractéristique 3 placée devant cette derniere 
fonction. La dérivation indiquée par la caractéristique dépend du mul- 
tiplicateur de A, que nous désignerons par B et que nous supposerons 
développé, comme A, par rapport aux puissances de la variable ¢. 
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Si lon multiplie de nouveau par B le produit de A par B, ce qui 
revient a multiplier A par le carré de B, on formera une troisieme 
fonction génératrice, dans laquelle le coefficient d’une puissance 
quelconque de ¢ sera une dérivée semblable du coefficient correspon- 
dant du produit précédent; on pourra done l’exprimer par la méme 
caractéristique 5, placée devant la dérivée précédente, et alors cette 
caractéristique sera deux fois écrite devant le coefficient correspondant 
de la série A. Mais, au lieu de l’écrire ainsi deux fois, on lui donne 
pour exposant le nombre deux. 

En continuant ainsi, on voit généralement que, si l’on multiplie A 
par la puissance nv de B, on aura le coefficient d’une puissance quel- 
conque de la variable ¢ dans le produit en placant devant le coefficient 
correspondant de A la caractéristique 5 avec n pour exposant. 

Supposons que B soit l’unité divisée par ¢; alors, dans le produit 
de A nar B, le coefficient d’une puissance de cette variable sera le 
coefficient d’une puissance supérieure d’une unité dans A, d’ou il suit 
que, dans le produit de A par la puissance n de B, ce coefficient sera 
celui de la puissance supérieure de n unités dans A. 

Désignons par C l’unité divisée par la variable ¢, moins un; alors, 
dans le produit de A par C, le coefficient d’une puissance de la va- 
riable sera le coefficient de sa puissance supérieure d’une unité dans 
la série A, moins le coefficient de cette puissance dans la méme série; 
il sera done la différence finie de ce dernier coefficient dans lequel on 
fait varier l’indice de l’unité. Ainsi, dans le produit de A par la puis- 
sance v de C, le coefficient sera la difference ni” du coefficient corres- 
pondant de A. 

B étant ici égal 4 Punité plus C, la puissance n de B est identique- 
ment égale a la méme puissance du binéme un plus C. En multipliant 
donc par A ces deux puissances, les deux produits seront identiques. 
Or, dans le produit de A par la puissance n de B, le coefficient d’une 
puissance quelconque de la variable ¢ est, comme on I’a vu, le coeffi- 
cient de la puissance supérieure de n unités dans A; il est donc la 
fonction de Pindice augmenté du nombre n. Dans le produit de A par 
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le développement du bindme un plus C, on aura, par ce qui précede, 
les coefficients correspondants en écrivant, au lieu des produits de A 
par les puissances successives de C, les différences successives de la 
fonction de l’indice dans A, et en multipliant par cette fonction le 
terme indépendant de C. On aura done une fonction quelconque de 
indice augmentée de l’indéterminée n, exprimée par les coefficients 
de la puissance n du bindme un plus un, multipliés respectivement 
par la fonction elle-méme et par ses différences successives, ce qui 
donne V’interpolation des séries au moyen des différences de leurs 
termes consécutifs, en considérant l’indéterminée n comme fraction- 
naire. 

L’équation identique B égale C plus un donne l’équation identique C 
égale B moins un. En élevant a la puissance n les deux membres de 
cette derniere égalité et multipliant par A ces deux puissances, dans 
le produit de A par la puissance 7 de C, le coefficient d’une puissance 
donnée de la variable ¢ sera la différence finie n'™? du coefficient de la 
méme puissance dans A. Dans le produit de A par le développement de 
la puissance 7 du bindme B moins un, le coefficient de la puissance 
donnée de la variable sera la somme des termes de ce développement 
multipliés respectivement par les valeurs du coefficient de la méme 
puissance dans A, lorsqu’on fait croitre successivement l’indice de ce 
coefficient des quantités n, m moins un, 2 moins deux, etc., ce qui 
donne la différence finie ni*™* d’une fonction de lindice, au moyen des 
valeurs successives de cette fonction. 

5 désignant la dérivée du coefficient d’une puissance donnée de la 
variable ¢ dans A, relative au multiplicateur B, désignons par la carac- 
téristique A la dérivée relative au multiplicateur C. Si dans l’équa- 
tion B égale C plus un on substitue 5 au lieu de B, et A au lieu de C, 
par ce qui précede, en élevant les deux membres de cette équation 4 
la puissance n, il y aura toujours égalité, pourvu que dans chaque 
terme du développement on place le coefficient de la puissance donnée 
de la variable dans A, ou la fonction de l’indice, a la suite de chaque 
puissance des caractéristiques, et que l’on multiplie par cette fonction 
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le terme indépendant des caractéristiques. La méme chose a lieu dans 
’équation C égale B moins un, et encore dans |’équation B moins C 
égale un. En substituant 5 et A au lieu de B et de G, et élevant Jes deux 
membres de cette derniére équation a la puissance n, en développant 
ensuite le premier membre, l’égalité subsistera, pourvu que dans 
chaque terme on place la fonction de indice a la suite des puissances 
des caractéristiques 5 et A et des produits de ces puissances, et que 
l’on écrive cette fonction au lieu de l’unité dans le second membre, ce 
qui donne une expression de cette fonction au moyen de ses valeurs 
successives et de ses différences. 

Si l’on applique les mémes considérations & d’autres valeurs des 
multiplicateurs B et C, on est conduit a ce résultat général : quelles 
que soient les fonctions de la variable ¢ représentées par B et C, on 
peut, dans le développement de toutes les équations identiques qui 
peuvent étre formées entre elles, substituer, au lieu de ces fonctions, 
les caractéristiques correspondantes 5 et A, pourvu que l’on écrive la 
fonction de l’indice a la suite des puissances ou des produits de puis- 
sances des caractéristiques, et que l’on multiplie par cette fonction les 
termes indépendants des caractéristiques. En effet, il est visible que 
si, dans un terme quelconque du développement de |’équation entre B 
et C dont ils’agit, rest la puissance de B et 7’ celle de CG, il faut, pour 
repasser des fonctions génératrices a leurs coefficients, écrire 5 au lieu 
de B, A au lieu de C, et placer le produit des puissances 7 et 7’ de ces 
caractéristiques devant la fonction de l’indice. 

On doit observer ici que les équations entre les caractéristiques sont 
identiques, comme les équations correspondantes entre B et C. Ainsi 
la fonction de Vindice augmenté de l’indéterminée 7 par une série de 
différences est identique avec cette série : elle n’est au fond que cette 
fonction transformée. Mais c’est dans ces transformations que résident 
le pouvoir de l’Analyse et ses avantages. Si, par exemple, la nature 
d’une question conduit a regarder comme nulle la différence troisiéme 
dune fonction, alors la série précédente se termine, et devient la fone- 
tion de m qui satisfait a cette condition et qui, par conséquent, est 
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Vintégrale de l’équation que l’on obtient en égalant a zéro la troisieme 
différence de la fonction. Cette intégrale renferme, comme constantes 
arbitraires, la fonction de l’indice et ses différences premiere et se- 
conde, relatives au cas de n nul. 

Conceyons maintenant que A soit une fonction de deux variables ¢ 
et 2’, développée dans une série ordonnée par rapport aux puissances 
et aux produits de puissances de ces variables; le coefficient du pro- 
duit de deux puissances quelconques sera une fonction des indices de 
ces puissances, dont A sera la fonction génératrice. 

Multiplions A par une fonction B des deux variables ¢ et ¢’, dévelop- 
pée par rapport aux puissances et aux produits de ces variables, telle, 
par exemple, que la premiere variable, plus la seconde, moins deux; 
le produit sera une nouvelle fonction génératrice, dans laquelle le coef- 
ficient du produit de deux puissances quelconques 7 et rn’ des mémes 
variables sera égal a ce méme coefficient dans A, en y diminuant d’une 
unité l’indice n de la premiere variable, plus & ce méme coefficient 
dans lequel on diminue dune unité lindice 7’ de la seconde variable, 
moins le double de ce coefficient. On pourra exprimer ce nouveau coef- 
ficient par une caractéristique 5 placée devant le coefficient de A. On 
verra, comme ci-dessus, que le coefficient correspondant dans le pro- 
duit de A par une puissance quelconque de B sera exprimé par cette 
caractéristique toujours placée devant le coefficient de A, et a laquelle 
on donne pour exposant celui de la puissance de B. De la résultent 
des théoremes analogues & ceux qui sont relatifs aux fonctions d’une 
seule variable. 

On pourra développer d’une maniétre semblable une fonction quel- 
congue de deux indices augmentés respectivement des indéterminées n 
et n’, dans une série ordonnée par rapport aux puissances d’une ca- 
ractéristique : montrons-le par un exemple. Pour cela, conseryons 2 B 
la valeur que nous venons de lui supposer. Dans ce cas, la premiere 
variable sera identiquement égale au trindme deux moins la seconde 
variable plus B; la premiere variable, élevée & la puissance z prise en 
moins, sera done égale & ce trindme élevé & la méme puissance. Mul- 
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tiplions les deux membres de cette égalité par la série A divisée par la 
puissance n’ de la seconde variable, et développons le second membre. 
En repassant des fonctions génératrices & leurs coefficients, celui du 
produit de deux puissances données des variables dans le premier 
membre sera ce que devient le coefficient du méme produit dans A, 
lorsqu’on augmente ses indices respectivement des indéterminées 7 
etn’. Dans un terme quelconque du développement du second membre, 
le coefficient du méme produit sera ce que ce terme devient en y sub- 
stituant, au lieu de B, 5 affecté du méme exposant et placé devant le 
coefficient de A, dans lequel on diminue le second indice, de l’expo- 
sant de la seconde variable que l’on supprime. Chaque terme indépen- 
dant de B doit étre multiplié par le coefficient de A, dans lequel le 
second indice est pareillement diminué de l’exposant de la seconde 
variable que l’on supprime encore. On aura ainsi une fonction des in- 
dices augmentés respectivement de net de n’, par une suite de puis- 
sances successives de 5 placées devant la fonction dans laquelle le se- 
cond indice sera seul variable. 

Si la fonction des indices est telle que, affectée de la caractéris- 
tique 5, elle devienne nulle, alors le second membre se réduit 4 une 
suite de termes multipliés par Ja fonction des indices dont le second 
varie seul. Cette fonction est le développement du binéme deux moins 
un, élevé & la puissance n prise en moins, les termes successifs de ce 
développement devant étre multipliés respectivement par la fonction 
des indices, dans laquelle on fait croitre successivement le second in- 
dice des quantités 7’, n’ moins un, nr’ moins deux, etc. En considérant 
done comme fonction des deux indéterminées n et n' la fonction pré- 
cédente, dans laquelle les indices sont augmentés de n et de n’, cette 
fonction sera donnée par le développement du bindme deux moins un, 
élevé & la puissance n prise en moins, en multipliant respectivement 
les termes de ce développement par la méme fonction dans laquelle 
on doit faire n nul, et n’ successivement égal a n’, nr’ moins un, nr 
moins deux, etc. : la fonction den nul et de n’ est une fonction arbi- 
traire de n’, qui doit étre déterminée par les conditions du probleme. 
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Telle est done lintégrale de l’équation aux différences partielles, re- 
présentée par l’égalité a zéro de 3 placé devant une fonction de x et de 
n’, et il est clair que, pour cette égalité, la fonction des indices dans A 
doit étre telle qu’en y diminuant l’indice n de Vunité, en l’ajoutant ’ 
cette fonction dans laquelle n’ est diminué de l’unité et en retranchant 
de cette somme le double de la fonction elle-méme, le reste soit nul; 
ce qui donne la fonction de n et den’ égale & la moitié de cette fone- 
tion dans laquelle n est diminué de l’unité, plus a la moitié de la méme 
fonction dans laquelle n’ est diminué de lunité. C’est l’équation aux 
différences partielles, représentée par la condition de 3 nul. 

Cette équation est celle & laquelle on est conduit par la considération 
du probleme proposé par Pascal & Fermat, et dont nous avons parlé 
ci-dessus ; 7 et n’ sont ici les coups qui manquent au premier et au 
second joueur pour gagner la partie, et la fonction de ces indices est la 
probabilité qu’elle sera gagnée par le premier joueur. Cette probabilité 
devient Punité, lorsque nz est nul, et jamais, n étant nul, »’ ne peut 
étre zéro ou négatif, en sorte quwil faut rejeter de l’intégrale précé- 
dente tous les termes dans lesquels cela existe. De 1a il suit que la pro- 
babilité du premier joueur pour gagner la partie est égale aux n’ pre- 
miers termes du bindme deux moins un, élevé a la puissance 7 prise 
en moins. Telle est la solution générale de ce probleme. 

De plus amples développements de la méthode que nous venons 
d’exvoser seraient difficilement entendus sans le secours de I’Analyse. 
Nous observerons seulement que, A exprimant une fonction de la va- 
riable z, développée en série; B étant lunité divisée par la variable, 
moins un, et C étant Punité divisée par la puissance ¢ de la variable, 
moins un; le produit de A par une puissance quelconque x de B sera 
la fonction génératrice des differences n™® des coefficients de la 
série A, l’indice variant de l’unité; le produit de A par une puissance 
n' de C sera la fonction génératrice des differences ni*™* des mémes 
coefficients, l’indice variant de z. Ainsi, 5 et A étant supposés étre les 
caractéristiques correspondantes a B et a C, toutes les équations iden- 
tiques que l’on peut former entre B et C donneront, en y changeant ces 
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quantités dans leurs caractéristiques, autant d’équations identiques 
entre ces caractéristiques, pourvu que dans le développement de ces 
équations on place les puissances et les produits de puissances de ces 
caractéristiques devant la fonction de l’indice. 

Si ce développement donne aux caractéristiques des exposants né- 
gatifs, elles indiqueront alors des intégrales finies. En effet, le pro- 
duit de A par la puissance n de B étant la fonction génératrice des dif- 
férences n*™es des coefficients de A, ces coefficients sont les intégrales 
nimes des coefficients de la fonction génératrice que forme ce produit; 
dot il suit qu'une fonction génératrice, multipliée par B élevé a la 
puissance 7 prise en moins, est la fonction génératrice des intégrales 
niemes des coefficients de cette fonction. Les puissances négatives de 5, 
placées devant ces coefficients, indiquent par conséquent des inté- 
grales, ce qui donne la raison de l’analogie observée entre les puis- 
sances positives et les différences, et entre les puissances négatives et 
les intégrales. 

Il est facile de voir que C est égal & la puissance ¢ du bindme un 
plus B, en retranchant l’unité, de cette puissance. Si l’on éleve a la 
puissance nz les deux membres de cette égalité, elle subsistera toujours, 
quels que soient n et son signe; en changeant B et C dans leurs carac- 
téristiques 5 et A, et en observant que les caractéristiques négatives 
expriment des intégrales, on aura par le développement du second 
membre les différences et les intégrales dans lesquelles l’indice varie 
une quantité quelconque z, par une suite de differences et d’intégrales 
dans lesquelles indice varie de lunité. Si on suppose z infiniment 
petit, les résultats subsisteront toujours et se simplifieront en rejetant 
les infiniment petits d’un ordre supérieur a celui que l’on conserve. 
Ces passages du fini & linfiniment petit ont lavantage d’éclairer les 
points délicats de l’Analyse infinitésimale qui ont été objet de grandes 
discussions parmi les géométres. C’est ainsi que j’ai démontré la pos- 
sibilité d’introduire des fonctions discontinues dans les intégrales des 
équations aux différentielles partielles, pourvu que la discontinuité 
n’ait lieu que pour les différentielles des fonctions, de l’ordre de ces 
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équations. Les résultats transcendants du calcul sont, comme toutes 
les abstractions de l’entendement, des signes généraux dont on ne peut 
connaitre la véritable étendue qu’en remontant par l’analyse métaphy- 
sique aux idées élémentaires qui y ont conduit, ce qui présente souvent 
de grandes difficultés; car l’esprit humain en éprouve moins encore A 
se porter en ayant qu’a se replier sur lui-méme. 

Le passage du fini & Vinfiniment petit répand un grand jour sur la 
métaphysique du Calcul différentiel. On voit clairement par ce passage 
que ce calcul n’est que la comparaison des coefficients des mémes 
puissances des différentielles, dans le développement en série de fonc- 
tions identiquement égales des indices augmentés respectivement de 
différentielles indéterminées. Les quantités que l’on néglige comme 
infiniment petites d’un ordre supérieur & celui que l’on conserve, et qui 
semblent par cette omission 6dter a ce calcul la rigueur de |’Algebre, 
ne sont que des puissances de ces différentielles, supérieures aux puis- 
sances dont on compare les coefficients, et qui par la doivent étre rejetées 
de cette comparaison, en sorte que le Calcul différentiel a toute l’exac- 
titude des autres opérations algébriques. Mais dans ses applications a 
la Géométrie et A la Mécanique, il est indispensable d’introduire le 
principe des limites. Par exemple, la sous-tangente d’une courbe étant 
la limite géométrique de la sous-sécante, ou la ligne dont celle-ci 
approche sans cesse & mesure que les points d’intersection de la sé- 
cante avec la courbe se rapprochent, l’expression analytique de la 
sous-tangente doit étre pareillement la limite de l’expression analytique 
de la sous-sécante; elle est par conséquent égale au premier terme de 
cette derniére expression développée suivant les puissances de l’inter- 
valle qui sépare les ordonnées des deux points d’intersection. 

On peut encore envisager la tangente comme la droite dont l’équa- 
tion approche le plus de celle de la courbe pres du point de contin- 
gence. L’ordonnée de cette courbe étant une fonction de l’abscisse, 
sia partir de ce point on fait croitre abscisse d’une quantité indéter- 
minée, suivant les puissances de laquelle la fonction soit développée, 
il est visible que la somme des deux premiers termes de ce développe- 
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ment sera l’ordonnée de la droite la plus approchante de la courbe; elle 
sera, conséquemment, l’ordonnée de la tangente, et le coefficient de 
Vindéterminée dans le second terme exprimera le rapport de l’ordonnée 
a la sous-tangente. Il est facile de prouver par le principe des limites 
que toute autre droite menée par le point de contingence entrerait dans 
la courbe pres de ce point. 

Cette maniere singulierement heureuse de parvenir a l’expression 
des sous-tangentes est due & Fermat, qui l’a étendue aux courbes trans- 
cendantes. Ce grand géometre exprime par la caractéristique E l’ac- 
croissement de l’abscisse, et en ne considérant que la premiere puis- 
sance de cet accroissement, il détermine, exactement comme on le fait 
par le Calcul différentiel, les sous-tangentes des courbes, leurs points 
(Vinflexion, les maxima et minima de leurs ordonnées, et généralement 
ceux des fonctions rationnelles. On voit méme par sa belle solution du 
probleme de la réfraction de la lumiere, insérée dans le Recueil des 
Lettres de Descartes, qwil savait étendre sa méthode aux fonctions irra- 
tionnelles, en se débarrassant des irrationnalités par l’élévation des 
radicaux aux puissances. On doit donc regarder Fermat comme le véri- 
table inventeur du Calcul différentiel. Newton a depuis rendu ce Calcul 
plus analytique dans sa méthode des Fluxions, et il en a simplifié et 
généralisé les procédés par son beau théoreme du bindme. Enfin, pres- 
quen méme temps, Leibnitz a enrichi le Calcul différentiel d’une 
notation qui, en indiquant le passage du fini a l’infiniment petit, réunit 
a Vavantage d’exprimer les résultats généraux de ce calcul celui de 
donner les premieres valeurs approchées des differences et des sommes 
des quantités, notation qui s’est adaptée d’elle-méme au calcul des 
différentielles partielles. 

On est souvent conduit a des expressions qui contiennent tant de 
termes et de facteurs que les substitutions numériques y sont impra- 
ticables. C'est ce qui a lieu dans les questions de probabilité, lorsque 
l’on considére un grand nombre d’événements. Cependant il importe 
alors d’avoir la valeur numérique des formules, pour connaitre avec 


quelle probabilité les résultats que les événements développent en se 
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multipliant sont indiqués. Il importe surtout d’ayoir la loi suivant 
laquelle cette probabilité approche sans cesse de la certitude qu’elle 
finirait par atteindre, si le nombre des événements deyenait infini. 
Pour y parvenir, je considérai que les intégrales définies de différen- 
tielles, multipliées par des facteurs élevés & de grandes puissances, 
donnaient, par Vintégration, des formules composées d’un grand 
nombre de termes et de facteurs. Cette remarque me fit naitre l’idée 
de transformer dans de semblables intégrales les expressions compli- 
quées de l’Analyse et les intégrales des équations aux différences. Jai 
rempli cet objet, par une méthode qui donne & la fois la fonction com- 
prise sous le signe intégral et les limites de l’intégration. Elle offre 
cela de remarquable, savoir, que cette fonction est la fonction méme 
génératrice des expressions et des équations proposées, ce qui rattache 
cette méthode a la théorie des fonctions génératrices, dont elle est 
ainsi le complément. II ne s’agissait plus ensuite que de réduire l’inté- 
grale définie en série convergente. C’est ce que j'ai obtenu par un pro- 
cédé qui fait converger la série avec d’autant plus de rapidité que la 
formule qu’elle représente est plus compliquée, en sorte qu'il est d’au- 
tant plus exact qu’il devient plus nécessaire. Le plus souvent, la série 
a pour facteur la racine carrée du rapport de la circonférence au dia- 
metre; quelquefois elle dépend d’autres transcendantes, dont le nombre 
est infin}. 

Une remarque importante, qui tient a la grande généralité de l’Ana- 
lyse et qui permet d’étendre cette méthode aux formules et aux équa- 
tions & différences que la théorie des probabilités présente le plus 
fréquemment, est que les séries auxquelles on parvient, en supposant 
réelles et positives les limites des intégrales définies, ont également 
lieu dans le cas ou l’équation qui détermine ces limites n’a que des 
racines négatives ou imaginaires. Ces passages du positif au négatif et 
du réel a Vimaginaire, dont j’ai le premier fait usage, m’ont conduit 
encore aux valeurs de plusieurs intégrales définies singulieres, que 
j'ai ensuite démontrées directement. On peut donc considérer ces pas- 
sages comme un moyen de découverte, pareil a induction et a Pana- 
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logie, employées depuis longtemps par les géometres, d’abord avec une 
extréme réserve, ensuite avec une entire confiance, un grand nombre 
d’exemples en ayant justifié l'emploi. Cependant il est toujours néces- 
saire de confirmer par des démonstrations directes les résultats obtenus 
par ces divers moyens. 

J'ai nommé Calcul des fonctions génératrices Vensemble des méthodes 
précédentes; ce caleul sert de fondement & l’Ouvrage que j’ai publié 
sous ce titre: Théorie analytique des Probabilités. Il se rattache a l’idée 
simple d’indiquer les multiplications répétées d’une quantité par elle- 
méme ou ses puissances entieres et positives, en écrivant vers le haut 
de la lettre qui l’exprime les nombres qui marquent les degrés de ces 
puissances. Cette notation, employée par Descartes dans sa Géométrie 
et généralement adoptée depuis la publication de cet important Ouvrage, 
est peu de chose, surtout quand on la compare a la théorie des courbes 
et des fonctions variables, par laquelle ce grand géometre a posé les 
fondements des calculs modernes. Mais la langue de |’Analyse, la plus 
parfaite de toutes, étant par elle-méme un puissant instrument de dé- 
couvertes, ses notations, lorsqu’elles sont nécessaires et heureusement 
imaginées, sont autant de germes de nouveaux calculs. C’est ce que cet 
exemple rend sensible. 

Wallis, qui, dans son Ouvrage intitulé : Arithmetica infinitorum, Yun 
de ceux qui ont le plus contribué aux progres de |’Analyse, s'est atta- 
ché spécialement a suivre le fil de l’induction et de l’analogie, considéra 
que, si l’on divise l’exposant d’une lettre par deux, par trois, etc., le 
quotient sera, suivant la notation cartésienne et lorsque la division est 
possible, l’exposant de la racine carrée, cubique, ete., de la quantité 
que représente la lettre élevée a l’exposant dividende. En étendant, 
par analogie, ce résultat au cas ot la division n’est pas possible, il 
considéra une quantité élevée & un exposant fractionnaire comme la 
racine du degré indiqué par le dénominateur de cette fraction de la 
quantité élevée a la puissance indiquée par le numérateur. Il observa 
ensuite que, suivant la notation cartésienne, la multiplication de deux 


puissances d’une méme lettre revient & ajouter leurs exposants, et que 
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leur division revient & soustraire l’exposant de la puissance diviseur de 
celui de la puissance dividende, lorsque le second de ces exposants 
surpasse le premier. Wallis étendit ce résultat au cas ou le premier 
exposant égale ou surpasse le second, ce qui rend la différence nulle 
ou négative. Il supposa done qu’un exposant négatif indique l’unité 
divisée par la quantité élevée au méme exposant pris positivement. 
Ces remarques le conduisirent & intégrer généralement les différen- 
tielles monémes, d’oti il conclut les intégrales définies d’un genre par- 
ticulier de différentielles bindmes dont l’exposant est un nombre entier 
positif. En observant ensuite la loi des nombres qui expriment ces in- 
tégrales, une série d’interpolations et d’inductions heureuses, ow I’on 
apercoit le germe du calcul des intégrales définies, qui a tant exercé 
les géometres, et l’une des bases de ma nouvelle Théorie des Probabi- 
lités, lui donna le rapport de la surface du cercle au carré de son dia- 
metre, exprimé par un produit infini qui, lorsqu’on Varréte, resserre 
ce rapport dans des limites de plus en plus rapprochées, résultat l’un 
des plus singuliers de |’Analyse. Mais il est remarquable que Wallis, 
qui avait si bien considéré les exposants fractionnaires des puissances 
radicales, ait continué de noter ces puissances comme on l’avait fait 
avant lui. Newton, si je ne me trompe, employa, le premier, dans ses 
Lettres a Oldenburg, la notation de ces puissances par des exposants 
fractionnaires. En comparant par la voie de l’induction, dont Wallis 
avait fait un si bel usage, les exposants des puissances du bindme avec 
les coefficients des termes de son développement dans le cas oti cet 
exposant est entier et positif, il détermina la loi de ces coefficients, et 
il Pétendit, par analogie, aux puissances fractionnaires et négatives. 
Ces divers résultats, fondés sur la notation de Descartes, montrent son 
influence sur les progres de l’Analyse. Elle a encore l’avantage de 
donner l’idée la plus simple et la plus juste des logarithmes, qui ne 
sont, en effet, que les exposants d’une grandeur dont les puissances 
successives, en croissant par degrés infiniment petits, peuvent repré- 
senter tous les nombres. 

Mais l’extension la plus importante que cette notation ait recue est 
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celle des exposants variables, ce qui constitue le calcul exponentiel, 
l’une des branches les plus fécondes de l’Analyse moderne. Leibnitz a 
indiqué, le premier, les transcendantes 4 exposants variables, et par 
la ila complété le systeme des éléments dont une fonction finie peut 
étre composée; car toute fonction finie explicite d’une variable se ré- 
duit, en derniere analyse, a des grandeurs simples, combinées par vole 
d’addition, de soustraction, de multiplication et de division, et élevées 
a des puissances constantes ou variables. Les racines des équations 
formées de ces éléments sont des fonctions implicites de la variable. 
C’est ainsi qu’une variable ayant pour logarithme l’exposant de la puis- 
sance qui lui est égale dans la série des puissances du nombre dont le 
logarithme hyperbolique est lunité, le logarithme d’une variable en 
est une fonction implicite. 

Leibnitz imagina de donner & sa caractéristique différentielle les 
inémes exposants qu’aux grandeurs; mais alors ces exposants, au lieu 
Windiquer les multiplications répétées d’une méme grandeur, indiquent 
Jes différentiations répétées d’une méme fonction. Cette extension nou- 
velle de la notation cartésienne conduisit Leibnitz & Vanalogie des 
puissances positives avec les différentielles et des puissances négatives 
avec les intégrales. Lagrange a suivi cette analogie singuliere dans 
tous ses développements, et par une suite d’inductions, qui peut étre 
regardée comme l’une des plus belles applications que l’on ait faites 
de cette méthode, il est parvenu a des formules générales, aussi cu- 
rieuses qu’utiles, sur les transformations des differences et des intégrales 
les unes dans les autres, lorsque les variables ont des accroissements 
finis divers et lorsque ces accroissements sont infiniment petits. Mais 
il n’en a point donné les démonstrations qu’il jugeait difficiles. La 
théorie des fonctions génératrices étend & des caractéristiques quel- 
conques la notation cartésienne; elle montre avec évidence l’analogie 
des puissances et des opérations indiquées par ces caractéristiques, en 
sorte qu'elle peut encore étre envisagée comme le calcul exponentiel 
des caractéristiques. Tout ce qui concerne les séries et l’intégration 
des équations aux differences en découle avec une extréme facilité. 
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APPLICATIONS DU CALCUL DES PROBABILITES. 


Des jeux. 


Les combinaisons que les jeux présentent ont été l’objet des pre- 
mieres recherches sur les probabilités. Dans Vinfinie variété de ces 
combinaisons, plusieurs d’entre elles se prétent avec facilité au caleul ; 
d’autres exigent des calculs plus difficiles, et les difficultés croissant a 
mesure que les combinaisons deviennent plus compliquées, le désir 
de les surmonter et la curiosité ont excité les géometres a perfectionner 
de plus en plus ce genre d’analyse. On a vu précédemment que l’on 
pouvait facilement déterminer par la théorie des combinaisons les 
bénéfices d’une loterie. Mais il est plus difficile de savoir en combien 
de tirages on peut parier un contre un, par exemple, que tous les nu- 
méros seront sortis. n étant le nombre des numéros, r celui des nu- 
méros sortants & chaque tirage, et ¢ le nombre inconnu de tirages, 
expression de la probabilité de la sortie de tous les numéros dépend 
de la différence finie ni™° de Ja puissance ¢ d’un produit de r nombres 
consécutifs. Lorsque le nombre xn est considérable, la recherche de la 
valeur de z, qui rend cette probabilité égale a 5, devient impossible, a 
moins qu’on ne convertisse cette difference dans une série tres con- 
vergente. C’est ce que l’on fait heureusement par la méthode ci-dessus 
indiquée pour les approximations des fonctions de tres grands nombres. 
On trouve ainsi que, la loterie étant composée de dix mille numéros 
dont un seul sort a chaque tirage, il y a du désavantage a parier un 
contre un que tous les numéros sortiront dans 95767 tirages, et de 
l'avantage a faire le méme pari pour 95768 tirages. A la loterie de 
France, ce pari est désavantageux pour 85 tirages, et avantageux pour 
86 tirages. 

Considérons encore deux joueurs A et B jouant ensemble a crow ou 
pile, de maniere qu’a chaque coup, si croix arrive, A donne un jeton 


2B qui lui en donne un, si ple arrive: le nombre des jetons de B est 


XLIV INTRODUCTION. 


limité, celui des jetons de A est illimité, et la partie ne doit finir que 
lorsque B n’aura plus de jetons. On demande en combien de coups on 
peut parier un contre un que la partie sera terminée. L’expression 
de la probabilité que la partie sera terminée dans un nombre z de 
coups est donnée par une suite qui renferme un grand nombre de 
termes et de facteurs, si le nombre des jetons de B est considérable; la 
recherche de la valeur de l’inconnue z qui rend cette suite égale a 5 se- 
rait donc alors impossible, si l’on ne parvenait pas a réduire la suite 
dans une série tres convergente. En lui appliquant la méthode dont on 
vient de parler, on trouve une expression fort simple de l’inconnue, de 
laquelle il résulte que si, par exemple, B a cent jetons, il y a un peu 
moins d’un contre una parier que la partie sera finie en 23780 coups, et 
un peu plus d’un contre una parier qu'elle sera finie dans 23781 coups. 

Ces deux exemples, joints & ceux que nous avons déja donnés, suf- 
fisent pour faire voir comment les problemes sur les jeux ont pu con- 
tribuer a la perfection de l’Analyse. 


Des wnégalites inconnues qui peuvent exister entre les chances 


que lon suppose égales. 


Les inégalités de ce genre ont sur les résultats du Calcul des Proba- 
bilités une influence sensible, qui mérite une attention particuliere. 
Considérons le jeu de croix ou pile, et supposons qu il soit également 
facile d’amener l'une ou l’autre face de la piece. Alors la probabilité 
d’amener crovx au premier coup est 5, et celle de l’amener deux fois de 
suite est ;. Mais s’il existe dans la piece une inégalité qui fasse paraitre 
une des faces plutét que l’autre, sans que l’on connaisse quelle est la 
face favorisée par cette inégalité, la probabilité d’amener crovx au pre- 
mier coup sera toujours 5, parce que, dans l’ignorance ow l’on est de la 
face que cette inégalité favorise, autant la probabilité de l’événement 
simple est augmentée, si cette inégalité lui est favorable, autant elle 
est diminuée, si Pinégalité lui est contraire. Mais, dans cette ignorance 
méme, la probabilité d’amener croix deux fois de suite est augmentée, 
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En effet, cette probabilité est celle d’amener croix au premier coup, 
multipliée par la probabilité que, l’ayant amené au premier coup, on 
Pameénera au second; or son arrivée au premier coup est un motif de 
croire que l'inégalité de la piece le favorise; l’inégalité inconnue aug- 
mente done alors la probabilité d’amener croiv au second coup; elle 
accroit par conséquent le produit des deux probabilités. Pour soumettre 
cet objet au calcul, supposons que cette inégalité augmente d’un ving- 
tieme la probabilité de l’événement pa ere favorise. Si cet évé- 
nement est crow, sa probabilité sera + plus ;4 ou 4, et la probabilité de 
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favorisé est pile, la probabilité de crovv sera + moins ;, ou 3, et la pro- 


Vamener deux fois de suite sera le carré de +. ou Si ’événement 


babilité de l’amener deux fois de suite sera 34 Garin on n’a d’avance 


nie 
aucune raison de croire que l’inégalité favorise l'un de ces événements 
plutot que l’autre, il est clair que, pour avoir la probabilité de l’événe- 
ment composé crovx croix, il faut ajouter les deux probabilités précé- 
dentes et prendre la moitié de leur somme, ce qui donne +35 Hous cette 
probabilité, qui surpasse + de =, ou du carré de l’accroissement 55 que 
Pinégalité ajoute a la possibilité de ’événement qu'elle Gree: La 
probabilité @amener pile pile est pareillement +45; mais les aa De 
lités d’amener croix pile ou pile crowx ne sont chacune que 2%; car la 
somme de ces quatre probabilités doit égaler la certitude ou Punité. On 
trouve ainsi généralement que les causes constantes et inconnues qui 
favorisent les événements simples que l’on juge également possibles 
accroissent toujours la probabilité de la répétition d’un méme événe- 
ment simple. 

Dans un nombre pair de coups, crovx et pile doivent arriver tous 
deux, ou un nombre pair ou un nombre impair de fois. La probabilité 
de chacun de ces cas est 4 si les possibilités des deux faces sont égales; 
mais s'il existe entre elles une inégalité inconnue, cette inégalité est 
toujours favorable au premier cas. 

Deux joueurs, dont on suppose les adresses égales, jouent avec les 
conditions qu’a chaque coup celui qui perd donne un jeton a son ad- 
versaire, et que la partie dure jusqu’a ce que l'un des joueurs n’ait 
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plus de jetons. Le Calcul des Probabilités nous montre que, pour l’éga- 
lité du jeu, les mises des joueurs doivent étre en raison inverse de 
leurs jetons. Mais s’il existe entre leurs adresses une petite inégalité 
inconnue, elle fayorise celui des joueurs quia le plus petit nombre de 
jetons. Sa probabilité de gagner la partie augmente, si les Joueurs con- 
viennent de doubler, de tripler leurs jetons, et elle serait 5 ou la méme 
que la probabilité de l’autre joueur, dans le cas ot les nombres de 
leurs jetons deviendraient infinis, en conservant toujours le méme 
rapport. 

On peut corriger l’influence de ces inégalités inconnues en les sou- 
mettant elles-mémes aux chances du hasard. Ainsi au jeu de crow ou 
pile, si on a une seconde piece que l’on projette chaque fois avec la 
premiere et que l’on convienne de nommer constamment crow la 
face amenée par cette seconde piece, la probabilité d’amener crow 
deux fois de suite avec la premiere piece approchera beaucoup plus 
d’un quart que dans le cas d’une seule piece. Dans ce dernier cas, la 
différence est le carré du petit accroissement de possibilité que liné- 
galité inconnue donne a la face de la premiere piece quelle favorise ; 
dans l'autre cas, cette difference est le quadruple produit de ce carré 
par le carré correspondant relatif a la seconde piece. 

Que l’on jette dans une urne cent numéros depuis un jusqu’a cent, 
dans l’ordre de la numération, et qu’apres avoir agité l’urne pour 
méler ces numéros on en tire un, il est clair que, si le mélange a été 
bien fait, les probabilités de sortie des numéros seront les mémes. Mais 
si lon craint qu’il n’y ait entre elles de petites differences dépendantes 
de l’ordre suivant lequel les numéros ont été jetés dans l’urne, on 
diminuera considérablement ces differences en jetant dans une seconde 
urne ces numéros suivant leur ordre de sortie de la premiere urne et 
en agitant ensuite cette seconde urne pour méler ces numéros. Une 
troisieme urne, une quatrieme, etc. diminueraient de plus en plus ces 
differences, déja insensibles dans la seconde urne. 
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Des lois de la Probabilité qui réesultent de la multiplication 


indefinie des éyénements. 


Au milieu des causes variables et inconnues que nous comprenons 
sous le nom de Aasard, et qui rendent incertaine et irréguliere la 
marche des événements, on voit naitre, 2 mesure quwils se multiplient, 
une régularité frappante, qui semble tenir 4 un dessein et que I’on a 
considérée comme une preuve de la providence. Mais, en y réfléchis- 
sant, on reconnait bientot que cette régularité n’est que le développe- 
ment des possibilités respectives des événements simples, qui doivent 
se présenter plus souvent lorsqu’ils sont plus probables. Concevons, 
par exemple, une urne qui renferme des boules blanches et des boules 
noires, et supposons qu’a chaque fois que l’on en tire une boule, on 
ia remette dans ’urne pour procéder a un nouveau tirage. Le rapport 
du nombre des boules blanches extraites au nombre des boules noires 
extraites sera le plus souvent tres irrégulier dans les premiers tirages ; 
mais les causes variables de cette irrégularité produisent des effets 
alternativement favorables et contraires ala marche réguliere des évé- 
nements, et qui, se détruisant mutuellement dans ensemble d'un 
grand nombre de tirages, laissent de plus en plus apercevoir le rap- 
port des boules blanches aux boules noires contenues dans l’urne, ou 
les possibilités respectives d’en extraire une boule blanche ou une 
boule noire a chaque tirage. De la résulte le théoreme suivant : 


La probabilite que le rapport du nombre des boules blanches extraues 
au nombre total des boules sorties ne s ecarte pas au dela d'un intervalle 
donné du rapport du nombre des boules blanches au nombre total des 
boules contenues dans Curne, approche indefiniment de la certitude par la 
multiplication indéfinie des évenements, quelque petu que lon suppose cet 


intervalle. 


Ce théoreme, indiqué par le bon sens, était difficile 2 démontrer par 
’Analyse. Aussi Villustre géometre Jacques Bernoulli, qui s’en est 
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occupé le premier, attachait-il une grande importance & la démonstra- 
tion qu’il en a donnée. Le calcul des fonctions génératrices, appliqué 
ak cet objet, non seulement démontre avec facilité ce théoreme, mais, 
de plus, il donne la probabilité que le rapport des événements observés 
ne s’écarte que dans certaines limites du vrai rapport de leurs possi- 
bilités respectives. 

On peut tirer du théoreme précédent cette conséquence, qui doit 
étre regardée comme une loi générale, savoir, que les rapports des 
effets de la nature sont & fort peu pres constants, quand ces effets sont 
considérés en grand nombre. Ainsi, malgré la variété des années, la 
somme des productions, pendant un nombre d’années considérable, est 
sensiblement la méme; en sorte que l’homme, par une utile prévoyance, 
peut se mettre a l’abri de lirrégularité des saisons, en répandant éga- 
lement sur tous les temps les biens que la nature distribue d’une ma- 
niere inégale. Je n’excepte pas de la loi précédente les effets dus aux 
causes morales. Le rapport des naissances annuelles a la population et 
celui des mariages aux naissances n’éprouvent que de tres petites va- 
riations; & Paris, le nombre des naissances annuelles est a peu pres le 
méme, et j’ai oui dire qu’a la poste, dans les temps ordinaires, le 
nombre des lettres mises au rebut par les défauts des adresses change 
peu chaque année, ce quia été pareillement observé a Londres. 

I] suit encore de ce théoreme que, dans une série d’événements in- 
définiment prolongée, action des causes régulieres et constantes doit 
Vemporter a la longue sur celle des causes irrégulieres. C’est ce qui 
rend les gains des loteries aussi certains que les produits de l’Agricul- 
ture, les chances qu’elles se réservent leur assurant un bénéfice dans 
ensemble d’un grand nombre de mises. Ainsi, des chances favorables 
et nombreuses étant constamment attachées a l’observation des prin- 
cipes éternels de raison, de justice et d’humanité qui fondent et main- 
tiennent les sociétés, il y a un grand avantage a se conformer A ces 
principes et de graves inconvénients a s’en écarter. Que l’on consulte 
les histoires et sa propre expérience; on y verra tous les faits venir ) 
l'appui de ce résultat du calcul. Considérez les heureux effets des insti- 
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tutions fondées sur la raison et sur les droits naturels de ’homme, 
chez les peuples qui ont su les établir et les conserver. Considérez 
encore les avantages que la bonne foi a procurés aux gouvernements 
quien ont fait la base de leur conduite, et comme ils ont été dédom- 
magés des sacrifices qu'une scrupuleuse exactitude a tenir ses engage- 
ments leur a couté. Quel immense crédit au dedans! quelle préponde- 
rance au dehors! Voyez, au contraire, dans quel abime de malheurs 
les peuples ont été souvent précipités par l’ambition et par la perfidie 
de leurs chefs. Toutes les fois quune grande puissance, enivrée de 
amour des conquétes, aspire & la domination universelle, le sentiment 
de Vindépendance produit entre les nations menacées une coalition, 
dont elle devient presque toujours la victime. Pareillement, au milieu 
des causes variables qui étendent ou qui resserrent les divers Etats, les 
limites naturelles, en agissant comme causes constantes, doivent finir 
par prévaloir. Il importe done a la stabilité comme au bonheur des 
empires de ne pas Jes étendre au dela de ces limites dans lesquelles 
ils sont ramenés sans cesse par l’action de ces causes, ainsi que les 
eaux des mers, soulevées par de violentes tempétes, retombent dans 
leurs bassins par la pesanteur. C’est encore un résultat du Calcul des 
Probabilités, confirmé par de nombreuses et funestes expériences. 
L’histoire, traitée sous le point de vue de l’influence des causes con- 
stantes, untrait a Pintérét de la curiosité celui d’offrir aux hommes les 
plus utiles lecons. Quelquefois on attribue les effets inévitables de ces 
causes a des circonstances accidentelles qui n’ont fait que développer 
leur action. Il est, par exemple, contre la nature des choses qu’un 
peuple soit & jamais gouverné par un autre qu’une vaste mer ou une 
grande distance en sépare. On peut affirmer qu’a la longue cette cause 
constante, se joignant sans cesse aux causes variables qui agissent dans 
le méme sens et que la suite des temps développe, finira par en trouver 
d’assez fortes pour rendre au peuple soumis son indépendance natu- 
relle, ou pour le réunir 4 un état puissant qui lui soit contigu. 

Dans un grand nombre de cas, et ce sont les plus importants de 
Analyse des hasards, les possibilités des événements simples sont 
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inconnues, et nous sommes réduits 4 chercher dans les évenements 
passés des indices qui puissent nous guider dans nos conjectures sur 
les causes dont ils dépendent. En appliquant l’analyse des fonctions 
génératrices au principe, exposé ci-devant, sur la probabilité des 
causes tirée des événements observés, on est conduit au théoreme sui- 


vant : 


Lorsquun événement simple, ou composé de plusieurs evénements 
simples, tel quwune partie de jeu, a été répété un grand nombre de fois, 
les possibilites des événements simples, qui rendent ce que l’on a observe le 
plus probable, sont celles que Vobseryation indique avec le plus de vrai- 
semblance ; a mesure que I’ événement observé se répete, cette vraisemblance 
augmente, et finirait par se confondre avec la certitude, si le nombre des 


repetitions degenait infint. 


Il y a ici deux sortes d’approximations : l’une d’elles est relative aux 
limites prises de part et d’autre des possibilités qui donnent au passé 
le plus de vraisemblance ; l'autre approximation se rapporte a la pro- 
babilité que ces possibilités tombent dans ces limites. La répétition de 
Vévénement composé accroit de plus en plus cette probabilité, les li- 
mites restant les mémes; elle resserre de plus en plus l’intervalle de 
ces limites, la probabilité restant laméme; dans l’infini, cet intervalle 
devient nul, et la probabilité se change en certitude. 

Si l’on applique ce théoreme au rapport des naissances des garcons 
a celles des filles, observé dans les diverses contrées de l’Europe, on 
trouve que ce rapport, partout & peu pres égal & celui de 22 4 21, in- 
dique avec une extréme probabilité une plus grande facilité dans les 
naissances des garcons. En considérant ensuite qu’il est le méme a 
Naples et 4 Pétersbourg, on verra qu’’ cet égard Vinfluence du climat 
est insensible. On pouvait donc soupconner, contre opinion com- 
mune, que cette supériorité des naissances masculines subsiste dans 
Orient méme. J’avais en consequence invité les savants francais en- 
voyés en Egypte & s’occuper de cette question intéressante; mais la 
difficulté d@obtenir des renseignements précis sur les naissances ne 
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leur a pas permis de la résoudre. Heureusement, Humboldt n’a point 
négligé cet objet dans limmensité des choses nouvelles qu’il a obser- 
vées et recueillies en Amérique, avec tant de sagacité, de constance et 
de courage. Il a retrouvé entre les tropiques le méme rapport des nais- 
sances des garcons a celles des filles que l’on observe & Paris, ce qui 
doit faire regarder la supériorité des naissances masculines comme une 
loi générale de l’espece humaine. Les lois que suivent a cet égard les 
diverses especes d’animaux me paraissent dignes de l’attention des na- 
turalistes. 

Le rapport des naissances des garcons a celles des filles différant trés 
peu de Punité, des nombres méme assez grands de naissances obser- 
vées dans un lieu pourraient offrir a cet égard un résultat contraire & 
la loi générale, sans que l’on fat en droit d’en conclure que cette loi 
n’y existe pas. Pour tirer cette conséquence, il faut employer de tres 
grands nombres et s’assurer qu'elle est indiquée avec une grande pro- 
babilité. Buffon cite, par exemple, dans son Arithmetique politique, 
plusieurs communes de Bourgogne ot les naissances des filles ont sur- 
passé celles des garcons. Parmi ces communes, celle de Carcelle-le- 
Grignon présente sur 2009 naissances, pendant cing années, 1026 filles 
et 983 garcons. Quoique ces nombres soient considérables , cependant 
ils n’indigquent une plus grande possibilité dans les naissances des filles 
qu’avec la probabilité =, et cette probabilité, plus petite que celle de 
ne pas amener croix quatre fois de suite au jeu de croix ou pile, nest 
pas suffisante pour rechercher la cause de cette anomalie, qui, selon 
toute vraisemblance, disparaitrait si l’on suivait pendant un siecle les 
naissances dans cette commune. 

Les registres des naissances, que l’on tient avec soin pour assurer 
l’état des citoyens, peuvent servir & déterminer la population d’un 
grand empire, sans recourir au dénombrement de ses habitants, opéra- 
tion pénible et difficile & faire avec exactitude. Mais il faut pour cela 
connaitre le rapport de la population aux naissances annuelles. Le 
moyen d’y parvenir le plus précis consiste : 1° & choisir, dans l’empire, 
des départements distribués d’une maniere & peu pres égale sur toute 
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sa surface, afin de rendre le résultat général indépendant des circon- 
stances locales; 2°’ dénombrer avec soin, pour une époque donnée, 
les habitants de plusieurs communes dans chacun de ces départe- 
ments; 3° a déterminer, par le relevé des naissances durant plusieurs 
années qui précedent et suivent cette époque, le nombre moyen cor- 
respondant des naissances annuelles. Ce nombre, divisé par celui des 
habitants, donnera le rapport des naissances annuelles a la population, 
d’une maniere d’autant plus sire que le dénombrement sera plus con- 
sidérable. Le gouvernement, convaincu de l’utilité d’un semblable deé- 
nombrement, a bien voulu en ordonner l’exécution, & ma priere. Dans 
trente départements répandus également sur toute la France, on a fait 
choix des communes qui pouvaient fournir les renseignements les plus 
précis. Leurs dénombrements ont donné 2037615 individus pour la’ 
somme totale de leurs habitants au 23 septembre 1802. Le relevé des 
naissances dans ces communes, pendant les années 1800, 1801 et 1802, 


adonné: 


Naissances. Mariages. Décés. 
110312 garcons. 46037. 103659 hommes. 
105287 filles. 99443 femmes. 


Le rapport de la population aux naissances annuelles est done 
28 2223's il est plus grand qu’on ne l’avait estimé jusqu’ici. En mul- 
tipliant par ce rapport le nombre des naissances annuelles en France, 
on aura la population de ce royaume. Mais quelle est la probabilité que 
la population ainsi déterminée ne s’écartera pas de la véritable au dela 
d’une limite donnée? En résolvant ce probleme, et appliquant a sa so- 
lution les données précédentes, j’ai trouvé que le nombre des nais- 
sances annuelles en France étant supposé d’un million, ce qui porte sa 
population @ 28352845 habitants, il y a pres de trois cent mille a pa- 
rier contre un que erreur de ce résultat n’est pas d’un demi-million. 

Le rapport des naissances des garcons a celles des filles, qu’offre le 
relevé précédent, est celui de 22 & a1, et les mariages sont aux nais- 
sances comme 3 esta 14. 


A Paris, les baptémes des enfants des deux sexes s’écartent un peu 
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du rapport de 22a 21. Depuis 1745, époque a laquelle on a commencé 
a distinguer les sexes sur les registres des naissances, jusqu’a la fin de 
1784, on a baptisé dans cette capitale 393386 garcons et 377555 filles. 
Le rapport de ces deux nombres est a peu pres celui de 25 & 24; il 
parait donc qu’a Paris une cause particuliére rapproche de l’égalité les 
baptémes des deux sexes. Sil’on applique a cet objet le Calcul des Pro- 
babilités, on trouve qu'il y a deux cent trente-huit & parier contre un 
en faveur de l’existence de cette cause, ce qui suffit pour en autoriser 
la recherche. En y réfléchissant, il m’a paru que la différence observée 
tient 4 ce que les parents de la campagne et des provinces, trouvant 
quelque avantage a retenir pres d’eux les garcons, en avaient envoyé 
a Vhospice des Enfants-Trouvés de Paris, moins relativement aux filles 
que suivant le rapport des naissances des deux sexes. C’est ce que le 
relevé des registres de cet hospice m’a prouvé. Depuis le commence- 
ment de 1745 jusqu’a la fin de 1809, il y est entré 163499 garcons 
et 159405 filles. Le premier de ces nombres n’excede que d’un trente- 
huitieme le second, qu'il aurait di surpasser au moins d’un vingt-qua- 
trieme. Ce qui confirme l’existence de la cause assignée, c’est qu’en 
n’ayant point égard aux enfants trouvés, le rapport des naissances des 
garcons a celles des filles est & Paris, comme dans le reste de la France, 
celui de 22 a 21. 

La constance de la supériorité des naissances des garcons sur celles 
des filles & Paris et & Londres, depuis qu’on les observe, a paru a 
quelques savants étre une preuve de la providence, sans laquelle ils 
ont pensé que les causes irrégulieres qui troublent sans cesse la marche 
des événements auraient du plusieurs fois rendre les naissances an- 
nuelles des filles supérieures & celles des garcons. 

Mais cette preuve est un nouvel exemple de l’abus que l’on a fait si 
souvent des causes finales, qui disparaissent toujours par un examen 
approfondi des questions, lorsqu’on a les données nécessaires pour les 
résoudre. La constance dont il s’agit est un résultat des causes régu- 
lieres qui donnent la supériorité aux naissances des garcons, et qui 
l’emportent sur les anomalies dues au hasard, lorsque le nombre des 
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naissances annuelles est considérable. La recherche de la probabilité 
que cette constance se maintiendra pendant un long espace de temps 
appartient & cette branche de |’Analyse des hasards qui remonte des 
événements passés & la probabilité des événements futurs, et il en ré- 
sulte que, en partant des naissances observées depuis 1745 jusqu’en 
1784, il y a pres de quatre a parier contre un qu’a Paris les naissances 
annuelles des garcons surpasseront constamment pendant un siecle les 
naissances des filles; il n’y a donc aucune raison de s’étonner que cela 
ait eu lieu pendant un demi-siécle. 

Donnons encore un exemple du développement des rapports con- 
stants que les événements présentent, & mesure qu’ils se multiplient. 
Concevons une série d’urnes disposées circulairement, et renfermant 
chacune un tres grand nombre de boules blanches et noires, les rap- 
ports des boules blanches aux noires, dans ces urnes, pouvant étre tres 
différents a Vorigine, et tels, par exemple, que l’une de ces urnes ne 
renferme que des boules blanches, tandis qu’une autre ne contient que 
des boules noires. Si l’on tire une boule de la premiere urne pour la 
mettre dans la seconde; que, apres avoir agité cette seconde urne, afin 
de bien méler la boule ajoutée avec les autres, on en tire une boule 
pour la mettre dans la troisieme urne, et ainsi de suite jusqu’a la der- 
mere urne dont on extrait une boule pour la mettre dans la premiere, 
et que l’on recommence indéfiniment cette série de tirages; |’Analyse 
des Probabilités nous montre que les rapports des boules blanches aux 
noires, dans ces urnes, finiront par étre les mémes et égaux au rapport 
de la somme de toutes les boules blanches 4 la somme de toutes les 
boules noires contenues dans les urnes. Ainsi, par ce mode régulier de 
changement, Virrégularité primitive de ces rapports disparait a la 
longue pour faire place & l’ordre le plus simple. Maintenant si, entre 
ces urnes, on en intercale de nouvelles dans lesquelles le rapport de la 
somme des boules blanches & la somme des boules noires qu’elles con- 
tiennent differe du précédent, en continuant indéfiniment sur l’en- 
semble de ces urnes les extractions que nous venons d’indiquer, 
ordre simple établi dans les anciennes urnes sera d’abord troublé, et 


INTRODUCTION. LY 


les rapports des boules blanches aux boules noires deviendront irré- 
guliers; mais peu a peu cette irrégularité disparaitra pour faire place a 
un nouvel ordre, qui sera enfin celui de l’égalité des rapports des boules 
blanches aux boules noires contenues dans les urnes. On peut étendre 
ces résultats 4 toutes les combinaisons de la nature, dans lesquelles les 
forces constantes dont leurs éléments sont animés établissent des 
modes réguliers d’action, propres a faire éclore du sein méme du chaos 
des systemes régis par des lois admirables. 

Les phénomenes qui semblent le plus dépendre du hasard présen- 
tent donc, en se multipliant, une tendance & se rapprocher sans cesse 
de rapports fixes, de maniere que, si l’on concoit de part et d’autre de 
chacun de ces rapports un intervalle aussi petit que l’on voudra, la pro- 
babilité que le résultat moyen des observations tombe dans cet inter- 
valle finira par ne différer de la certitude que d’une quantité au-des- 
sous de toute grandeur assignable. On peut ainsi, par le Calcul des 
Probabilités, appliqué & un grand nombre d’observations, reconnaitre 
existence de ces rapports. Mais, avant que d’en rechercher les causes, 
il est nécessaire, pour ne point s’égarer dans de vaines spéculations, de 
s’assurer qu ils sont indiqués avec une probabilité qui ne permet point 
de les regarder comme des anomalies dues au hasard. La théorie des 
fonctions génératrices donne une expression tres simple de cette pro- 
babilité, que l’on obtient en intégrant le produit de la différentielle de 
la quantité dont le résultat, déduit d’un grand nombre d’observations, 
s’écarte de la vérité, par une constante moindre que l’unité, dépen- 
dante de la nature du probleme et élevée & une puissance dont l’expo- 
sant est le rapport du carré de cet écart au nombre des observations. 
L’intégrale prise entre des limites données et divisée par la méme in- 
tégrale étendue a l’infini positif et négatif exprimera la probabilité que 
l’écart de la vérité est compris entre ces limites. Telle est la loi géné- 
rale de la probabilité des résultats indiqués par un grand nombre d’ob- 


servations. 
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Application du Calcul des Probabilites a la Philosophie naturelle. 


Les phénomenes de la nature sont le plus souvent enveloppés de tant 
de circonstances étrangeres, un si grand nombre de causes perturba- 
trices y mélent leur influence qu’il est tres difficile de lesreconnaitre. On 
ne peut y parvenir qu’en multipliant les observations ou les expé- 
riences, afin que, les effets étrangers venant & se détruire réciproque- 
ment, les résultats moyens mettent en évidence ces phénomenes et 
leurs éléments divers. Plus les observations sont nombreuses et moins 
elles s’écartent entre elles, plus leurs résultats approchent de la vérité. 
On remplit cette derniére condition par le choix des méthodes d’ob- 
servation, par la précision des instruments et par le soin que l’on met 
2 bien observer; ensuite on détermine par la théorie des probabilités 
les résultats moyens les plus avantageux ou ceux qui donnent le moins 
de prise & lerreur. Mais cela ne suffit pas : il est, de plus, nécessaire 
(@apprécier la probabilité que les erreurs de ces résultats sont com- 
prises dans des limites données; sans cela, on n’a qu’une connais- 
sance imparfaite du degré d’exactitude obtenu. Des formules propres & 
ces objets sont done un vrai perfectionnement de la méthode des 
sciences, et qu’il est bien important d’ajouter & cette méthode. L’ana- 
lyse qu’elles exigent est la plus délicate et la plus difficile de la théorie 
des probabilités; c’est un des principaux objets de louvrage que j’at 
publé sur cette théorie, et dans lequel je suis parvenu 4 des formules 
de ce genre, qui ont l’avantage remarquable d’étre indépendantes de 
la loi de probabilité des erreurs, et de ne renfermer que des quantités 
données par les observations mémes et par leurs expressions. 

Chaque observation a pour expression analytique une fonction des 
éléments que l’on veut déterminer, et si ces éléments sont & peu pres 
connus, cette fonction devient une fonction linéaire de leurs correc- 
tions. En l’égalant a observation méme, on forme ce que l’on nomme 
équation de condition. Si l'on a un grand nombre d’équations sembla- 
bles, on les combine de maniere } obtenir autant d’équations finales 
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quil y ad’éléments, dont on détermine ensuite les corrections, en ré- 
solyant ces équations. Mais quelle est la maniére la plus avantageuse 
de combiner les équations de condition pour obtenir les équations 
finales? Quelle est la loi de probabilité des erreurs dont les éléments 
que l’on en tire sont encore susceptibles? C’est ce que la Théorie des 
Probabilités fait connaitre. La formation d’une équation finale au 
moyen des équations de condition revient & multiplier chacune de 
celles-ci par un facteur indéterminé et & réunir ces produits : il faut 
done choisir le systeme de facteurs qui donne la plus petite erreur i 
craindre. Or il est visible que, si l’on multiplie les erreurs possibles 
Wun élément par leurs probabilités respectives, le systeme le plus 
avantageux sera celui dans lequel la somme de ces produits, tous pris 
positivement, est un minimum; car une erreur positive ou négative 
doit étre considérée comme une perte. En formant donc cette somme 
de produits, la condition du minimum déterminera le systeme de fac- 
teurs qu il convient d’adopter, ou le systeme le plus avantageux. On 
trouve ainsi que ce systeme est celui des coefficients des éléments dans 
chaque équation de condition, en sorte que l’on forme une premiere 
équation finale en multipliant respectivement chaque équation de con- 
dition par son coefficient du premier élément et en réunissant toutes 
ces équations ainsi multipliées. On forme une seconde équation finale, 
en employant de méme les coefficients du second élément, et ainsi de 
suite. De cette maniere, les éléments et les lois des phénomenes, ren- 
fermés dans le recueil d’un grand nombre d’observations, se dévelep- 
pent avec le plus d’évidence. 

La probabilité des erreurs que chaque élément laisse encore i 
craindre est proportionnelle au nombre dont le logarithme hyperbo- 
lique est l’unité, élevé & une puissance égale au carré de l’erreur, pris 
en moins, et multiplié par un coefficient constant qui peut étre consi- 
déré comme le module de la probabilité des erreurs, parce gue, |’er- 
reur restant la méme, sa probabilité décroit avec rapidité quand il 
augmente, en sorte que |’élément obtenu peése, si je puis ainsi dire, 
vers la vérité d’autant plus que ce module est plus grand. Je nom- 
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merai, par cette raison, ce module pocds de |’élément ou du résultat. Ce 
poids est le plus grand possible dans le systeme de facteurs le plus 
avantageux; c’est ce qui donne a ce systeme la supériorité sur les 
autres. Par une analogie remarquable de ce poids avec ceux des corps 
comparés a Jeur centre commun de gravité, il arrive que, si un méme 
élément est donné par divers systemes, composés chacun d’un grand 
nombre d’observations, le résultat moyen le plus avantageux de leur 
ensemble est la somme des produits de chaque résultat partiel par son 
poids, cette somme étant divisée par celle de tous les poids. De plus, 
le poids total du résultat des divers systemes est la somme de leurs 
poids partiels, en sorte que la probabilité des erreurs du résultat 
moyen de leur ensemble est proportionnelle au nombre qui a l’unité 
pour logarithme hyperbolique, élevé 4 une puissance égale au carré de 
erreur pris en moins et multiplié par la somme de tous les poids. 
Chaque poids dépend, a la verité, de la loi de probabilité des erreurs 
de chaque systeme, et presque toujours cette loi est inconnue; mais je 
suis heureusement parvenu a éliminer le facteur qui la renferme, au 
moyen de la somme des carrés des écarts des observations du systeme, 
de leur résultat moyen. II serait donc a désirer, pour compléter nos 
connaissances sur les résultats obtenus par l'ensemble d’un grand 
nombre d’observations, qu’on écrivit & coté de chaque résultat le poids 
qui lui correspond; !’Analyse fournit pour cet objet des méthodes géné- 
ales et simples. Quand on a ainsi cbtenu l’exponentielle qui repreé- 
sente la loi de probabilité des erreurs, on aura la probabilité que I’er- 
reur du résultat est comprise dans des limites données, en prenant dans 
ces limites l’intégrale du produit de cette exponentielle par la diffe- 
rentielle de l’erreur, et en la multipliant par la racine carrée du poids 
du resultat, divisé par la circonférence dont le diamétre est l’unité. De 
la il suit que, pour une méme probabilité, les erreurs des résultats 
sont réciproques aux racines carrées de leurs poids, ce qui peut servir 
‘a comparer leurs précisions respectives. 

Pour appliquer cette méthode avec succes, il faut varier les circon- 
stances des observations ou des expériences, de maniere A éviter les 
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causes constantes d’erreur. Il faut que les observations soient nom- 
breuses, et qu’elles le soient d’autant plus qu’il y a plus d’éléments a 
déterminer; car le poids du résultat moyen croit comme le nombre des 
observations, divisé par le nombre des éléments. II est encore néces- 
saire que les éléments suivent dans ces observations une marche diffé- 
rente; car, si la marche de deux éléments était rigoureusement la 
méme, ce qui rendrait leurs coefficients proportionnels dans les équa- 
tions de condition, ces éléments ne formeraient qu’une seule inconnue, 
et il serait impossible de les distinguer par ces observations. Enfin il 
faut que les observations soient précises : cette condition, la premiere 
de toutes, augmente beaucoup le poids du résultat, dontl’expression a 
pour diviseur la somme des carrés des écarts des observations de ce 
résultat. Avec ces précautions, on pourra faire usage de la méthode 
précédente et mesurer le degré de confiance que méritent les résultats 
déduits d’un grand nombre d’observations. 

La regle que nous venous de donner pour conclure des équations 
de condition les équations finales revient & rendre un minimum la 
somme des carrés des erreurs des observations; car chaque équation de 
condition deyient rigoureuse, en y substituant l’observation plus son 
erreur; et, si l’on en tire l’expression de cette erreur, il est facile de 
voir que la condition du minimum de la somme des carrés de ces ex- 
pressions donne la regle dont il s’agit. Cette regle est d’autant plus 
précise que les observations sont plus nombreuses; mais, dans le cas 
méme ou leur nombre est petit, il parait naturel d’employer la méme 
regle, qui, dans tous les cas, offre un moyen simple d’obtenir sans 
tatonnements les corrections que l’on cherche a déterminer. Elle peut 
servir encore 4 comparer la précision de diverses Tables astronomiques 
d’un mémeastre. Ces Tables peuvent toujours étre supposées réduites 
a la méme forme, et alors elles ne different que par les époques, les 
moyens mouvements et les coefficients des arguments; car, si l’une 
d’elles contient un argument qui ne se trouve point dans les autres, il 
est clair que cela revient a supposer nul, dans celles-ci, le coefficient 
de cet argument. Si maintenant on rectifiait ces Tables par la totalité 
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des bonnes observations, elles satisferaient 4 la condition que la somme 
des carrés des erreurs soit un minimum; les Tables qui, comparées a 
un nombre considérable d’observations, approchent le plus de cette 
condition méritent donc la préférence. 

C’est principalement dans |’Astronomie que la méthode exposée ci- 
dessus peut étre employée avec avantage. Les Tables astronomiques 
doivent l’exactitude vraiment étonnante qu’elles ont atteinte a la pré- 
cision des observations et des théories et a l’usage des équations de con- 
dition, qui font concourir un grand nombre d’excellentes observations 
i la correction dun méme élément. Mais il restait 4 déterminer la pro- 
babilité des erreurs que cette correction laisse encore a craindre : c’est 
ce que la méthode que je viens d’exposer fait connaitre. Pour en donner 
quelques applications intéressantes, j’ai profité de immense travail 
que Bouvard vient de terminer sur les mouvements de Jupiter et de Sa- 
turne, dont ila construit des Tables tres précises. Il a discuté avec le 
plus grand soin les oppositions et les quadratures de ces deux pla- 
netes, observées par Bradley et par les astronomes qui l’ont suivi, 
jusqu’a ces dernieres années; il en a conclu les corrections des élé- 
ments de leur mouvement et leurs masses comparées a celle du Soleil, 
prise pour unité. Ses calculs lui donnent la masse de Saturne égale a 
la 3512° partie de celle du Soleil. En leur appliquant mes formules de 
probabilité, je trouve quil y a onze mille 4 parier contre un que l’er- 
reur de ce résultat n’est pas un centieme de sa valeur, ou, ce qui re- 
vient a tres peu pres au méme, qu’apres un siecle de nouvelles obser- 
vations ajoutées aux précédentes et discutées de la méme maniere, le 
nouveau résultat ne différera pas d’un centieme de celui de Bouvard. 
Ce savant astronome trouve encore la masse de Jupiter égale a la 
1071° partie du Soleil, et ma méthode de probabilité donne un million 
2 parler contre un que ce résultat n’est pas d’un centieme en erreur. 

Cette méthode peut étre encore appliquée avec succes aux opérations 
séodésiques. On détermine la longueur d’un grand arc a la surface de 
la Terre par une chaine de triangles qui s’appuient sur une base me- 
surée avec exactitude. Mais quelque précision que l’on apporte dans la 
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mesure des angles, les erreurs inévitables peuvent, en s’accumulant, 
ecarter sensiblement de la vérité la valeur de l’arc que l’on a conclu 
d’un grand nombre de triangles. On ne connait done qu’imparfaitement 
cette valeur, si l’on ne peut pas assigner la probabilité que son erreur 
est comprise dans des limites données. L’erreur d’un résultat géodé- 
sique est une fonction des erreurs des angles de chaque triangle. J'ai 
donné, dans l’Ouvrage cité, des formules générales pour avoir la proba- 
bilité des valeurs d’une ou de plusieurs fonctions linéaires d’un grand 
nombre d’erreurs partielles dont on connait la loi de probabilité; on 
peut donc, au moyen de ces formules, déterminer la probabilité que 
erreur d’un résultat géodésique est contenue dans des limites assi- 
gnées, quelle que soit la loi de probabilité des erreurs partielles. [1 est 
d’autant plus nécessaire de se rendre indépendant de cette loi que les 
lois les plus simples sont toujours infiniment peu probables, vu le 
nombre infini de celles qui peuvent exister dans la nature. Mais la loi 
inconnue des erreurs partielles introduit dans les formules une inde- 
terminée, qui ne permettrait point de les réduire en nombres, si l’on 
ne parvenait pas 4 l’éliminer. On a vu que, dans les questions astrono- 
miques, ou chaque observation fournit une équation de condition pour 
avoir les éléments, on élimine cette indéterminée au moyen de la 
somme des carrés des restes, lorsqu’on a substitué dans chaque équa- 
tion les valeurs les plus probables des éléments. Les questions géodé- 
sigues n’offrant point de semblables équations, il faut chercher un 
autre moyen d’élimination. La quantité dont la somme des angles de 
chaque triangle observé surpasse deux angles droits plus l’exces spheé- 
rique fournit ce moyen. Ainsi l’on remplace par la somme des carrés 
de ces quantités la somme des carrés des restes des équations de con- 
dition, et l’on peut assigner en nombres la probabilité que lerreur du 
résultat final d’une suite d’opérations géodésiques n’excede pas une 
quantité donnée. Mais quelle est la mamiére la plus avantageuse de rée- 
partir entre les trois angles de chaque triangle la somme observée de 
leurs erreurs? L’Analyse des Probabilités fait voir que chaque angle 
doit étre diminué du tiers de cette somme, pour que le poids d’un reé- 
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sultat géodésique soit le plus grand qu’il est possible, ce qui rend une 
méme erreur moins probable. Il y a done beaucoup d’avantage a obser- 
ver les trois angles de chaque triangle et a les corriger comme on vient 
de le dire. Le simple bon sens fait pressentir cet avantage; mais le 
Calcul des Probabilités peut seul l’apprécier et faire voir que, par cette 
correction, il devient le plus grand qu’il est possible. 

Pour s’assurer de l’exactitude de la valeur d’un grand are qui s’appule 
sur une base mesurée A l’une de ses extrémités, on mesure une se- 
conde base vers l’autre extrémite, et l’on conclut de l'une de ces bases 
la longueur de l’autre. Si cette longueur s’écarte tres peu de l’observa- 
tion, il y a tout lieu de croire que la chaine des triangles qui unit ces 
bases est exacte 4 fort peu pres, ainsi que la valeur du grand are qui en 
résulte. On corrige ensuite cette valeur, en modifiant les angles des 
triangles de manieére que les bases calculées s’accordent avec les bases 
mesurées. Mais cela peut se faire d’une infinité de manieres, parmi les- 
quelles on doit préférer celle dont le résultat géodésique a le plus 
grand poids, puisque la méme erreur devient moins probable. L’Ana- 
lyse des Probabilités donne des formules pour avoir directement la cor- 
rection la plus avantageuse qui résulte des mesures de plusieurs bases 
et les lois de probabilité que fait naitre la multiplicité des bases, lois 
qui deviennent plus rapidement décroissantes par cette multiplicité. 

Généralement, les erreurs des résultats déduits d’un grand nombre 
observations sont des fonctions linéaires des erreurs partielles de 
chaque observation. Les coefficients de ces fonctions dépendent de la 
nature du probleme et du procédé suivi pour obtenir les résultats. Le 
procédé le plus avantageux est évidemment celui dans lequel une 
méme erreur dans les résultats est moins probable que suivant tout 
autre procédé. L’application du Calcul des Probabilités a la Philosophie 
naturelle consiste donc a déterminer analytiquement la probabilité des 
valeurs de ces fonctions, et a choisir leurs coefficients indéterminés de 
manitre que la loi de cette probabilité soit le plus rapidement décrois- 
sante. Hn éliminant ensuite des formules, par les données de la ques- 
tion, le facteur qu’introduit la loi, presque toujours inconnue, de la 
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probabilité des erreurs partielles, on pourra évaluer numériquement la 
probabilité que les erreurs des résultats n’excedent pas une quantité 
donnée. On aura ainsi tout ce que l’on peut désirer touchant les résul- 
tats déduits d’un grand nombre d’observations. 

On peut encore obtenir des résultats fort approchés par d’autres con- 
sidérations. Supposons, par exemple, que !’on ait mille et une observa- 
tions d’une méme grandeur. La moyenne arithmétique de toutes ces 
observations est le résultat donné par la méthode la plus avantageuse. 
Mais on pourrait choisir le résultat d’apres la condition que la somme 
de ses écarts de chaque valeur partielle, pris tous positivement, soit 
un minimum. Il parait, en effet, naturel de regarder comme tres ap- 
proché le résultat qui satisfait & cette condition. Il est facile de voir 
que, si l’on dispose les valeurs données par les observations suivant 
ordre de grandeur, la valeur qui occupera le milieu remplira la con- 
dition précédente, et le calcul fait voir que, dans le cas d’un nombre 
infini d’observations, elle coinciderait avec la vérité. Mais le résultat 
donne par la méthode la plus avantageuse est encore préférable. 

La considération des probabilités peut servir a démeéler les petites 
inégalités des mouvements célestes, enveloppées dans les erreurs des 
observations, et 2 remonter a la cause des anomalies observées dans 
ces mouvements. Ce fut en comparant entre elles toutes ses observa- 
tions que Tycho Brahe reconnut la nécessité d’appliquer a la Lune une 
équation du temps différente de celle que l’on appliquait au Soleil! et 
aux planeétes. Ce fut pareillement l’ensemble d’un grand nombre d’ob- 
servations qui fit connaitre 2 Mayer que le coefficient de l’inégalité de 
la précession doit étre un peu diminué pour la Lune, Mais, comme cette 
diminution, quoique confirmée et méme augmentée par Mason, ne pa- 
raissait pas résulter de la gravitation universelle, la plupart des 
astronomes la négligerent dans leurs calculs. Ayant soumis au Calcul 
des Probabilités un nombre considérable d’observations lunaires, choi- 
sies dans cette vue, et que Bouvard voulut bien discuter a ma priere, 
elle me parut indiquée avec une probabilité si forte que je crus devow 
en rechercher la cause. Je vis bientdt qu’elle ne pouvait étre que l’ellip- 
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ticité du sphéroide terrestre, négligée jusqu’alors dans la théorie du 
mouvement lunaire, comme ne devant y produire que des termes in- 
sensibles. J’en conclus que ces termes deviennent sensibles par les 
intégrations successives des équations différentielles. Je déterminat 
done ces termes par une analyse particuliere, et je découvris d’abord 
Vinégalité du mouvement Junaire en latitude, qui est proportionnelle 
au sinus de la longitude de la Lune et qu’aucun astronome n’ayait en- 
core soupconnée. Je reconnus ensuite, au moyen de cette inégalité, 
qu'il en existe une autre dans le mouvement lunaire en longitude, qui 
produit la diminution observée par Mayer dans l’équation de la préces- 
sion, applicable a la Lune. La quantité de cette diminution et le coef- 
ficient de linégalité précédente en latitude sont tres propres a fixer 
l’aplatissement de la Terre. Ayant fait part de mes recherches a Burg, 
qui s’occupait alors a perfectionner les Tables de la Lune par la com- 
paraison de toutes les bonnes observations, je le priai de déterminer 
avec un soin particulier ces deux quantités. Par un accord tres remar- 
quable, les valeurs qu’il a trouvées donnent 4 la Terre le méme apla- 
tissement, +5, aplatissement qui differe peu du milieu conclu des me- 
sures des degrés du méridien et du pendule, mais qui, vu l’influence 
des erreurs des observations et des causes perturbatrices sur ces me- 
sures, me parait plus exactement déterminé par ces inégalités lunaires. 
Ce fut encore par la considération des probabilités que je reconnus 
la cause de l’équation séculaire de la Lune. Les observations modernes 
de cet astre, comparées aux anciennes éclipses, avaient indiqué aux 
astronomes une accélération dans le mouvement lunaire; mais les géo- 
metres, et particulierement Lagrange, ayant inutilement cherché, dans 
les perturbations que ce mouvement éprouve, les termes dont cette 
accélération dépend, ils la rejeterent. Un examen attentif des observa- 
tions anciennes et modernes et des éclipses intermédiaires observées 
par les Arabes me fit voir qu’elle était indiquée avec une grande pro- 
babilité. Je repris alors sous ce point de vue la théorie lunaire, et je 
reconnus que |’équation séculaire de la Lune est due & l’action du So- 
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de Vorbe terrestre; ce qui me fit découvrir les équations séculaires des 
mouvements des nceuds et du périgée de l’orbite lunaire, équations qui 
n’avaient pas méme été soupconnées par les astronomes. L’accord tres 
remarquable de cette théorie avec toutes les observations anciennes et 
modernes !’a portée au plus haut degré d’évidence. 

Le Calcul des Probabilités m’a conduit pareillement 4 la cause des 
grandes irrégularités de Jupiter et de Saturne. En comparant les obser- 
vations modernes aux anciennes, Halley trouva une accélération dans 
le mouvement de Jupiter et un ralentissement dans celui de Saturne. 
Pour concilier les observations, il assujettit ces mouvements a deux 
équations séculaires de signes contraires, et croissantes comme les 
carrés des temps écoulés depuis 1700. Euler et Lagrange soumirent a 
Analyse les altérations que devait produire dans ces mouvements 
attraction mutuelle des deux planetes. Ils y trouverent des équations 
séculaires; mais leurs résultats étaient si différents que lun deux au 
moins devait étre erroné. Je me déterminai donc a reprendre ce pro- 
bleme important de la Mécanique céleste, et je reconnus l’invariabilité 
des moyens mouvements planétaires, ce qui fit disparaitre les équations 
séculaires introduites par Halley dans les Tables de Jupiter et de Sa- 
turne. Il ne restait ainsi, pour expliquer les grandes irrégularités de 
ces planetes, que les attractions des cometes, auxquelles plusieurs 
astronomes eurent effectivement recours, ou l’existence d’une inégalité 
a longue période, produite dans les mouvements des deux planétes par 
leur action réciproque et affectée de signes contraires pour chacune 
delles. Un théoreme que je trouvai sur les inégalités de ce genre me 
rendit cette inégalité tres vraisemblable. Suivant ce théoreme, si le 
mouvement de Jupiter s’accélere, celui de Saturne se ralentit, ce qui 
est déja conforme a ce que Halley avait remarqué; de plus l’accéléra- 
tion de Jupiter, résultant du méme théoreme, est au ralentissement de 
Saturne’ tres peu pres dans le rapport des équations séculaires pro- 
posées par Halley. En considérant les moyens mouvements de Jupiter 
et de Saturne, il me fut aisé de reconnaitre que deux fois celui de Ju- 
piter ne surpasse que d’une tres petite quantité, cing fois celui de 
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Saturne. La période d’une inégalité qui aurait cet argument serait 
d’environ neuf siecles. A la vérité, son coefficient serait de l’ordre des 
cubes des excentricités des orbites; mais je sayais qu’en vertu des in- 
tégrations successives, il acquiert pour diviseur le carré du tres petit 
multiplicateur du temps dans l’argument de cette inégalité, ce qui 
peut lui donner une grande valeur; l’existence de cette inégalité me 
parut donc tres probable. La remarque suivante accrut encore sa pro- 
babilité. En supposant son argument nul vers l’époque des observations 
de Tycho Brahe, je vis que Halley avait di trouver, par la comparaison 
des observations modernes aux anciennes, les altérations qu'il avait 
indiquées, tandis que la comparaison des observations modernes entre 
elles devait offrir des altérations contraires et pareilles a celles que 
Lambert avait conclues de cette comparaison. Je n’hésitai done point a 
entreprendre le calcul long et pénible, nécessaire pour m’assurer de 
existence de cetle inégalité. Elle fut entierement confirmée par le 
résultat de ce calcul, qui, de plus, me fit connaitre un grand nombre 
d’autres inégalités dont l'ensemble a porté les Tables de Jupiter et de 
Saturne a la précision des observations mémes. 

Ce fut encore au moyen du Calcul des Probabilités que je reconnus 
la loi remarquable des mouvements moyens des trois premiers satel- 
lites de Jupiter, suivant laquelle la longitude moyenne du premier, 
moins trois fois celle du second, plus deux fois celle du troisieme, est 
rigoureusement égale a la demi-circonférence. L’approximation avec 
laquelle les moyens mouvements de ces astres satisfont a cette loi 
depuis leur découverte indiquait son existence avec une yraisemblance 
extréme; j’en cherchai donc la cause dans leur action mutuelle. L’exa- 
men approfondi de cette action me fit voir qu’il a suffi qu’a l’origine les 
rapports de leurs moyens mouvements aient approché de cette loi, dans 
certaines limites, pour que leur action mutuelle l’ait établie et la main- 
tienne en rigueur. Ainsi ces trois corps se balanceront éternellement 
dans espace suivant la loi précédente, & moins que des causes étran- 
geres, telles que les cometes, ne viennent changer brusquement leurs 
mouvements autour de Jupiter. 
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On voit par la combien il faut étre attentif aux indications de la 
nature, lorsqu’elles sont le résultat d’un grand nombre d’observations, 
quoique d’ailleurs elles soient inexplicables par les moyens connus. 
L’extréme difficulté des problemes relatifs au Systeme du monde a forcé 
les géometres de recourir 4 des approximations qui laissent toujours a 
craindre que les quantités négligées n’aient une influence sensible. 
Lorsqu’ils ont été avertis de cette influence par les observations, ils 
sont revenus sur leur analyse; en la rectifiant, ils ont toujours retrouvé 
la cause des anomalies observées; ils en ont déterminé les lois, et 
souvent ils ont devancé l’observation, en découvrant des inégalités 
qu'elle n’avait pas encore indiquées. Ainsi l’on peut dire que la nature 
elle-méme a concouru a la perfection analytique des théories fondées 
sur le principe de la pesanteur universelle, et c’est, & mon sens, une 
des plus fortes preuves de la vérité de ce principe admirable. 

L’un des phénomenes les plus remarquables du Systeme du monde 
est celui de tous les mouvements de rotation et de révolution des pla- 
netes et des satellites dans le sens de la rotation du Soleil et a peu pres 
dans le plan de son équateur. Un phénomene aussi remarquable n’est 
point l’effet du hasard; il indique une cause générale qui a déterminé 
tous ces mouvements. Pour avoir la probabilité avec laquelle cette 
cause est indiquée, nous observerons que le systeme planétaire, tel 
que nous le connaissons aujourd’hui, est composé de onze planétes et 
de dix-huit satellites, du moins si l’on attribue, avee Herschel, six sa- 
tellites a la planete Uranus. On a reconnu les mouvements de rotation 
du Soleil, de six planetes, de la Lune, des satellites de Jupiter, de l’an- 
neau de Saturne et d’un de ses satellites. Ces mouvements forment, 
avec ceux de révolution, un ensemble de quarante-trois mouvements 
dirigés dans le méme sens; or on trouve, par l’Analyse des Probabi- 
lités, qu’il y a plus de quatre mille milliards & parier contre un que 
cette disposition n’est pas l’effet du hasard, ce qui forme une probabi- 
lité bien supérieure a celle des événements historiques sur lesquels on 
ne se permet aucun doute. Nous devons done croire, au moins avec la 


méme confiance, qu’une cause primitive a dirigé les mouvements pla- 
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nétaires, surtout si nous considérons que l’inclinaison du plus grand 
nombre de ces mouvements a |’équateur solaire est fort petite. 

Un autre phénomene également remarquable du systeme solaire est 
le peu d’excentricité des orbes des planétes et des satellites, tandis 
que ceux des cometes sont tres allongés, les orbes de ce systeme n’of- 
frant point de nuances intermédiaires entre une grande et une petite 
excentricité. Nous sommes encore forcés de reconnaitre ici l’effet 
d’une cause réguliére; le hasard n’etit point donné une forme presque 
circulaire aux orbes de toutes les planetes et de leurs satellites; il est 
donc nécessaire que la cause qui a déterminé les mouvements de ces 
corps les ait rendus presque circulaires. Il faut encore que les grandes 
excentricités des orbes des cometes résultent de l’existence de cette 
cause, sans qu'elle ait influé sur les directions de leurs mouyements ; 
car on trouve qu il y a presque autant de cometes rétrogrades que de 
cometes directes, et que l’inclinaison moyenne de tous leurs orbes a 
l’écliptique approche tres pres d’un demi-angle droit, comme cela doit 
étre si ces corps ont été lancés au hasard. 

Quelle que soit la nature de la cause dont il s’agit, puisqu’elle a 
produit ou dirigé les mouvements des planetes, il faut qu’elle ait em- 
brassé tous ces corps, et, vu les distances qui les séparent, elle ne peut 
avoir été qu’un fluide d’une immense étendue; pour leur avoir donné, 
dans le méme sens, un mouvement presque circulaire autour du 
Soleil, il faut que ce fluide ait environné cet astre comme une atmo- 
sphere. La considération des mouvements planétaires nous conduit 
donc & penser qu’en vertu d’une chaleur excessive, l’atmosphere du 
Soleil s’est primitivement étendue au dela des orbes de toutes les pla- 
nétes, et quelle s’est resserrée successivement jusqu’a ses limites 
actuelles. 

Dans l'état primitif ou nous supposons le Soleil, il ressemblait aux 
nébuleuses que le télescope nous montre composées d’un noyau plus 
ou moins brillant, entouré d’une nébulosité qui, en se condensant a la 
surface du noyau, doit le transformer, un jour, en étoile. Si lon con- 


coit, par analogie, toutes les étoiles formées de cette maniere, on peut 
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imaginer leur état antérieur de nébulosité précédé lui-méme par d’au- 
tres états dans lesquels la mativre nébuleuse était de plus en plus dif- 
fuse, le noyau étant de moins en moins lumineux et dense. On arrive 
ainsi, en remontant aussi loin qu’il est possible, 2 une nébulosité tel- 
lement diffuse que l’on pourrait a peine en soupconner l’existence. 

Tel est, en effet, le premier état des nébuleuses que Herschel a obser- 
vées avec un soin particulier au moyen de ses puissants télescopes, et 
dans lesqueiles il a suivi les progres de la condensation, non sur une 
seule, ces progres ne pouvant devenir sensibles pour nous qu’apres 
des siecles, mais sur leur ensemble, a peu pres comme on peut, dans 
une vaste forét, suivre l’accroissement des arbres sur les individus de 
divers ages qu’elle renferme. Il a d’abord observé la matitre nébuleuse 
répandue en amas divers, dans les différentes parties du ciel dont elle 
occupe une grande étendue. Il a vu, dans quelques-uns de ces amas, 
cette matiere faiblement condensée autour d’un ou de plusieurs noyaux 
peu brillants. Dans d’autres nébuleuses, ces noyaux brillent davantage 
relativement a la nébulosité qui les environne. Les atmospheres de 
chaque noyau venant a se séparer par une condensation ultéricure, 1 
en résulte des nébuleuses multiples formées de noyaux brillants tres 
voisins et environnés chacun d'une atmosphere; quelquefois la matiére 
nébuleuse, en se condensant d’une maniere uniforme, a produit les né- 
buleuses que l’on nomme planetaires. Enfin un plus grand degré de 
condensation transforme toutes ces nébuleuses en étoiles. Les nébu- 
leuses, classées d’apres cette vue philosophique, indiquent avec une 
extréme vraisemblance leur transformation future en étoiles et état 
antérieur de nébulosité des étoiles existantes. Les considérations sui- 
yantes viennent a l’appui des preuves tirées de ces analogies. 

Depuis longtemps la disposition particuliere de quelques étoiles 
visibles & la vue simple a frappé des observateurs philosophes. Mitchell 
a déja remarqué combien il est peu probable que les étoiles des Pléiades, 
par exemple, aient été resserrées dans l’espace étroit qui les renferme 
par les seules chances du hasard, et il en a conclu que ce groupe 


d’étoiles et les groupes semblables que le ciel nous présente sont les 
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effets d’une cause primitive ou d’une loi générale de la nature. Ces 
groupes sont un résultat nécessaire de la condensation des nébuleuses 
2 plusieurs noyaux; car il est visible que, la matitre nébuleuse étant 
sans cesse attirée par ces noyaux divers, ils doivent former a la longue 
un groupe d’étoiles, pareil & celui des Pléiades. La condensation des 
nébuleuses & deux noyaux forme semblablement des étoiles tres rap- 
prochées tournant l’une autour de l’autre, pareilles a celles dont Her- 
schel a déja considéré les mouvements respectifs. Telles sont encore 
la soixante-unieme du Cygne et sa suivante, dans lesquelles Bessel 
vient de reconnaitre des mouvements propres, si considérables et si 
peu différents, que la proximité de ces astres entre eux et leur mouve- 
ment autour de leur centre commun de gravité ne doivent laisser 
aucun doute. Ainsi l’on descend par les progres de condensation de 
la matiere nébuleuse a la considération du Soleil environné autrefois 
dune vaste atmosphere, considération a laquelle on remonte, comme 
on la vu, par examen des phénomenes du systeme solaire. Une ren- 
contre aussi remarquable donne a l’existence de cet état antérieur du 
Soleil une probabilité fort approchante de la certitude. 

Mais comment l’atmosphere solaire a-t-elle déterminé les mouve- 
ments de rotation et de révolution des planetes et des satellites? Si ces 
corps avaient pénétré profondément dans cette atmosphere, sa résis- 
tance les aurait fait tomber sur le Soleil; on est done conduit d croire, 
avec beaucoup de vraisemblance, que les planétes ont été formées aux 
limites successives de l’atmosphere solaire, qui, en se resserrant par 
le refroidissement, a dt abandonner dans le plan de son équateur des 
zones de vapeurs que l’attraction mutuelle de leurs molécules a chan- 
gées en divers sphéroides. 

Jai développé avec étendue, dans mon Exposition du Systeme du 
monde, cette hypothese qui me parait satisfaire A tous les phénomenes 
que ce systeme nous présente. 

Dans cette hypothése, les combtes sont étrangeres au systeme plané- 
taire. En rattachant leur formation A celle des nébuleuses, on peut les 


regarder comme de petites nébuleuses A noyaux, errantes de systemes 
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en systemes solaires et formées par la condensation de la matiere 
nébuleuse répandue avec tant de profusion dans l’univers. Les cometes 
seraient ainsi, par rapport & notre systeme, ce que les aérolithes sont 
relativement a la Terre, & laquelle ils paraissent étrangers. Lorsque ces 
astres deviennent visibles pour nous, ils offrent une ressemblance si 
parfaite avec les nébuleuses, qu’on les confond souvent avec elles, et 
ce n’est que par leur mouvement ou par la connaissance de toutes les 
nébuleuses renfermées dans la partie du ciel oti ils se montrent, qu’on 
parvient a les en distinguer. Cette supposition explique d’une maniere 
heureuse la grande extension que prennent les tétes et les queues des 
cometes, a mesure qu’elles approchent du Soleil, et l’extréme rareté 
de ces queues qui, malgré leur immense profondeur, n’affaiblissent 
point sensiblement l’éclat des étoiles que |’on voit a travers. 

Lorsque de petites nébuleuses parviennent dans la partie de l’espace 
ou l’attraction du Soleil est prédominante, et que nous nommerons 
sphere d’actiité de cet astre, il les force a décrire des orbes elliptiques 
ou hyperboliques. Mais leur vitesse étant également possible suivant 
toutes les directions, elles doivent se mouvoir indifféremment dans 
tous les sens et sous toutes les inclinaisons a l’écliptique, ce qui est 
conforme a ce qu'on observe. 

La grande excentricité des orbes cométaires résulte encore de I’hy- 
pothese précédente. En effet, si ces orbes sont elliptiques, ils sont tres 
allongés, puisque leurs grands axes sont au moins égaux au rayon de 
la sphere d’activité du Soleil. Mais ces orbes peuvent étre hyperbo- 
liques, et si les axes de ces hyperboles ne sont pas tres grands par 
rapport ala moyenne distance du Soleil a la Terre, le mouvement des 
cometes qui les décrivent paraitra sensiblement hyperbolique. Cepen- 
dant, sur cent cometes dont on a déja les éléments, aucune n’a paru 
certainement se mouvoir dans une hyperbole; il faut done que les 
chances qui donnent une hyperbole sensible soient extrémement rares 
par rapport aux chances contraires. 

Les cometes sont si petites que, pour devenir visibles, leur distance 
périhélie doit étre peu considérable. Jusqu’a présent cette distance n’a 
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surpassé que deux fois le diametre de l’orbe terrestre, et le plus souvent 
elle a été au-dessous du rayon de cet orbe. On congoit que pour appro- 
cher si pres du Soleil, leur vitesse au moment de leur entrée dans sa 
sphere d’activité doit avoir une grandeur et une direction comprises 
dans d’étroites limites. En déterminant par l’analyse des probabilités 
le rapport des chances qui, dans ces limites, donnent une hyperbole 
sensible, aux chances qui donnent un orbe que l’on puisse confondre 
avec une parabole, j’ai trouvé qwil y a six mille au moins a parier 
contre l'unité quwune nébuleuse qui pénetre dans la sphere d’activité 
du Soleil de maniére & pouvoir étre observée décrira ou une ellipse 
tres allongée, ou une hyperbole qui par la grandeur de son axe se con- 
fondra sensiblement avec une parabole, dans la partie que l’on observe; 
il n’est done pas surprenant que jusqwici l’on n’ait point reconnu de 
mouvements hyperboliques. 

L’attraction des planetes, et peut-étre encore la résistance des mi- 
lieux éthérés, a di changer plusieurs orbes cométaires dans des ellipses 
dont le grand axe est moindre que le rayon de la sphere d’activité du 
Soleil, ce qui augmente les chances des orbes elliptiques. On peut 
croire que ce changement a eu lieu pour la comete de 1759 et pour 
quelques autres dont on a constaté la révolution. 

Je vais présentement considérer la Terre et les fluides qui la recou- 
vrent. Le phénomeéne qui peut répandre le plus de lumiere sur la régu- 
larité de ses couches est la variation de la pesanteur a sa surface. On dé- 
termine cette variation soit en transportant dans des lieux divers le 
méme pendule, et en comptant le nombre de ses oscillations dans un 
temps donné, soit en y mesurant directement la longueur du pendule a 
secondes. Ces expériences sont faciles et maintenant susceptibles d’une 
extréme précision; vu leur importance dans la théorie de la Terre, 
elles doivent étre spécialement recommandées aux navigateurs. Celles 
que l’on a déja faites, quoiqu’elles laissent beaucoup a désirer, suivent 
cependant une marche tres réguliére et fort approchante de la loi de 
variation la plus simple, celle du carré du sinus de la latitude; les deux 
hémispheres boréal et austral ne présentent point a cet égard de diffe- 
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rence sensible, ou du moins qui ne puisse étre attribuée aux erreurs 
des observations. Si l’on prend pour unité la longueur du pendule A 
secondes a l’équateur, l'ensemble de ces observations donne cinquante- 
quatre dix-milligmes pour le coefficient du terme proportionnel au 
carré du sinus de latitude. Mes formules de probabilité, appliquées a 
ce résultat, donnent plus de deux mille @ parier contre un que le vrai 
coefficient est compris dans les limites cing milliemes et six milliemes. 
Si la Terre est un ellipsoide de révolution, on a son aplatissement, en 
retranchant le coefficient de la loi de la pesanteur de 875 cent-mil- 
liemes. Le coefficient cing milliemes répond ainsia l’aplatissement 45; 
il ya done plus de quatre mille & parier contre un que l’aplatissement 
de la Terre est au-dessous de cette fraction. Il y a des millions de mil- 
liards & parier contre un qwil est moindre que celui qui répond a 
Vhomogénéité de la Terre, et que les couches terrestres augmentent de 
densité & mesure qu’elles approchent du centre de cette planete. La 
régularité de la pesanteur & sa surface prouve qu’elles sont disposées 
symétriquement autour de ce point. Ces deux conditions, suites néces- 
saires de l'état fluide, indiquent avec une grande vraisemblance que la 
Terre entiere a eu primitivement cet état, quune chaleur excessive a 
pu seule lui donner, ce qui vient a l’appui de l’hypothese que nous 
avons émise sur la formation des corps célestes. 

A Vinvitation de l’Académie des Sciences, on fit & Brest, au com- 
mencement du dernier siecle, des observations de marées, qui furent 
continuées pendant six années consécutives. La situation de ce port est 
tres favorable a ce genre d’observations. Il communique avec la mer 
par un canal qui aboutit 4 une rade fort vaste, au fond de laquelle le 
port a été construit. Les irrégularités du mouvement de la mer par- 
viennent ainsi dans ce port tres affaiblies, & peu pres comme les oscil- 
lations que le mouvement irrégulier d’un vaisseau produit dans le 
barométre sont atténuées par un étranglement fait au tube de cet in- 
strument. D’ailleurs, les marées étant considérables A Brest, les yaria- 
tions accidentelles causées par les vents n’en sont qu'une faible partie. 
Aussi l’on remarque, dans les observations de ces marées, une grande 
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régularité, que ne doit point altérer la petite riviere qui vient se perdre 
dans la rade immense de ce port. Frappé de cette régularité, je prial 
le Gouvernement d’ordonner 2 Brest une nouvelle série d’observations 
pendant une période entivre du mouvement des neuds de l’orbite 
lunaire : c’est ce que l’on a bien voulu faire. Ces observations datent 
du 1 juin 1806, et depuis cette époque elles ont été continuces sans 
interruption jusqu’a ce jour, ce qui excede déja la moitié de la période 
dont je viens de parler. Elles m’offraient une occasion trop favorable 
d’appliquer mes formules de probabilité 4 l’un des plus grands phéno- 
menes de la nature, pour ne pas la saisir : j’ai trouvé qu’elles indi- 
quaient, avec une extréme probabilité, les lois des hauteurs et des in- 
tervalles des marées, relatives aux phases de la Lune, aux saisons et 
aux distances de la Lune et du Soleil a la Terre. Ces observations pré- 
sentent a cet égard le plus parfait accord avec les observations faites un 
siecle auparavant. Elles s’accordent également bien avec la loi géné- 
rale de la pesanteur, & laquelle on ett pu remonter par leur seul 
moyen. 

La théorie des marées, que j’ai donnée d’apres cette loi, dans le 
Livre IV de la Mecanique celeste, repose sur un principe de Dyna- 
mique, qui la rend tres simple et indépendante des circonstances 
locales du port, circonstances trop compliquées pour qu’il soit possible 
de les soumettre au calcul. Au moyen de ce principe, elles entrent 
comme arbitraires dans les résultats de l’Analyse, qui doivent ainsi 
représenter les observations, si la gravitation universelle est en effet la 
véritable cause du flux et du reflux de la mer. Voici quel est ce prin- 
cipe, qui peut s’appliquer & beaucoup d’autres phénomeénes : L’etat 
d'un systéme de corps, dans lequel les conditions primitives du mouvement 
ont disparu par les résistances qu'il éprouve, est périodique comme les 
forces qui U'animent. En réunissant ce principe a celui de la coexistence 
des oscillations tres petites, je suis parvenu & une expression de la 
hauteur des marées, dont les arbitraires comprennent l’effet des circon- 
stances locales du port. Les nombreuses variétés des marées et les mo- 


difications qu’elles recoivent de ces circonstances sont toutes repré- 


INTRODUCTION. LXXV 


sentees par cette expression, avec une singuliere exactitude. L’une de 
ces modifications les plus remarquables est le retard d’un jour et demi 
des plus grandes et des plus petites marées sur les instants des syzy- 
gies et des quadratures. L’expression dont il s’agit fait voir qu’il 
dépend de la rapidité du mouvement de l’astre qui agit sur l’Océan, 
combinée avec les circonstances locales, et que la méme cause produit 
a Brest un accroissement dans le rapport des actions du Soleil et de la 
Lune. L’Analyse fournit divers moyens pour déterminer cet accrois- 
sement par les observations, qui le donnent égal & un huitieme a peu 
pres du vrai rapport. 

L’action du Soleil et de la Lune produit sans doute dans notre atmo- 
sphere, quelle traverse pour arriver 4 |’Océan, des oscillations analo- 
gues a celles du flux et du reflux. Mais elles sont tres faibles, et, pour 
les déméler au milieu des mouvements de l’atmosphere, il faudra une 
longue suite d’observations faites avec d’excellents barometres, princi- 
palement a l’équateur, ot les changements irréguliers de l’atmosphere 
sont peu considérables. 

Le principe qui sert de base a ma théorie des marées peut, en le 
généralisant, s’étendre a tous les effets du hasard auquel se joignent 
des causes variables suivant des lois régulieres. L’action de ces causes 
produit, dans les résultats d’un grand nombre d’effets, des variétés qui 
suivent les mémes lois et que l’on peut reconnaitre par l’Analyse des 
Probabilités; a mesure que les effets se multiplient, ces variétés se 
manifestent avec une probabilité toujours croissante, et qui se confon- 
drait avec la certitude, si le nombre des effets était infini. Ce théoreme 
est analogue a celui que j’ai développé précédemment sur l’action des 
causes constantes. Toutes les fois donc que nous voyons qu’une cause, 
dont la marche est réguliere, peut influer sur un genre d’événements, 
nous pouvons‘chercher & reconnaitre son influence en multipliant les 
observations, et, quand cette influence parait se manifester, |’Analyse 
des Probabilités détermine la probabilité de son existence et celle de 
son intensité. Ainsi, la variation de la température du jour a la nuit 
pouvant modifier la pression de l’atmosphere et par conséquent les 
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hauteurs du harometre, il est naturel de penser que des observations 
multipliées de ces hauteurs doivent manifester influence de Ja chaleur 
solaire. En effet, ona depuis longtemps reconnu 2 ]’équateur, ott cette 
influence parait étre la plus grande, une petite variation diurne du 
barometre, dont le maximum a lieu vers 9 heures du matin et le 
minimum vers 4 heures du soir. Un second maximum a lieu vers 
1t heures du soir et le second minimum vers 4 heures du matin. 
Les oscillations de la nuit sont moindres que celles du jour, dont 
’étendue est de deux millimétres. L’inconstance de nos climats n’a 
point dérobé cette variation & nos observateurs, quoiqu’elle y soit 
moins sensible qu’entre les tropiques. En appliquant les formules de 
probabilité aux observations nombreuses et précises faites par Ramond 
pendant plusieurs années consécutives, on voit qu’elles indiquent 
l’existence de ce phénomene avec une extréme probabilité. Ces obser- 
vations lui ont fait découvrir encore une variation dans le barometre, 
dépendante des saisons. I] trouve sa hauteur moyenne de chaque mois, 
a 


son premier maximum peu apres le solstice d’hiver, et & son premier 
minimum en avril; un second maximum a lieu vers le solstice d’été, et 
le second minimum en septembre. L’Analyse nous montre que ces 
résultats sont déja indiqués avec vraisemblance; ils sont confirmés 
d’ailleurs par d’autres observations. La suite des temps fera connaitre 
si les mois des plus grandes et des plus petites hauteurs sont les mémes 
dans les climats divers. Ces variations annuelles et diurnes du baro- 
metre sont dues sans doute, ainsi que les vents alizés et les moussons, 
a la chaleur solaire combinée avec le mouvement de rotation de la 
Terre. Mais il est presque impossible de soumettre au calcul des effets 
aussi compliqués. 

On peut encore, par l’Analyse des Probabilités, vérifier existence 
ou l’influence de certaines causes dont on a ecru remarquer l’action sur 
les étres organisés. De tous les instruments que nous pouvons em- 
ployer pour connaitre les agents imperceptibles de la nature, les plus 
sensibles sont les nerfs, surtout lorsque des causes particuliéres exal- 
tent leur sensibilité. C’est par leur moyen qu’on a découvert la faible 


INTRODUCTION. LXXVII 


électricité que développe le contact de deux métaux hétérogenes, ce 
qui a ouvert un champ vaste aux recherches des physiciens et des chi- 
mistes. Les phénomenes singuliers qui résultent de l’extréme sensi- 
bilité des nerfs dans quelques individus ont donné naissance & diverses 
opinions sur l’existence d’un nouvel agent, que l’on a nommé magne- 
tisme animal, sur action du magnétisme ordinaire, et sur l’influence 
du Soleil et de la Lune, dans quelques affections nerveuses, enfin sur 
les impressions que peut faire éprouver la proximité des métaux ou 
-d’une eau courante. Il est naturel de penser que l’action de ces causes 
est tres faible, et qu’elle peut étre facilement troublée par des circon- 
stances accidentelles; ainsi, parce que dans quelques cas elle ne s’est 
point manifestée, on ne doit pas rejeter son existence. Nous sommes 
si loin de connaitre tous les agents de la nature et leurs divers modes 
(action qu’il serait peu philosophique de nier les phénomenes, unt- 
quement parce qu’ils sont inexplicables dans l’état actuel de nos con- 
naissances. Seulement, nous devons les examiner avec une attention 
d’autant plus serupuleuse qu’il parait plus difficile de les admettre, et 
c'est ici que le Caleul des Probabilités devient indispensable pour dé- 
terminer jusqu’a quel point il faut multiplier les observations ou les 
expériences, afin d’obtenir en faveur des agents qu’elles indiquent une 
probabilité supérieure aux raisons que l’on peut avoir d’ailleurs de ne 
pas les admettre. 

Le Calcul des Probabilités peut faire apprécier les avantages et les 
inconyénients des méthodes employées dans les sciences conjectu- 
rales. Ainsi, pour reconnaitre le meilleur des traitements en usage 
dans la guérison d’une maladie, il suffit d’éprouver chacun d’eux sur 
un méme nombre de malades, en rendant toutes les circonstances par- 
faitement semblables; la supériorité du traitement le plus avantageux 
se manifestera de plus en plus, ’ mesure que ce nombre s’accroitra, et 
le calcul fera connaitre la probabilité correspondante de son avantage, 
et du rapport suivant lequel il est supérieur aux autres. 
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Application du Caleu. des Probabilités aux sciences morales. 


On vient de voir les avantages qu’offre Analyse des Probabilités, 
dans la recherche des lois des phénomenes naturels dont les causes 
sont inconnues, ou trop compliquées pour que leurs effets puissent étre 
soumis au calcul. C’est le cas de presque tous les objets des sciences 
morales. Tant de causes imprévues, ou cachées, ou inappréciables in- 
fluent sur les institutions humaines, qu’il est impossible d’en juger 
a priori les résultats. La série des événements que le temps amene 
développe ces résultats et indique les moyens de remédier a ceux qui 
sont nuisibles. On a souvent fait & cet égard des lois.sages; mais, 
parce que l’on avait négligé d’en conserver les motifs, plusieurs ont 
été abrogées comme inutiles, et il a fallu, pour les rétablir, que de 
facheuses expériences en aient fait de nouveau sentir le besoin. II est 
donc bien important de tenir, dans chaque branche de administration 
publique, un registre exact des effets qu’ont produits les divers moyens 
dont on a fait usage, et qui sont autant d’expériences faites en grand 
par les gouvernements. Appliquons aux sciences politiques et morales 
la méthode fondée sur l’observation et sur le calcul, méthode qui nous 
a si bien servi dans les sciences naturelles. N’opposons point une ré- 
sistance inutile et souvent dangereuse aux effets inévitables du progres 
des lumiéres ; mais ne changeons qu’avec une circonspection extréme 
nos institutions et les usages auxquels nous sommes depuis longtemps 
pliés. Nous connaissons bien, par l’expérience du passé, les inconvé- 
nients qu’ils présentent; mais nous ignorons quelle est l’étendue des 
maux que leur changement peut produire. Dans cette ignorance, la théo- 
rie des probabilités prescrit d’éviter tout changement; surtout il faut 
éviter les changements brusques, qui, dans l’ordre moral comme dans 
ordre physique, nes’operent jamais sans une grande perte de force vive. 

Déja le Calcul des Probabilités a été appliqué avec succes a plu- 
sieurs objets des sciences morales. Je vais en présenter ici les princi- 
paux résultats. 
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De la Probabilitée des lemoignages. 


La plupart de nos jugements étant fondés sur la probabilité des té- 
moignages, il est bien important de la soumettre au calcul. La chose, 
il est vrai, devient souvent impossible, par la difficulté d’apprécier la 
véracité des témoins, et par le grand nombre de circonstances dont 
les faits qu’ils attestent sont accompagnés. Mais on peut, dans plu- 
sieurs cas, résoudre des problemes qui ont beaucoup d’analogie avec 
les questions qu’on se propose, et dont les solutions peuvent étre re- 
gardées comme des approximations propres & nous guider et & nous 
garantir des erreurs et des dangers auxquels de mauvais raisonne- 
ments nous exposent. Une approximation de ce genre, lorsqwelle est 
bien conduite, est toujours préférable aux raisonnements les plus spé- 
cieux. Essayons donc de donner quelques regles générales pour y pat- 
venir. 

On a extrait un seul numéro dune urne qui en renferme mille. Un 
témoin de ce tirage annonce que le n° 79 est sorti; on demande la 
probabilité de cette sortie. Supposons que l’expérience ait fait con- 
naitre que ce témoin trompe une fois sur dix, en sorte que la proba- 
hilité de son témoignage soit <4. Ici, ’événement observé est le témoin 
attestant que le n° 79 est sorti. Cet événement peut résulter des deux 
hypotheses suivantes, savoir que le témoin énonce la vérité, ou qu'il 
trompe. Suivant le principe que nous avons exposé sur la probabi- 
lité des causes, tirée des événements observés, il faut d’abord déter- 
miner @ priori la probabilité de l’événement dans chaque hypothese. 
Dans la premiere, la probabilité que le temoin annoncera le n° 79 est 
la probabilité méme de la sortie de ce numéro, c’est-a-dire ;>55. Il faut 


la multiplier par la probabilité = de la véracité du témoin; on aura 
done =*,, pour la probabilité de l’événement observé dans cette hy- 
pothese. Si le témoin trompe, le n° 79 n’est pas sorti, et la probabilité 
de ce cas est °°*.. Mais, pour annoncer la sortie de ce numéro, le témoin 


doit le choisir parmi les g99 numéros non sortis, et, comme il est sup- 
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posé n’avoir aucun motif de préférence pour les uns plutot que pour 
les autres, la probabilité qu’il choisira le n° 79 est 55; en multipliant 
done cette probabilité par la précédente, on aura 7,5 pour la probabi- 
lité que le témoin annoncera le n° 79 dans la seconde hypothése. II 
faut encore multiplier cette probabilité par la probabilité 5 de ’hypo- 
these elle-méme, ce qui donne ;4,, pour la probabilité de l’événement 
relative & cette hypothese. Présentement, si l’on forme une fraction 
dont le numérateur soit la probabilité relative a la premiere hypothese, 
et dont le dénominateur soit la somme des probabilités relatives aux 
deux hypotheses, on aura, par le sixieme principe, la probabilité de la 
premiere hypothése, et cette probabilité sera =, c’est-a-dire la véracité 
méme du témoin. C’est aussi la probabilité de la sortie du n° 79. La 
probabilité du mensonge du témoin et de la non-sortie de ce numéro 
est +. 

Si le témoin, voulant tromper, avait quelque intérét a choisir le 
n° 79 parmi les numéros non sortis, s'il jugeait, par exemple, qu’ayant 
placé sur ce numéro une mise considérable, l’annonce de sa sortie 
augmentera son crédit, la probabilité qu'il choisira ce numéro ne sera 
plus, comme auparavant, ;+;; elle pourra étre alors 5, +, etc., suivant 
Pintérét qu'il aura d’annoncer sa sortie. En la supposant <, il faudra 
multiplier par cette fraction la probabilité 3, pour avoir, dans |’ hypo- 
these du mensonge, la probabilité de l’événement observe, qu'il faut 


ce qui donne >; 


400UU 


gle 
10? 


encore multiplier par pour la probabilité de 


Pévénement dans la seconde hypothese. Alors la probabilité de la pre- 
miére hypothese, ou de la sortie du n° 79, se réduit, par la regle pré- 
cédente, a 55. Elle est donc tres affaiblie par la considération de Vin- 
térét que le témoin peut avoir a annoncer la sortie du n° 79. A la 
vérité, ce méme intérét augmente la probabilité 4 que le témoin dira 
la vérité, si le n° 79 sort. Mais cette probabilité ne peut excéder l’unité 


10, 


ou 753 ainsi la probabilité de la sortie du n° 79 ne surpassera pas 7% 


424° 
Le bon sens nous dicte que cet intérét doit inspirer de la défiance, 
mais le calcul en apprécie l’influence. 


La probabilité @ priort du numéro énoncé par le témoin est l’unité 
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divisée par le nombre des numéros de l’urne; elle se transforme, en 
vertu du témoignage, dans la véracité méme du témoin; elle peut done 
etre affaiblie par ce témoignage. Si, par exemple, l’urne ne renferme 
que deux numéros, ce qui donne 4 pour la probabilité @ priori de la 
sortie du n° 1, et si la véracité d’un témoin qui annonce est +, cette 
sortie en devient moins probable. En effet, il est visible que, le teémoin 
ayant alors plus de pente vers le mensonge que vers la vérité, son té- 
moignage doit diminuer la probabilité du fait attesté, toutes les fois 
que cette probabilité égale ou surpasse +. Mais, s'il y a trois numéros 
dans l’urne, la probabilité a@ priori de la sortie du n° 1 est accrue par 
Vaffirmation d’un témoin dont la véracité surpasse 4. 

Supposons maintenant que l’urne renferme 999 boules noires et une 
boule blanche, et qu’une boule en ayant été extraite, un témoin du 
tirage annonce que cette boule est blanche. La probabilité de J’événe- 


ment observé, déterminée @ priovi dans la premiere hypothese, sera 


9 


ici, comme dans la question précédente, égale & =. 


Mais, dans l’hy- 


pothese ot le témoin trompe, la boule blanche n’est pas sortie, et la 


probabilité de ce cas est =°*. Il faut la multiplier par la probabilité 4 


999 


du mensonge, ce qul donne 70000 


pour la probabilité de Pévénement 
observé, relative a la seconde hypothese. Cette probabilité n’était que 
wis dans la question précédente; cette grande différence tient a ce 
qu’une boule noire étant sortie, le témoin qui veut tromper n’a point 
de choix a faire parmi les g99 boules non sorties, pour annoncer la 
sortie d’une boule blanche. Maintenant, si l’on forme deux fractions 
dont les numérateurs soient les probabilités relatives a chaque hypo- 
these, et dont le dénominateur commun soit la somme de ces proba- 


bilités, on aura ;4; pour la probabilité de la premiere hypothese et de 


999 


la sortie d’une boule blanche, et {75 


pour la probabilité de la seconde 
hypothése et de la sortie d’une boule noire. Cette dernitre probabilité 


est fort approchante de la certitude : elle en approcherait beaucoup 


999999 


oe’, si Purne renfermait un million de 


plus encore, et deviendrait 
boules, dont une seule serait blanche, la sortie d’une boule blanche 
devenant alors beaucoup plus extraordinaire. On yoit ainsi comment 
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la probabilité du mensonge croit 4 mesure que le fait devient plus ex- 
traordinaire. 

Nous avons supposé jusqu’ici que le témoin ne se trompait point; 
mais, si !’on admet encore la chance de son erreur, le fait extraordi- 
naire devient plus invraisemblable. Alors, au lieu de deux hypotheses, 
on aura les quatre suivantes, savoir : celle du témoin ne trompant point 
et ne se trompant point; celle du témoin ne trompant point et se trom- 
pant; l’hypothése du témoin trompant et ne se trompant point; enfin 
celle du témoin trompant et se trompant. En déterminant a priory, dans 
chacune de ces hypotheses, la probabilité de l’événement observe, on 
trouve, par le sixieme principe, la probabilité que le fait attesté est 
faux égale & une fraction dont le numérateur est le nombre des boules 
noires de l’urne, multiplié par la somme des probabilités que le té- 
moin ne. trompe point et se trompe, ou qu'il trompe et ne se trompe 
point, et dont le dénominateur est ce numérateur augmenté de la 
somme des probabilités que le témoin ne trompe point et ne se trompe 
point, ou qu’il trompe et se trompe 4 la fois. On voit par la que, si le 
nombre des boules noires de l’urne est tres grand, ce qui rend extra- 
ordinaire la sortie de la boule blanche, la probabilité que le fait attesté 
n’est pas approche extrémement de la certitude. 

Kn étendant cette conséquence a tous les faits extraordinaires, il en 
résulte que la probabilité de erreur ou du mensonge du témoin de- 
vient d’autant plus grande que le fait attesté est plus extraordinaire. 
Quelques auteurs ont avancé le contraire, en se fondant sur ce que, la 
vue d’un fait extraordinaire étant parfaitement semblable a celle d’un 
fait ordinaire, les mémes motifs doivent nous porter a croire également 
le témoin, quand il affirme l'un ou l'autre de ces faits. Le simple bon 
sens repousse une aussi étrange assertion; mais le Calcul des Probabi- 
lités, en confirmant Vindication du sens commun, apprécie, de plus, 
Vinvraisemblance des témoignages sur les faits extraordinaires. 

On insiste et l’on suppose deux témoins également dignes de foi, 
dont le premier atteste qu’il a vu mort, il y a quinze jours, un individu 
que le second témoin affirme ayoir vu hier plein de vie. L’un ou l’autre 
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de ces faits n’offre rien d’invraisemblable. La résurrection de l’indi- 
vidu est une conséquence de leur ensemble; mais, les temoignages ne 
portant point directement sur elle, ce qu’elle a d’extraordinaire ne 
doit point affaiblir la croyance qui leur est due. (Encyclopédie, art. Cer- 
titude. ) 

Cependant, si la conséquence qui résulte de l’ensemble des témoi- 
gnages était impossible, l'un d’eux serait nécessairement faux; or une 
conséquence impossible est la limite des conséquences extraordi- 
naires, comme l’erreur est la limite des invraisemblances; la valeur 
des témoignages, qui devient nulle dans le cas d’une conséquence im- 
possible, doit donc étre tres affaiblie dans celui d’une conséquence 
extraordinaire. C’est, en effet, ce que le Calcul des Probabilités con- 
firme. 

Pour le faire voir, considérons deux urnes A et B, dont la premiere 
contienne un million de boules blanches, et la seconde un million de 
boules noires. On tire de l'une de ces urnes une boule que |’on remet 
dans l’autre urne dont on extrait ensuite une boule. Deux témoins, 
lun du premier tirage et l’autre du second, attestent que la boule 
qu ils ont vu extraire est blanche. Chaque témoignage, pris isolément, 
n’a rien d’inyraisemblable, et il est facile de voir que la probabilité du 
fait attesté est la véracité méme du témoin. Mais il suit, de ensemble 
des témoignages, qu’une boule blanche a été extraite de Purne A au 
premier tirage, et qu’ensuite, mise dans l’urne B, elle a reparu au se- 
cond tirage, ce qui est fort extraordinaire; car cette seconde urne ren- 
fermant alors une boule blanche sur un million de boules noires, la 
probabilité d’en extraire la boule blanche est ;oyqq7- Pour déterminer 
l’affaiblissement qui en résulte dans la probabilité de la chose énoncée 
par les deux témoins, nous remarquerons que l’événement observe est 
ici Vaffirmation par chacun d’eux que la boule qu'il a vu extraire est 
blanche. Représentons par ;; la probabilité quwil énonce la vérité, ce 
qui peut avoir lieu dans le cas présent, lorsque le témoin ne trompe 
point et ne se trompe point, et lorsqu’il trompe et se trompe & la fois. 
On peut former les quatre hypotheses suivantes. 
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1° Le premier et le second témoin disent la vérité. Alors une boule 
blanche a d’abord été extraite de l’urne A, et la probabilité de cet évé- 
nement est 4, puisque la boule extraite au premier tirage a pu sortir 
également de l’une ou de l’autre urne. Ensuite, la boule extraite mise 
dans l’urne B a reparu au second tirage : la probabilité de cet évéene- 


ment est —_; la probabilité du fait énoncé est done sy;hg93- Hn la 


multipliant par le produit des probabilités 5; et {5 que les témoins 


disent la vérité, on aura sss55s;5 pour la probabilité de l’événement 


observé, dans cette premiere hypothése. 

— 2° Le premier témoin dit la vérité, et le second ne la dit point, soit 
qu'il trompe et ne se trompe point, soit qu’il ne trompe point et se 
trompe. Alors une boule blanche est sortie de ’urne A au premier 
tirage, et la probabilité de cet évéenement est >. Ensuite cette boule 


ayant été mise dans l’urne B, une boule noire en a été extraite : la pro- 


{ 1900000, 


1000000 
40000014 ? 


ona done 7orr’’ 


babilité de cette extraction es pour la proba- 


bilité de ’événement composé. En la multipliant par le produit des 


deux probabilités = et = que le premier témoin dit la vérité et que le 
9000000 


second ne la dit point, on aura ~ooo oo" 


pour la probabilité de l’événe- 
ment observé, dans la seconde hypothese. 

3° Le premier témoin ne dit pas la vérité, et le second l’énonce. 
Alors une boule noire est sortie de l’urne B au premier tirage, et apres 
avoir été mise dans l’urne A, une boule blanche a été extraite de cette 


urne. La probabilité du premier de ces événements est +, et celle du 


t 1000000, 


second es 7000001? 


1000000 
2000002° 


premier temoin ne dit pas la vérité et que le second l’énonce, on aura 


la probabilité de Vévénement composé est donc 


A oe “on PD ee 
En la multipliant par le produit des probabilités 4 et 2, que le 
Fopovozss Pour la probabilité de l’événement observé, relative A cette 
hypothese. 

4° Eniin aucun des témoins ne dit la vérité. Alors une boule noire 
a ete extraite de l’urne B au premier tirage; ensuite, ayant été mise 
dans Vurne A, elle a reparu au second tirage : la probabilité de cet 
evenement composé est s>y5953- En Ja multipliant par le produit des 

. ee aA , . . re aie 2 
probabilités 75 et 75 que chaque témoin ne dit pas la vérité, on aura 
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spoovos09 POUr la probabilité de l’événement observé, dans cette hypo- 
these. 

Maintenant, pour avoir la probabilité de la chose énoncée par les 
deux témoins, savoir, qu’une boule blanche a été extvaite A chacun des 
tirages, il faut diviser la probabilité correspondante a la premiere 
hypothése par la somme des probabilités relatives aux quatre hypo- 


théses, et alors on a pour cette probabilité 24, fraction extréme- 


Ts000082 
ment petite. 

Si les deux témoins affirmaient, le premier qu'une boule blanche a 
été extraite de l’une des deux urnes A et B, Je second qu’une boule 
blanche a été pareillement extraite de l'une des deux urnes A’ et B’, en 
tout semblables aux premieres, la probabilité de la chose énoncée par 


les deux témoins serait le produit des probabilités de leurs témoi- 


cote (aes 


ioo3 lle serait done cent quatre-yingt mille fois, au moins, 


gnages ou 
plus grande que la précédente. On voit-par la combien, dans le pre- 
mier cas, la réapparition au second tirage de la boule blanche extraite 
au premier, conséquence extraordinaire des deux témoignages, en 
affaiblit la valeur. 

Nous n’ajouterions point foi au témoignage d’un homme qui nous 
attesterait qu’en projetant cent dés en l’air ils sont tous retombés sur 
la méme face. Si nous avions été nous-mémes spectateurs de cet événe- 
ment, nous n’en croirions nos propres yeux qu’apres en avoir scrupu- 
leusement examiné toutes les circonstances, et apres en avoir rendu 
d’autres yeux témoins, pour étre bien stirs qu’il n’y a eu ni hallucina- 
tion ni prestige. Mais, apres cet examen, nous ne balancerions point a 
l’'admettre, malgré son extréme inyraisemblance, et personne ne serait 
tenté, pour l’expliquer, de recourir 4 un renversement des lois de la 
vision. Nous devons en conclure que la probabilité de la constance des 
lois de la nature est pour nous supérieure a celle que l’événement dont 
il s’agit ne doit point avoir lieu, probabilité supérieure elle-méme a 
celle de la plupart des faits historiques que nous regardons comme in- 
contestables. On peut juger par la du poids immense de témoignages 
nécessaire pour admettre une suspension des lois naturelles, et com- 
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bien il serait abusif d'appliquer a ce cas les régles ordinaires de la cri- 
tique. Tous ceux qui, sans offrir cette immensité de témoignages, 
étayent ce qu’ils avancent de récits d’événements contraires a ces lois, 
affaiblissent plutot qwils n’augmentent la croyance qu’ils cherchent a 
inspirer; car alors ces récits rendent tres probable l’erreur ou le men- 
songe de leurs auteurs. Mais ce qui diminue la croyance des hommes 
éclairés accroit souvent celle du vulgaire, toujours avide du merveil- 
leux. 

ily a des choses tellement extraordinaires, que rien ne peut en balan- 
cer l’invraisemblance. Mais celle-ci, par l’effet d’une opinion dominante, 
peut étre affaiblie au point de paraitre inférieure a la probabilité des 
témoignages, et quand cette opinion vient a changer, un récit absurde, 
admis unanimement dans le siecle qui lui a donné naissance, n’offre 
aux siecles suivants qu’une nouvelle preuve de l’extréme influence de 
opinion générale, sur les meilleurs esprits. Deux grands hommes du 
siecle de Louis XIV, Racine et Pascal, en sont des exemples frappants. 
Il est affligeant de voir avec quelle complaisance Racine, ce peintre 
admirable du cceur humain et le poete le plus parfait qui fut jamais, 
‘apporte comme miraculeuse la guérison de la jeune Perrier, niece de 
Pascal et pensionnaire a l’abbaye de Port-Royal; il est pénible de lire 
les raisonnements par lesquels Pascal cherche a prouver que ce miracle 
devenait nécessaire a la religion, pour justifier la doctrine des reli- 
gieuses de cette abbaye, alors persécutées par les Jésuites. La jeune 
Perrier était depuis trois ans et demi affligée d’une fistule lacrymale ; 
elle toucha de son ceil malade une relique que l’on prétendait étre une 
des épines de la couronne du Sauveur, et elle se crut a l’instant guérie. 
Quelques jours apres, les médecins et les chirurgiens constaterent la 
guérison, et ils jugerent que la nature et les remedes n’y avaient eu 
aucune part. Cet événement, arrivé en 1656, ayant fait un grand bruit, 
« tout Paris se porta », dit Racine, « & Port-Royal. La foule croissait 
de jour en jour, et Dieu méme semblait prendre plaisir a autoriser la 
dévotion des peuples par la quantité de miracles qui se firent en cette 
église. » A cette époque, les miracles et les sortileges ne paraissaient 
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pas encore invraisemblables, et l’on n’hésitait point & leur attribuer les 
singularités de la nature, que l’on ne pouvait autrement expliquer. 

Cette maniere d’envisager les effets extraordinaires se retrouve dans 
les ouvrages les plus remarquables du siecle de Louis XIV, dans |’ Essai 
méme sur Ventendement human du sage Locke, qui dit en parlant des 
degrés d’assentiment : « Quoique la commune expérience et le cours 
ordinaire des choses aient avec raison une grande influence sur l’esprit 
des hommes, pour les porter & donner ou & refuser leur consentement 
a une chose qui leur est proposée a croire, il y a pourtant un cas ol ce 
qu il y a d’étrange dans un fait n’affaiblit point l’assentiment que nous 
devons donner au témoignage sincere sur lequel il est fondé. Lorsque 
des événements surnaturels sont conformes aux fins que se propose 
celui qui a le pouvoir de changer le cours de la nature, dans un tel 
temps et dans de telles circonstances, ils peuvent étre d’autant plus 
propres a trouver créance dans nos esprits qu’ils sont plus au-dessus 
des observations ordinaires, ou méme qu’ils y sont plus opposés. » Les 
vrais principes de la probabilité des témoignages ayant été ainsi mé- 
connus des philosophes auxquels la raison est principalement rede- 
vable de ses progres, j’al cru devoir exposer avec étendue les résultats 
du calcul sur cet important objet. 

Ici se présente naturellement la discussion d’un argument fameux de 
Pascal, que Craig, mathématicien anglais, a reproduit sous une forme 
géométrique. Des témoins attestent qu’ils tiennent de la Divinité méme 
qu’en se conformant a telle chose on jouira, non pas d’une ou de deux, 
mais d’une infinité de vies heureuses. Quelque faible que soit la pro- 
babilité des temoignages, pourvu qu’elle ne soit pas infiniment petite, 
il est clair que l’avantage de ceux qui se conforment a la chose pres- 
crite est infini, puisqu’il est le produit de cette probabilité par un 
bien infini; on ne doit done point balancer a se procurer cet avan- 
tage. - 

Cet argument est fondé sur le nombre infini des vies heureuses pro- 
mises au nom de la Divinité par les témoins; il faudrait done faire ce 
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quils prescrivent, précisément parce qu’ils exagerent leurs promesses 
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au dela de toutes limites, conséquence qui répugne au bon sens. Aussi 
le calcul nous fait-il voir que cette exagération méme affaiblit la pro- 
babilité de leur témoignage, au point de la rendre infiniment petite ou 
nulle. En effet, ce cas revient a celui d’un témoin qui annoncerait la 
sortie du numéro le plus élevé, d’une urne remplie d’un grand nombre 
de numéros dont un seul a été extrait, et qui aurait un grand intérét a 


annoncer la sortie de ce numéro. On a vu précédemment combien cet 


cl 
D 


intérét affaiblit son témoignage. En n’évaluant qu’a } la probabilité 
que sile témoin trompe, il choisira le plus grand numéro, le calcul 
donne la probabilité de son annonce plus petite qu’une fraction dont le 
numérateur est l’unité, et dont le dénominateur est lunité plus la 
moitié du produit du nombre des numéros, par la probabilité du men- 
songe, considérée a priort ou indépendamment de l’annonce. Pour assi- 
miler ce cas & celui de l’argument de Pascal, il suffit de représenter 
par les numéros de l’urne tous les nombres possibles de vies heu- 
reuses, ce quirend le nombre de ces numéros infini, et d’observer que, 
si les témoins trompent, ils ont le plus grand intérét, pour accréditer 
leur mensonge, a promettre une éternité de bonheur. L’expression de 
la probabilité de leur teémoignage devient alors infiniment petite. En la 
multipliant par le nombre infini de vies heureuses promises, l’infini 
disparait du produit qui exprime l’avantage résultant de cette pro- 
messe, ce qui détruit l’argument de Pascal. 

Considérons présentement la probabilité de l'ensemble de plusieurs 
témoignages sur un fait déterminé. Pour fixer les idées, supposons que 
ce fait soit la sortie d’un numéro d’une urne qui en renferme cent, et 
dont on a extrait un seul numéro. Deux témoins de ce tirage annon- 
cent que le n° 1 est sorti, et lon demande la probabilité résultante de 
l’ensemble de ces témoignages. On peut former ces deux hypotheses : 
les temoins disent la vérité; les temoins trompent. Dans la premiere 
hypothese, le n° 1 est sorti, et la probabilité de cet événement est Ta 
I] faut la multiplier par le produit des véracités des témoins, véracités 
que nous supposerons étre 75 et 753 on aura donc ;**, pour la proba- 
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bilité de l’événement observe, dans cette hypothése. Dans la seconde, 
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le n° x n’est pas sorti, et la probabilité de cet événement est 2°. Mais 
l’accord des témoins exige alors qu’en cherchant a tromper, ils chois- 
sissent tous deux le n° 1, sur les 99 numéros non sortis : la pro- 
babilité de ce choix est le produit de la fraction 4, par elle-méme; il 
faut ensuite multiplier ces deux probabilités ensemble et par le produit 
des probabilités 5 et 7; que les témoins trompent; on aura ainsi 552, 
pour la probabilité de ’événement observé, dans la seconde hypothese. 
Maintenant on aura la probabilité du fait attesté ou de la sortie dun? 1, 
en divisant la probabilité relative & la premiere hypothese par la 
somme des probabilités relatives aux deux hypotheses; cette probabi- 
2079 


lité sera done 4°, et la probabilité de la non-sortie de ce numéro et 


, s 4 
du mensonge des témoins sera 54;. 


Si Purne ne renfermait que les n° 1 et 2, on trouverait de la méme 
maniere = pour la probabilité de la sortie n° 2, et par conséquent 3 
pour la probabilité du mensonge des témoins, probabilité quatre-vingt- 
quatorze fois au moins plus grande que la précédente. On voit par 1a 
combien la probabilité du mensonge des témoins diminue, quand le 
fait quils attestent est moins probable en lui-méme. En effet, on con- 
coit qu’alors accord des témoins, lorsqu’ils trompent, devient plus 
difficile, & moins quwils ne s’entendent, ce que nous ne supposons 
pas ici. 

Dans le cas précédent, ou, l’urne ne renfermant que deux numéros, 
la probabilité a priori du fait attesté est 5, la probabilité résultante 
des témoignagnes est le produit des véracités des témoins, divisé par 
ce produit ajouté & celui des probabilités respectives de leur men- 
songe. 

Il nous reste a considérer l’influence du temps sur la probabilité des 
faits transmis par une chaine traditionnelle de témoins. II est clair que 
cette probabilité doit diminuer 4 mesure que la chaine se prolonge. Si 
le fait n’a aucune probabilité par lui-méme, celle qu’il acquiert par 
les temoignages décroit suivant le produit continu de la véracité des 
témoins. Si le fait a par lui-méme une probabilité, si, par exemple, ce 
fait est la sortie du n° 2 d'une urne qui en renferme un nombre fini 
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et dont il est certain qu’on a extrait un seul numéro, ce que la chaine 
traditionnelle ajoute 4 cette probabilité décroit suivant un produit con- 
tinu, dont le premier facteur est le rapport du nombre des numéros de 
l'urne moins un 2 ce méme nombre, et dont chaque autre facteur est 
la véracité de chaque témoin, diminuée du rapport de la probabilité de 
son mensonge au nombre des numéros de l’urne moins un; en sorte 
que la limite de Ja probabilité du fait est celle de ce fait considéré 
a priori ou indépendamment des témoignages, probabilité égale a 
Punité divisée par le nombre des numéros de l’urne. 

L’action du temps affaiblit done sans cesse la probabilité des faits 
historiques, comme elle altere les monuments les plus durables. On 
peut, a la vérité, la ralentir en multipliant et conservant les témoi- 
gnages et les monuments qui les étayent. L’imprimerie offre pour cet 
objet un grand moyen, malheureusement inconnu des anciens. Malgré 
les avantages infinis qu’elle procure, les révolutions physiques et mo- 
rales dont la surface de ce globe sera toujours agitée finiront, en se 
joignant 4 l’effet inévitable du temps, par rendre douteux, apres des 
milliers d’années, les faits historiques aujourd’hui les plus certains. 

Craig a essayé de soumettre au calcul l’affaiblissement graduel des 
preuves de la religion chrétienne : en supposant que le monde doit 
finir 2 Pépoque ot elle cessera d’étre probable, il trouve que cela doit 
arriver 1454 ans apres le moment ow il écrit. Mais son analyse est aussi 
fautive que son hypothese sur la durée du monde est bizarre. 


Des choix et des décisions des assemblées. 


La probabilité des décisions d’une assemblée dépend de la pluralité 
des voix, des lumieres et de l’impartialité des membres qui la compo- 
sent. Tant de passions et d’intéréts particuliers y mélent si souvent 
leur influence, qu’il est impossible de soumettre au calcul cette pro- 
babilité. Il y a cependant quelques résultats généraux dictés par le 
simple bon sens, et que le calcul confirme. Si, par exemple, l’assem- 
blée est tres peu éclairée sur l’objet soumis a sa décision, si cet objet 
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exige des considérations délicates, ou si la vérité sur ce point est con- 
traire & des préjugés recus, en sorte qu’il y ait plus d’un contre un a 
parier que chaque yotant s’en écartera, alors la décision de la majorité 
sera probablement mauvaise, et la crainte & cet égard sera d’autant 
plus juste que l’assemblée sera plus nombreuse. I] importe donc & la 
chose publique que les assemblées n’aient & prononcer que sur des 
objets la portée du plus grand nombre; il lui importe que l’instruc- 
tion soit généralement répandue, et que de bons ouvrages, fondés sur 
la raison et sur l’expérience, éclairent ceux qui sont appelés a décider 
du sort de leurs semblables ou a les gouverner, et les prémunissent 
d’avance contre les faux apercus et les préventions de l’ignorance. Les 
savants ont de fréquentes occasions de remarquer que les premiers 
apercus trompent souvent, et que le vrai n’est pas toujours vraisem- 
blable. 

Il est difficile de connaitre et méme de définir le yoeu d’une assem- 
blée, au milieu de la variéte des opinions de ses membres. Essayons de 
donner sur cela quelques regles, en considérant les deux cas les plus 
ordinaires, |’élection entre plusieurs candidats, et celle entre plusieurs 
propositions relatives au méme objet. 

Lorsqu’une assemblée doit choisir entre plusieurs candidats qui se 
présentent pour une ou plusieurs places du méme genre, ce qui parait 
le plus simple est de faire écrire 4 chaque votant, sur un billet, les 
noms de tous les candidats, suivant l’ordre du mérite qu'il leur attri- 
bue. En supposant qu’il les classe de bonne foi, inspection de ces 
billets fera connaitre les résultats des élections, de quelque manieére 
que les candidats soient comparés entre eux, en sorte que de nouvelles 
élections ne peuvent apprendre rien de plus a cet égard. I s’agit pré- 
sentement d’en conclure l’ordre de préférence que les billets établis- 
sent entre les candidats. Imaginons que l’on donne a chaque électeur 
une urne qui contienne une infinité de boules, au moyen desquelles i] 
puisse nuancer tous les degrés de mérite des candidats; concevons 
encore qu’il tire de son urne un nombre de boules proportionnel au 
mérite de chaque candidat, et supposons ce nombre écrit sur un billet, 
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» coté du nom du candidat. Il est clair qu’en faisant une somme de 
tous les nombres relatifs & chaque candidat sur chaque billet, celui de 
tous les candidats qui aura la plus grande somme sera le candidat que 
l’assemblée préfere, et qu’en général l’ordre de préférence des candi- 
dats sera celui des sommes relatives & chacun d’eux. Mais les billets 
ne marquent point le nombre des boules que chaque électeur donne 
aux candidats; ils indiquent seulement que le premier en a plus que 
le second, le second plus que le troisieme, et ainsi de suite. En suppo- 
sant donc au premier, sur un billet donné, un nombre quelconque de 
boules, toutes les combinaisons des nombres inférieurs, qui remplis- 
sent les conditions précédentes, sont également admissibles, et l’on 
aura le nombre de boules relatif 4 chaque candidat en faisant une 
somme de tous les nombres que chaque combinaison lui donne et en la 
divisant par le nombre entier des combinaisons. Une analyse fort 
simple fait voir que les nombres qu’il faut écrire sur chaque billet a 
coté du dernier nom, de l’avant-dernier, etc., sont proportionnels aux 
termes de la progression arithmétique t, 2, 3,.... En écrivant done 
ainsi, sur chaque billet, les termes de cette progression, et ajoutant 
les termes relatifs & chaque candidat sur ces billets, les diverses 
sommes indiqueront par leur grandeur l’ordre de préférence qui doit 
étre établi entre les candidats. Tel est le mode d’élection qu’indique 
la Théorie des Probabilités. Sans doute il serait le meilleur, si chaque 
électeur inscrivait sur son billet les noms des candidats dans l’ordre 
du mérite qu’il leur attribue. Mais les intéréts particuliers et beaucoup 
de considérations étrangeres au mérite doivent troubler cet ordre, et 
faire placer quelquefois au dernier rang le candidat le plus redoutable 
a celui que l’on préfere, ce qui donne trop d’avantage aux candidats 
dun médiocre mérite. Aussi l’expérience a-t-elle fait abandonner ce 
mode d’élection, dans les établissements qui l’avaient adopté. 
L’élection a la majorité absolue des suffrages réunit & la certitude de 
n’admettre aucun des candidats que cette majorité rejette, l’avantage 
d’exprimer, le plus souvent, le voeu de l’assemblée. Elle coincide tou- 
jours avec le mode précédent, lorsqu’il n’y a que deux candidats. A la 
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vérité, elle expose & l’inconvénient de rendre les élections intermi- 
nables. Mais l’expérience a fait voir que cet inconvénient est nul, et 
que le désir général de mettre fin aux élections réunit bientét la majo- 
rité des suffrages sur un des candidats. 

Le choix entre plusieurs propositions relatives au méme objet semble 
devoir étre assujetti aux mémes regles que l’élection entre plusieurs 
candidats. Mais il existe entre ces deux cas cette différence, savoir, 
que le mérite d’un candidat n’exclut point celui de ses concurrents, au 
lieu que, si les propositions entre lesquelles il faut choisir sont con- 
traires, la vérité de l'une exclut la vérité des autres. Voici comme on 
doit alors envisager la question. 

Donnons a chaque votant une urne qui renferme un nombre infini 
de boules et supposons qu'il les distribue sur les diverses propositions, 
en raison des probabilités respectives quil leur attribue. Il est clair 
que, le nombre total des boules exprimant la certitude, et le votant 
étant, par l’hypothese, assuré que l’une des propositions doit étre 
vraie, il répartira ce nombre en entier sur les propositions. Le pro- 
bleme se réduit donc a déterminer les combinaisons dans lesquelles 
les boules seront réparties de maniere qu'il y en ait plus sur la pre- 
miere proposition du billet que sur la deuxieme, plus sur la deuxieme 
que sur la troisieme, etc.: 4 faire les sommes de tous les nombres de 
boules, relatifs & chaque proposition dans ces diverses combinaisons, 
et a diviser cette somme par le nombre des combinaisons : les quo- 
tients seront les nombres de boules que l’on doit attribuer aux propo- 
sitions sur un billet quelconque. On trouve par l’Analyse qu’en partant 
de la derniére proposition pour remonter a la premiere, ces quotients 
sont entre eux comme les quantités suivantes : 1° l’unité divisée par 
le nombre des propositions; 2° la quantité précédente augmentée de 
l’unité divisée par le nombre des propositions moins une; 3° cette se- 
conde quantité augmentée de l’unité divisée par le nombre des propo- 
sitions moins deux, et ainsi du reste. On écrira donc, sur chaque billet, 
ces quantités a coté des propositions correspondantes, et en ajoutant 
les quantités relatives 4 chaque proposition sur les divers billets, les 
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sommes indiqueront par leur grandeur l’ordre de préférence que l’as- 
semblée donne a ces propositions. 

Disons un mot de la manitre de renouveler les assemblées qui 
doivent changer en totalité, dans un nombre d’années déterminé. Le 
renouvellement doit-il se faire & la fois, ou convient-il de le partager 
entre ces années? D’apreés ce dernier mode, |’assemblée serait formée 
sous l’influence des diverses opinions dominantes pendant la durée de 
son renouyellement; l’opinion qui y régnerait alors serait donc tres 
probablement la moyenne de toutes ces opinions. L’assemblée rece- 
vrait ainsi du temps le méme avantage que lui donne l’extension des 
élections de ses membres a toutes les parties du territoire qu’elle re- 
présente. Maintenant, si l’on considere ce que l’expérience n’a que 
trop fait connaitre, savoir, que les élections sont toujours dirigées dans 
le sens le plus exagéré des opinions dominantes, on sentira combien 
il est utile de tempérer ces opinions les unes par les autres, au moyen 


d’un renouvellement partiel. 


De la probabilité des jugements des tribunaucx. 


L’Analyse confirme ce que le simple bon sens nous dicte, savoir, 
que la bonté des jugements est d’autant plus probable que les juges 
sont plus nombreux et plus éclairés. Il importe donc que les tribunaux 
d’appel remplissent ces deux conditions. Les tribunaux de premiere 
instance, plus rapprochés des justiciables, leur offrent l’avantage d’un 
premier jugement déja probable, et dont ils se contentent souvent, 
soit en transigeant, soit en se désistant de leurs prétentions. Mais si 
incertitude de Vobjet en litige et son importance déterminent un 
plaideur & recourir au tribunal d’appel, il doit trouver dans une plus 
grande probabilité d’obtenir un jugement équitable, plus de streté 
pour sa fortune, et la compensation des embarras et des frais qu’une 
nouvelle procédure entraine. C’est ce qui n’avait point lieu dans l’in- 
stitution de l’appel réciproque des tribunaux de département, institu- 
tion par 1a tres préjudiciable aux intéréts des citoyens. Il serait, peut- 
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étre convenable et conforme au Calcul des probabilités d’exiger une 
majorité de deux voix au moins, dans un tribunal d’appel, pour infir- 
mer la sentence du tribunal inférieur. On obtiendrait ce résultat, si, le 
tribunal d’appel étant composé d’un nombre pair de juges, la sentence 
subsistait dans le cas de l’égalité des voix. 

Je vais considérer particuligrement les jugements en matiére crimi- 
nelle. 

I] faut sans doute aux juges, pour condamner un accusé, les plus 
fortes preuves de son délit. Mais une preuve morale n’est jamais qu’une 
probabilité, et ’expérience n’a que trop fait connaitre les erreurs dont 
les jugements criminels, ceux mémes qui paraissent étre les plus 
justes, sont encore susceptibles. La possibilité de réparer ces erreurs 
est le plus solide argument des philosophes qui ont voulu proscrire la 
peine de mort. Nous devrions done nous abstenir de juger, sil nous 
fallait attendre l’évidence mathématique. Mais-le jugement est com- 
mandé par le danger qui résulterait de ?impunité du crime. Ce juge- 
ment se réduit, si je ne me trompe, a la solution de la question suivante. 
La preuve du délit de l’accusé a-t-elle le haut degré de probabilité 
nécessaire, pour que les citoyens aient moins a redouter les erreurs des 
tribunaux, s’1l est innocent et condamné, que ses nouveaux attentats et 
ceux des malheureux qu’enhardirait l’exemple de son impunité, s’il 
était coupable et absous? La solution de cette question dépend de plu- 
sieurs éléments tres difficiles & connaitre. Telle est l’imminence du 
danger qui menacerait la société, si l’accusé criminel restait impuni. 
Quelquefois ce danger est si grand que le magistrat se voit contraint de 
renoncer aux formes sagement établies pour la streté de l’innocence. 
Mais ce qui rend presque toujours la question dont il s’agit insoluble 
est ’impossibilité d’apprécier exactement la probabilité du délit et de 
fixer celle qui est nécessaire pour la condamnation de l’accusé. Chaque 
juge, a cet égard, est forcé de s’en rapporter 4 son propre tact. Il forme 
son opinion, en comparant les divers témoignages et les circonstances 
dont le délit est accompagné, aux résultats de ses réflexions et de son 


expérience, et, sous ce rapport, une longue habitude d’interroger et 
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de juger les accusés donne beaucoup d’avantages pour saisir la vérité 
au milicu d’indices souvent contradictoires. 

La question précédente dépend encore de la grandeur de la peine 
appliquée au délit, car on exige naturellement, pour prononcer la mort, 
des preuves beaucoup plus fortes que pour infliger une détention de 
quelques mois. C’est une raison de proportionner la peine au délit, une 
peine grave appliquée & un léger délit devant inévitablement faire 
absoudre beaucoup de coupables. Le produit de la probabilité du délit 
par sa gravité étant la mesure du danger que l’absolution de l’accusé 
peut faire éprouver a la société, on pourrait penser que la peine doit 
dépendre de cette probabilité. C’est ce que l’on fait indirectement dans 
les tribunaux, ot l’on retient pendant quelque temps l’accusé contre 
lequel s’élevent des preuves tres fortes, mais insuffisantes pour le con- 
damner; dans la vue d’acquérir de nouvelles lumieres, on ne le remet 
point sur-le-champ au milieu de ses concitoyens, qui ne le reverraient 
pas sans de vives alarmes. Mais l’arbitraire de cette mesure et l’abus 
qu’on peut en faire l’ont fait rejeter dans les pays ot l’on attache le plus 
grand prix a la liberté individuelle. 

Maintenant, quelle est la probabilité que la décision d’un tribunal, 
qui ne peut condamner qu’a une majorité donnée, sera juste, c’est 
a-dire conforme a la vraie solution de la question posée ci-dessus? Ce 
probleme important, bien résolu, donnera le moyen de comparer entre 
eux les tribunaux divers. La majorité d’une seule voix dans un nom- 
breux tribunal indique que l’affaire dont il s’agit est a fort peu pres 
douteuse; la condamnation de l’accusé serait donc alors contraire aux 
principes d’humaniteé, protecteurs de l’innocence. L’unanimiteé des juges 
donnerait une tres grande probabilité d’une décision juste, mais en s’y 
astreignant, trop de coupables seraient absous. Il faut donc, ou limiter 
le nombre des juges si l’on veut qwils soient unanimes, ou accroitre 
la majorité nécessaire pour condamner lorsque le tribunal devient plus 
nombreux. Je vais essayer d’appliquer le calcul & cet objet, persuadé 
qu'il est toujours le meilleur guide, lorsqu’on l’appuie sur les données 
que le bon sens nous suggere. 
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La probabilité que l’opinion de chaque juge est juste entre comme 
élément principal dans ce calcul. Cette probabilité est évidemment 
relative & chaque affaire. Si, dans un tribunal de mille et un juges, 
cing cent un sont d’une opinion et cing cents sont de l’opinion con- 
traire, il est visible que la probabilité de l’opinion de chaque juge sur- 
passe bien peu 5; car, en la supposant sensiblement plus grande, une 
seule voix de différence serait un événement invraisemblable. Mais, si 
les juges sont unanimes, cela indique dans les preuves ce degré de 
force qui entraine la conviction; la probabilité de lopinion de chaque 
juge est donc alors tres pres de l’unité ou de la certitude, 4 moins que 
des passions ou des préjugés communs n’égarent a la fois tous les 
juges. Hors de ces cas, le rapport des voix pour ou contre l’accusé doit 
seul déterminer cette probabilité. Je suppose ainsi qu’elle peut varier 
depuis > jusqu’a lunité, mais qu’elle ne peut étre au-dessous de }. Si 
cela n’était pas, la décision du tribunal serait insignifiante comme le 
sort; elle n’a de valeur qu’autant que l’opinion du juge a plus de ten- 
dance a la vérité qu’a l’erreur. C’est ensuite par le rapport des nombres 
de voix favorables et contraires a l’accusé que je détermine la proba- 
bilité de cette opinion. 

Ces données suffisent pour avoir l’expression générale de la proba- 
bilité que la decision d’un tribunal, jugeant a une majorité connue, est 
juste. Dans les tribunaux ou, sur huit juges, cing voix seraient néces- 
saires pour la condamnation d’un accusé, la probabilité de l’erreur a 
craindre sur la justesse de la décision surpasserait >. Si le tribunal était 
réduit a six membres qui ne pourraient condamner qu’a la pluralité 
de quatre voix, la probabilité de l’erreur 4 craindre serait au-dessous 
de 4; il y aurait done pour l’accusé un avantage a cette réduction du 
tribunal. Dans l’un et l’autre cas, la majorité exigée est la méme et 
égale a deux. Ainsi, cette majorité demeurant constante, la probabi- 
lité de l’erreur augmente avec le nombre des juges; cela est général, 
quelle que soit la majorité requise, pourvu qu’elle reste la méme. En 
prenant done pour regle le rapport arithmétique, l’accusé se trouve 
dans une position de moins en moins avantageuse, & mesure que le 
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tribunal devient plus nombreux. On pourrait croire que dans un tri- 
bunal ott l’on exigerait une majorité de douze voix, quel que fut le 
nombre des juges, les voix de Ja minorité neutralisant un_pareil 
nombre des voix de la majorité, les douze voix restantes représente- 
raient l’unanimité d’un jury de douze membres, requise en Angleterre 
pour la condamnation d’un accusé. Mais on serait dans une grande 
erreur. Le bon sens fait voir qu'il ya une difference entre la décision 
d’un tribunal de deux cent douze juges, dont cent douze condamnent 
l’accusé, tandis que cent l’absolvent, et celle d’un tribunal de douze 
juges unanimes pour ia condamnation. Dans le premier cas, les cent 
voix favorables a l’accusé autorisent & penser que les preuves sont loin 
d’atteindre le degré de force qui entraine la conviction; dans le second 
cas, l’unanimité des juges porte a croire qu’elles ont atteint ce degré. 
Mais le simple bon sens ne suffit point pour apprécier l’extréme diffé- 
rence de la probabilité de l’erreur dans ces deux cas. I] faut alors 
recourir au calcul, et l’on trouve un cinquieme a peu pres pour la proba- 
bilité de l’erreur dans le premier cas, et seulement =+; pour cette pro- 
babilité dans le second cas, probabilité qui n’est pas un millieme de la 
premiere. C’est une confirmation du principe, que le rapport arithmé- 
tique est défavorable a l’accusé quand le nombre des juges augmente. 
Au contraire, si l’on prend pour regle le rapport géométrique, la pro- 
babilité de l’erreur de la décision diminue quand le nombre des juges 
s’accroit. Par exemple, dans les tribunaux qui ne peuvent condamner 
qu’a la pluralité des deux tiers des voix, la probabilité de erreur a 
craindre est a peu pres un quart, si le nombre des juges est six; elle est 
au-dessous de +, si ce nombre s’éléve & douze. Ainsi l’on ne doit se 
régler ni sur le rapport arithmétique ni sur le rapport géométrique, si 
Von veut que la probabilité de l’erreur ne soit jamais au-dessus ni au- 
dessous d’une fraction déterminée. 

Maisa quelle fraction doit-on se fixer? C’est ici que l’arbitraire com- 
mence, et les tribunaux offrent a cet égard de grandes variétés. Dans 
les tribunaux spéciaux ot cing voix sur huit suffisent pour la con- 
damnation de l’accusé, la probabilité de l’erreur & craindre sur la bonté 
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du jugement est *%, ou au-dessus de +. La grandeur de cette fraction 


est effrayante; mais ce qui doit rassurer un peu est la considération 
que le plus souvent le juge qui absout un accusé ne le regarde pas 
comme innocent; il prononce seulement qu’il n’est pas atteint par des 
preuves suffisantes pour qu'il soit condamné. On est surtout rassuré 
par la pitié que la nature a mise dans le coeur de ’homme, et qui dis- 
pose l’esprit a voir difficilement un coupable dans l’accusé soumis A 
son jugement. Ce sentiment, plus vif dans ceux qui n’ont point l’habi- 
tude des jugements criminels, compense les inconyénients attachés a 
Vinexpérience des jurés. Dans un jury de douze membres, si la pluralité 


exigée pour la condamnation est de huit voix sur douze, la probabilité 
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sa, ou uN peu plus grande qu’un huitieme ; 


de l’erreur a craindre es 


ne 
Dye 


elle est & peu pres 54, si cette pluralité est de neuf voix. Dans le cas de 
Vunanimité, la probabilité de l’erreur a craindre est ;4;, c’est-a-dire 
plus de mille fois moindre que dans nos jurys. Cela suppose que |’una- 
nimité résulte uniquement des preuves favorables ou contraires a l’ac- 
cusé; mais des motifs entierement étrangers doivent souvent concourir 
a la produire, lorsqu’elle est imposée au jury comme une condition 
nécessaire de son jugement. Alors, ses décisions dépendant du tempé- 
rament, du caractere et des habitudes des jurés, elles sont quelque- 
fois contraires aux décisions que la majorité du jury aurait prises s’il 
n’etit écouté que les preuves, ce qui me parait étre un grand défaut 
de cette maniere de juger. 

La probabilité des décisions est trop faible dans nos jurys, et je 
pense que, pour donner une garantie suffisante 4 innocence, on doit 


exiger au moins la pluralité de neuf voix sur douze. 


Des Tables de mortalité, et des durées moyennes de la vie, 


des mariages et des associations quelconques. 


La manieére de former les Tables de mortalité est fort simple. On 
prend dans les registres civils un grand nombre d’individus dont la 
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naissance et la mort soient indiquées. On détermine combien de ces 
individus sont morts dans la premiere année de leur age, combien 
dans la seconde année, et ainsi de suite. On en conclut le nombre d’in- 
dividus vivants au commencement de chaque année, et l’on écrit ce 
nombre dans la Table & coté de celui qui indique l’année. Ainsi |’on 
écrit 2 cété de zéro le nombre des naissances, a cdté de l'année 1 le 
nombre des enfants qui ont atteint une année, a cdté de l’année 2 le 
nombre des enfants qui ont atteint deux années, et ainsi du reste. 
Mais, comme dans les deux premieres années de la vie Ja mortalité est 
tres rapide, il faut, pour plus d’exactitude, indiquer dans ce premier 
age le nombre des survivants a la fin de chaque demi-année. 

Si l’on divise la somme des années de la vie de tous les individus 
inserits dans une Table de mortalité par le nombre de ces individus, on 
aura la durée moyenne de la vie qui correspond a cette Table. Pour 
cela, on multipliera par une demi-année le nombre des morts dans la 
premiere année, nombre égal a la difference des nombres d’individus 
inscrits 2 cété des années o et 1. Leur mortalité devant étre répartie 
sur l’année entiere, la durée moyenne de leur vie n’est qu'une demi- 
année. On multipliera par une année et demie le nombre des morts 
dans la secondeannée, par deux années et demie le nombre des morts 
dans la troisieme année, et ainsi de suite. La somme de ces produits, 
divisée par le nombre des naissances, sera la durée moyenne de la vie. 
Il est facile d’en conclure que l’on aura cette durée, en formant la 
somme des nombres inscrits dans la Table a coté de chaque année, en 
la divisant par le nombre des naissances, et en retranchant un demi du 
quotient, l’année étant prise pour unité. La durée moyenne de ce qui 
reste & vivre, en partant d’un age quelconque, se détermine de la 
méme maniere, en opérant sur le nombre des individus qui sont par- 
venus a cet age comme on vient de le faire sur le nombre des nais- 
sances. Ce n’est point au moment de la naissance que la durée moyenne 
de la vie est la plus grande; c’est lorsqu’on a échappé aux dangers de 
la premiére enfance, et alors elle est d’environ quarante-trois ans. La 
probabilité d’arriver 4 un age quelconque en partant d’un age donné 
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est égale au rapport des deux nombres d’individus indiqués dans la 
Table a ces deux ages. 

La précision de ces résultats exige que, pour la formation des Tables, 
on emploie un tres grand nombre de naissances. L’analyse donne alors 
des formules tres simples pour apprécier la probabilité que les nombres 
indiqués dans ces Tables ne s’écarteront de la vérité que dans d’étroites 
limites. On voit par ces formules que Vintervalle des limites diminue 
et que la probabilité augmente & mesure que |’on considére plus de 
naissances, en sorte que les Tables représenteraient exactement la vraie 
loi de la mortalité, si le nombre des naissances employées devenait 
infini. 

Une Table de mortalité est donc une Table des probabilités de la vie 
humaine. Le rapport des individus inscrits a cété de chaque année au 
nombre des naissances est la probabilité quwun nouveau-né atteindra 
cette année. Comme on estime la valeur de l’espérance en faisant une 
somme des produits de chaque bien espéré par la probabilité de l’ob- 
tenir, on peut également évaluer la durée moyenne de la vie en ajou- 
tant les produits de chaque année par la demi-somme des probabilités 
d’en atteindre le commencement et la fin, ce qui conduit au résultat 
trouvé ci-dessus. Mais cette maniere d’envisager la durée moyenne de 
la vie a l’avantage de faire voir que, dans une population stationnaire, 
c’est-a-dire telle que le nombre des naissances égale celui des morts, 
la durée moyenne de la vie est le rapport méme de la population aux 
naissances annuelles; car, la population étant supposée stationnaire, le 
nombre des individus d’un age compris entre deux années consécutives 
de la Table est égal au nombre des naissances annuelles multiplié par 
la demi-somme des probabilités d’atteindre ces années; la somme de 
tous ces produits sera donc la population entieére; or il est aisé de voir 
que cette somme, divisée par le nombre des naissances annuelles, 
coincide avec la durée moyenne de la vie telle que nous venons de la 
définir. 

Il est facile, au moyen d’une Table de mortalité, de former la Table 
correspondante de la population supposée stationnaire. Pour cela, on 
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prend des moyennes arithmétiques entre les nombres de la Table de 
mortalité correspondants aux Ages, zéro et un an, un et deux ans, deux 
et trois ans, etc. La somme de toutes ces moyennes est la population 
entire : on l’écrit A coté de l’age zéro. On retranche de cette somme la 
premiere moyenne, et le reste est le nombre des individus d’un an et 
au-dessus : on l’écrit & cété de l’année 1. On retranche de ce premier 
reste la seconde moyenne; ce second reste est le nombre des indi- 
vidus de deux années et au-dessus; on l’écrit & cété de l’année 2, et 
ainsi de suite. 

Tant de causes variables influent sur la mortalité, que les Tables qui 
la représentent doivent changer suivant les lieux et les temps. Les 
divers états de la vie offrent a cet égard des differences sensibles rela- 
tives aux fatigues et aux dangers inséparables de chaque état, et dont 
il est indispensable de tenir compte dans les calculs fondés sur la durée 
de la vie. Mais ces différences n’ont pas encore été suffisamment ob- 
servées. Elles le seront un jour; alors on saura quel sacrifice de la vie 
chaque profession exige, et l’on profitera de ces connaissances pour en 
diminuer les dangers. 

La salubrité plus ou moins grande du sol, son élévation, sa tempé- 
rature, les moeurs des habitants et les opérations des gouvernements 
ont sur la mortalité une influence considérable. Mais il faut toujours 
faire précéder la recherche de la cause des différences observées par 
celle de la probabilité avec laquelle cette cause est indiquée. Ainsi le 
rapport de la population aux naissances annuelles, que |’on a vu s’éle- 
ver en France a vingt-huit et un tiers, n’est pas égal a vingt-cing dans 
ancien duché de Milan. Ces rapports, établis un et l’autre sur un 
grand nombre de naissances, ne permettent pas de révoquer en doute 
lexistence dans le Milanais d’une cause spéciale de mortalité, qu'il 
importe au gouvernement de ce pays de rechercher et de faire dispa- 
raitre. 

Le rapport de la population aux naissances s’accroitrait encore, si 
l'on parvenait 4 diminuer ou a éteindre quelques maladies dangereuses 
et tres répandues. C’est ce que l’on a fait heureusement pour la petite 


INTRODUCTION. clit 


vérole, d’abord par l’inoculation de cette maladie, ensuite d’une ma- 
niére beaucoup plus avantageuse, par l’inoculation de la vaccine, dé- 
couverte inestimable de Jenner, qui par la s’est rendu l’un des plus 
grands bienfaiteurs de l’humanité. 

La petite vérole a cela de particulier, savoir, que le méme individu 
n’en est pas deux fois atteint, ou du moins ce cas est si rare que l’on 
peut en faire abstraction dans le calcul. Cette maladie, a laquelle peu 
de monde échappait avant la découverte de la vaccine, est souvent 
mortelle et fait périr un septieme environ de ceux qu’elle attaque. 
Quelquefois elle est bénigne, et l’expérience a fait connaitre qu’on lui 
donnait ce dernier caractere en |’inoculant sur des personnes saines, 
préparées par un bon régime, et dans une saison favorable. Alors le 
rapport des individus qu’elle fait périr aux inoculés n’est pas un trois- 
centieme. Ce grand avantage de l’inoculation, joint 4 ceux de ne point 
altérer la beauté et de préserver des suites facheuses que la petite veé- 
role naturelle entraine souvent apres elle, la fit adopter par un grand 
nombre de personnes. Sa pratique fut vivement recommandée ; mais, 
ce qui arrive presque toujours dans les choses sujettes a des inconvé- 
nients, elle fut vivement combattue. Au milieu de cette dispute, Da- 
niel Bernoulli se proposa de soumettre au Calcul des probabilités l’in- 
fluence de l’inoculation sur la durée moyenne de la vie. Manquant de 
données précises sur la mortalité produite par la petite vérole aux 
divers ages de la vie, il supposa que le danger d’avoir cette maladie et 
celui d’en périr sont les mémes a tout 4ge. Au moyen de ces supposi- 
tions, il parvint, par une analyse délicate, a convertir une Table ordi- 
naire de mortalité, dans celles qui auraient lieu si la petite vérole 
n’existait pas ou si elle ne faisait périr qu’un tres petit nombre de ma- 
lades, et il en conclut que l’inoculation augmenterait de trois ans au 
moins la durée moyenne de la vie, ce qui lui parut mettre hors doute 
l’avantage de cette opération. D’Alembert attaqua l’analyse de Ber- 
noulli, d’abord sur l’incertitude de ses deux hypotheses, ensuite sur 
son insuffisance en ce que l’on n’y faisait point entrer la comparaison 
du danger prochain, quoique tres petit, de périr par l’inoculation, au 
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danger beaucoup plus grand, mais plus éloigné, de succomber a la 
petite vérole naturelle. Cette considération, qui disparait lorsque l’on 
considére un grand nombre Windividus, est par la indifférente aux 
gouvernements, et laisse subsister pour eux les avantages de l’inocula- 
tion; mais elle est d’un grand poids pour un pere de famille qui doit 
craindre, en faisant inoculer ses enfants, de voir bientot périr ce qu'il 
a de plus cher au monde et d’en étre cause. Beaucoup de parents 
étaient retenus par cette crainte, que la découverte de la vaccine a heu- 
reusement dissipée. Par un de ces mysteres que la nature nous offre si 
fréquemment, le vaccin est un préservatif de la petite vérole, aussi 
sur que le virus variolique, et il n’a aucun danger; il n’expose a aucune 
maladie et ne demande que tres peu de soins. Aussi sa pratique s’est- 
elle promptement répandue, et, pour la rendre universelle, il ne reste 
plus & vaincre que l’inertie naturelle du peuple, contre laquelle il 
faut lutter sans cesse, méme lorsqu’il s’agit de ses plus chers inté- 
réts. 

Le moyen le plus simple de calculer l’avantage que produirait l’ex- 
tinction d’une maladie consiste & déterminer par l’observation le 
nombre d’individus d’un age donné qu'elle fait périr chaque année, et 
a le retrancher du nombre des morts au méme age. Le rapport de la 
différence au nombre total d’individus de lage donné serait la proba- 
bilité de périr dans année, a cet age, si la maladie n’existait pas. En 
faisant donc une somme de ces probabilités depuis la naissance jusqu’a 
un dge quelconque, et retranchant cette somme de l’unité, le reste sera 
ja probabilité de vivre jusqu’a cet age, correspondante a l’extinction 
de la maladie. La série de ces probabilités sera la Table de mortalité, 
relative a cette hypothese, et l’on en conclura, par ce qui précéde, la 
durée moyenne de la vie. C’est ainsi que Duvillard a trouvé que l’ac- 
croissement de la durée moyenne de la vie, da & l’inoculation de la 
vaccine, est de trois ans au moins. Un accroissement aussi considérable 
en produirait un fort grand dans la population, si d’ailleurs elle n’était 
pas restreinte par la diminution relative des subsistances. 

C’est principalement par le défaut des subsistances que la marche 
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progressive de la population est arrétée. Dans toutes les especes d’ani- 
maux et de végétaux, la nature tend sans cesse & augmenter le nombre 
des individus, jusqu’a ce qu’ils soient au niveau des moyens de sub- 
sister. Dans l’espece humaine, les causes morales ont une grande in- 
fluence sur la population. Si le sol, par de faciles défrichements, peut 
fournir une nourriture abondante a des générations nouvelles, la certi- 
tude de faire vivre une nombreuse famille encourage les mariages et les 
rend plus précoces et plus féconds. Sur un sol pareil, la population et 
les naissances doivent croitre & la fois en progression géométrique. 
Mais, quand les défrichements deviennent plus difficiles et plus rares, 
alors l’accroissement de la population diminue; elle se rapproche con- 
tinuellement de l'état variable des subsistances, en faisant autour de 
lui des oscillations, & peu pres comme un pendule, dont on promene 
d’un mouvement retardé le point de suspension, oscille autour de ce 
point par sa pesanteur. II est difficile d’évaluer le maximum d’accrois- 
sement de la population; il parait, d’apres quelques observations, que 
dans de favorables circonstances la population de l’espece humaine 
pourrait doubler tous les quinze ans. On estime que, dans |’ Amérique 
septentrionale, la période de ce doublement est de vingt-deux années. 
Dans cet état de choses, la population, les naissances, les mariages, la 
mortalité, tout croit suivant la méme progression géométrique dont on 
a le rapport constant des termes consécutifs par l’observation des nais- 
sances annuelles a deux époques. 

Une Table de mortalité représentant les probabilités de la vie hu- 
maine, on peut déterminer & son moyen la durée des mariages. Sup- 
posons, pour simplifier, que la mortalité soit la méme pour les deux 
sexes, on aura la probabilité que le mariage subsistera un an, ou deux, 
ou trois, ..., en formant une suite de fractions dont le dénominateur 
commun soit le produit des deux nombres de la Table, correspondants 
aux ages des conjoints, et dont les numérateurs soient les produits suc- 
cessifs des nombres correspondants 4 ces ages augmentés d’une, de 
deux, de trois, ... années. La somme de ces fractions, augmentée 
d’un demi, sera la durée moyenne du mariage, |’année étant prise pour 
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unité. Il est facile d’étendre la méme regle a la durée moyenne d’une 
association formée de trois ou d’un plus grand nombre d’individus. 


Des bénéfices des établissements qui dependent de la probabilité 


des éyénements. 


Rappelons ici ce que nous avons dit en parlant de l’espérance. On a 
vu que, pour obtenir l’avantage qui résulte de plusieurs événements 
simples, dont les uns produisent un bien, et les autres une perte, il 
faut ajouter les produits de la probabilité de chaque événement fayo- 
rable par le bien qu’il procure, et retrancher de leur somme celle des 
produits de la probabilité de chaque événement défavorable par la 
perte qui y est attachée. Mais, quel que soit l’avantage exprimé par la 
difference de ces sommes, un seul événement composé de ces événe- 
ments simples ne garantit point de la crainte d’éprouver une perte 
réelle. On concoit que cette crainte doit diminuer lorsque l’on multi- 
plie ’événement composé. L’Analyse des Probabilités conduit a ce 
théoreme général : 


Par la répétition d’un événement avantageux, simple ou compose, le 
bénéfice reel devient de plus en plus probable et s’accroit sans cesse : ul de- 
gent certain dans Uhypothése d'un nombre infini de repetitions, et, en le 
divisant par ce nombre, le quotient ou le benefice moyen de chaque événe- 
ment est l’esperance mathematique elle-méme oul avantage relatif a l éve- 
nement. Il en est de méme de la perte qui degient certaine a la longue, 


pour peu que [’événement soit désavantageux. 


Ce théoreme sur les bénéfices et les pertes est analogue a ceux que 
nous avons donnés précédemment sur les rapports qu’indique la répé- 
tition indéfinie des événements simples ou composés, et, comme eux, 
il prouve que la régularité finit par s’établir dans les choses méme les 
plus subordonnées 4 ce que nous nommons hasard, 

Lorsque les événements sont en grand nombre, Analyse donne 
encore une expression fort simple de la probabilité que le bénéfice 
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réel sera compris dans des limites déterminées, expression qui rentre 
dans la loi générale de la probabilité que nous avons donnée ci-dessus, 
en parlant des probabilités qui résultent de la multiplication indéfinie 
des événements. 

Cest de la vérité du théoreme précédent que dépend la stabilité des 
établissements fondés sur les probabilités. Mais, pour qu’il puisse leur 
etre appliqué, il faut que ces établissements, par de nombreuses affaires, 
multiplient les événements avantageux. 

On a fondé sur les probabilités de la vie humaine divers établisse- 
ments, tels que les rentes viageres et les tontines. La méthode la plus 
générale et la plus simple de calculer les bénéfices et les charges de 
ces établissements consiste a les réduire en capitaux actuels. L’intérét 
annuel de Punité est ce que l’on nomme taux de lintérét. A \a fin de 
chaque année, un capital acquiert pour facteur l’unité plus le taux de 
Vinterét; il croit done suivant une progression géométrique dont ce 
facteur est la raison. Ainsi, par l’effet du temps, il devient immense. 
Si, par exemple, le taux de l’intérét est = ou de cing pour cent, le ca- 
pital double a fort peu pres en quatorze ans, quadruple en vingt-neuf 
ans, et dans moins de trois siecles, il devient deux millions de fois plus 
considérable. 

Un accroissement aussi prodigieux a fait naitre ’idée de s’en servir, 
pour amortir la dette publique. Si l’on crée un premier fonds d’amor- 
tissement que l’on place sans cesse avec les intéréts, sur les effets pu- 
blies, en profitant surtout des moments de baisse, et si, lorsque les 
besoins de I’Etat obligent A faire des emprunts, on en consacre une 
partie 4 l’aceroissement du fonds d’amortissement, il est visible que 
ces opérations auront le double avantage d’accroitre ce fonds et de 
soutenir le crédit et les effets publics, et qu’a la longue, la caisse 
d’amortissement absorbera une grande partie de la dette nationale. 
D’heureuses expériences ont pleinement confirmé ces avantages. Mais 
la fidélité dans les engagements et la stabilité, si nécessaires au succes 
de pareils établissements, ne peuvent étre bien garanties que par un 
gouvernement dans lequel la puissance législative est divisée en plu- 
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sieurs pouvoirs indépendants. La confiance qu’inspire le concours né- 
cessaire de ces pouvoirs double la force de I’Etat, et le Souverain lui- 
méme gagne alors en puissance légale beaucoup plus qu’il ne perd en 
puissance arbitraire. 

Il résulte de ce qui précede que le capital actuel, équivalent a une 
somme qui ne doit étre payée qu’apres un certain nombre d’années, 
est égal a cette somme multipliée par la probabilité qu’elle sera payée 
a cette époque, et divisée par lunité augmentée du taux de l’intérét et 
élevée & une puissance exprimée par le nombre de ces années. 

1] est facile d’appliquer ce principe aux rentes viageres sur une ou 
sur plusieurs tétes, et aux caisses d’épargne et d’assurance d’une na- 
ture quelconque. Supposons que l’on se propose de former une Table 
de rentes viageres, d’apres une Table donnée de mortalité. Une rente 
viagere payable au bout de cing ans, par exemple, et réduite en ca- 
pital actuel, est, par ce principe, égale au produit des deux quantités 
suivantes, savoir, la rente divisée par la cinquieme puissance de l’unité 
augmentée du taux de l’intérét, et la probabilité de la payer. Cette pro- 
babilité est le rapport inverse du nombre des individus inscrits dans la 
Table, vis-a-vis de l’age de celui qui constitue la rente, au nombre in- 
serit vis-a-vis de cet age augmenté de cing années. En formant donc 
une suite de fractions dont les dénominateurs soient les produits du 
nombre de personnes indiquées dans la Table de mortalité comme vi- 
vantes a l’age de celui qui constitue la rente, par les puissances succes- 
sives de l’unité augmentée du taux de lintérét, et dont les numéra- 
teurs soient les produits de la rente par le nombre des personnes 
vivantes au méme age augmenté successivement d’une année, de deux 
années, ..., la somme de ces fractions sera le capital requis pour la 
rente viagere a cet age. 

Supposons maintenant qu’une personne yeuille, au moyen d’une 
rente viagere, assurer a ses héritiers un capital payable a la fin de 
Vannée de sa mort. Pour déterminer la valeur de cette rente, on peut 
imaginer que la personne emprunte en viager a une caisse ce capital 
divisé par l’unité augmentée du taux de l’intérét, et qu'elle le place a 
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intérét perpétuel a la méme caisse. Il est clair que ce capital sera di 
par la caisse a ses héritiers, a la fin de l'année de sa mort; mais elle 
n’aura payé, chaque année, que l’exces de l’intérét viager sur l’intérét 
perpétuel. La Table des rentes viageres fera done connaitre ce que la 
personne doit payer annuellement a la caisse, pour assurer ce capital 
apres sa mort. 

Les assurances maritimes, celles contre les incendies et les orages, 
et généralement tous les établissements de ce genre, se calculent par 
les mémes principes. Un négociant a des vaisseaux en mer, il veut as- 
surer leur valeur et celle de leur cargaison contre les dangers qu’ils 
peuvent courir; pour cela, il donne une somme & une compagnie qui 
lui répond de la valeur estimée de ses cargaisons et de ses vaisseaux. 
Le rapport de cette valeur 4 la somme qui doit étre donnée pour prix de 
Vassurance dépend des dangers auxquels les vaisseaux sont exposés, 
et ne peut étre apprécié que par des observations nombreuses sur le 
sort des vaisseaux partis du port pour la méme destination. 

Si les personnes assurées ne donnaient & la compagnie d’assurances 
que la somme indiquée par le Calcul des Probabilités, cette compagnie 
ne pourrait pas subvenir aux dépenses de son établissement; il faut 
done qu’elles payent d’une somme plus forte le prix de leur assurance. 
Mais alors quel est leur avantage? C’est ici que la considération du 
désavantage moral attaché a l’incertitude devient nécessaire. On con- 
coit que le jeu le plus égal devenant, comme on I’a yu précédemment, 
désavantageux parce que le joueur échange une mise certaine contre 
un bénéfice incertain, l’assurance par laquelle on échange l’incertain 
contre le certain doit étre avantageuse. C’est, en effet, ce qui résulte 
de la regle que nous avons donnée ci-dessus pour déterminer |’espé- 
rance morale, et par laquelle on voit, de plus, jusqu’ot peut s’étendre 
le sacrifice que l’on doit faire a la compagnie d’assurances, en conser- 
vant toujours un avantage moral. Cette compagnie peut donc, en pro- 
curant cet avantage, faire elle-méme un grand bénéfice, si le nombre 
des assurés est tres considérable, condition nécessaire 4 son existence 
durable. Alors son bénéfice devient certain, et ses espérances mathé- 
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matique et morale coincident. Car |’Analyse conduit a ce théoreme 
général, savoir, que si les expectatives sont tres nombreuses, les deux 
espérances approchent sans cesse l’une de l’autre, et finissent par coin- 
cider dans le cas d’an nombre infini d’expectatives. 

Nous avons dit, en parlant des espérances mathématique et morale, 
qwil y a un avantage moral a répartir les risques d’un bien que lon 
attend sur plusieurs de ses parties. Ainsi, pour faire parvenir une 
somme d’argent d’un port éloigné, il vaut mieux la répartir sur plu- 
sieurs vaisseaux que de l’exposer sur un seul. C’est ce que lon fait au 
moyen des assurances mutuelles. Si deux personnes ayant chacune la 
méme somme sur deux vaisseaux différents, partis du méme port pour 
la méme destination, conviennent de partager également tout l’argent 
qui leur arrivera, il est clair que, par cette convention, chacune d’elles 
répartit également sur les deux vaisseaux la somme qu’elle attend. A 
la vérité, ce genre d’assurances laisse toujours de l’incertitude sur la 
perte que l’on peut craindre. Mais cette incertitude diminue a mesure 
que le nombre des associés augmente; l’avantage moral s’accroit de 
plus en plus, et finit par coincider avec l’avantage mathématique, sa 
limite naturelle. Cela rend l'association d’assurances mutuelles, lors- 
qu’elle est tres nombreuse, plus avantageuse aux assurés que les com- 
pagnies d’assurances qui, a raison du bénéfice qu’elles font, donnent 
un avantage moral toujours inférieur a l’avantage mathématique. Tous 
ces résultats sont, comme on l’a vu précédemment, indépendants de la 
loi qui exprime l’avantage moral. 

On peut envisager un peuple libre comme une grande association 
dont les membres se garantissent mutuellement leurs propriétés, en 
supportant proportionnellement les charges de cette garantie. La con- 
fédération de plusieurs peuples leur donnerait des avantages analogues 
a ceux que chaque individu retire de la Société. Un Congres de leurs 
représentants discuterait les objets d’une utilité commune A tous, et 
sans doute alors le systeme des poids, des mesures et des monnaies, 
proposé par les savants frangais, serait adopté dans ce Congres, comme 
une des choses les plus utiles aux relations commerciales. 
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Parmi les établissements fondés sur les probabilités de la vie hu- 
maine, les meilleurs sont ceux dans lesquels, au moyen d’un léger sa- 
crifice de son revenu, on assure son existence et celle de sa famille 
pour un temps ow l’on doit craindre de ne plus suffire a ses besoins. 
Autant le jeu est immoral, autant ces établissements sont avantageux 
aux meeurs, en favorisant les plus doux penchants de la nature. Le Gou- 
vernement doit done les encourager et les respecter dans les vicissi- 
tudes de la fortune publique; car les espérances qu’ils présentent por- 
tant sur un avenir éloigné, ils ne peuvent prospérer qu’a l’abri de toute 
inquiétude sur leur durée. C’est un avantage que |’institution du Gou- 
vernement représentatif leur assure. 

Disons un mot des emprunts. Il est clair que, pour emprunter en per- 
pétuel, il faut payer, chaque année, le produit du capital par le taux 
de lVintérét. Mais on peut vouloir acquitter ce capital en payements 
égaux faits pendant un nombre déterminé d’années, payements que 
Von nomme annuités, et dont on obtient ainsi la valeur. Chaque an- 
nuité, pour étre réduite au moment actuel, doit étre divisée par une 
puissance de l’unité augmentée du taux de l’intérét, égale au nombre 
des années apres lesquelles on doit payer cette annuité. En formant 
donc une progression géométrique dont le premier terme soit |’annuité 
divisée par l’unité augmentée du taux de l’intérét, et dont le dernier 
soit cette annuité divisée par la méme quantité élevée a une puissance 
égale au nombre des années pendant lesquelles le payement doit avoir 
lieu, la somme de cette progression sera équivalente au capital em- 
prunté, ce qui détermine la valeur de l’annuité. Si l’on veut faire un 
emprunt viager, on observera que, les Tables de rentes viageres don- 
nant le capital requis pour constituer une rente viagere & un age quel- 
conque, une simple proportion donnera la rente que l’on doit faire a 
individu dont on emprunte un capital. On peut calculer par ces prin- 
cipes tous les modes possibles d’emprunt. 
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Des illusions dans Uestimation des probabilites. 


L’esprit a ses illusions, comme le sens de la vue, et de méme que le 
toucher corrige celles-ci, la réflexion et le calcul corrigent les pre- 
mieres. La probabilité fondée sur une expérience journaliére, ou exa- 
gérée par la crainte et l’espérance, nous frappe plus qu'une probabi- 
lité supérieure, mais qui n’est qu’un simple résultat du calcul. Ainsi 
nous ne craignons point, pour de faibles ayantages, d’exposer notre 
vie 4 des dangers beaucoup moins invraisemblables que la sortie d’un 
quine a la loterie de France, et cependant personne ne voudrait se pro- 
curer les mémes avantages, avec la certitude de perdre la vie, si ce 
quine arrivait. / 

Nos passions, nos préjugés et les opinions dominantes, en exagérant 
les probabilités qui leur sont favorables et en atténuant les probabi- 
lités contraires, sont des sources abondantes d’illusions dangereuses. 

Les maux présents et la cause qui les fait naitre nous affectent beau- 
coup plus que le souvenir des maux produits par la cause contraire ; 
ils nous empéchent d’apprécier avec justesse les inconvénients des 
uns et des autres et la probabilité des moyens propres a nous en pré- 
server. C’est ce qui porte alternativement vers le despotisme et vers 
Vanarchie les peuples sortis de l'état de repos, dans lequel ils ne ren- 
trent jamais qu’apres de longues et cruelles agitations. 

Cette impression vive que nous recevons de la présence des événe- 
ments, et qui nous laisse & peine remarquer les événements contraires 
observés par d’autres, est une cause principale d’erreur, dont on ne 
peut trop se garantir. 

C’est principalement au jeu qu’une foule d’illusions entretiennent 
Vespérance et la soutiennent contre les chances défavorables. La plupart 
de ceux qui mettent aux loteries ne savent pas combien de chances sont 
a leur avantage, combien leur sont contraires. Ils n’envisagent que la 
possibilité, pour une mise légere, de gagner une somme considérable, 
et les projets que leur imagination enfante exagerent & leurs yeux la 
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probabilité de Pobtenir; le pauvre surtout, excité par le désir d’un 
meilleur sort, expose & ce jeu son nécessaire, en s’attachant aux com- 
binaisons les plus défavorables qui lui promettent un grand bénéfice. 
Tous seraient sans doute effrayés du nombre immense des mises per- 
dues, s’ils pouvaient les connaitre; mais on prend soin, au contraire, de 
donner aux gains une grande publicité, qui devient une nouvelle cause 
d’excitation a ce jeu funeste. 

Lorsqu’a la loterie de France un numéro n’est pas sorti depuis long- 
temps, la foule s’empresse de le couvrir de mises. Elle juge que le nu- 
mero resté longtemps sans sortir doit, au premier tirage, sortir de pré- 
férence aux autres. Une erreur aussi commune me parait tenir & une 
illusion par laquelle on se reporte involontairement a l’origine des évé- 
nements. I] est, par exemple, tres peu vraisemblable qu’au jeu de crow 
ou pile on amenera croix dix fois de suite. Cette invraisemblance qui 
nous frappe encore, lorsqu’il est arrivé neuf fois, nous porte a croire 
qu’au dixieme coup pve arrivera. Cependant le passé, en indiquant 
dans la piece une plus grande pente pour croix que pour pile, rend le 
premier de ces événements plus probable que lautre; il augmente, 
comme on l’a vu, la probabilité d’amener crovz au coup suivant. Une 
illusion semblable persuade & beaucoup de monde que Il’on peut gagner 
surement a la loterie, en placant, chaque fois, sur un méme numéro 
jusqu’a sa sortie, une mise dont le produit surpasse la somme de 
toutes les mises. Mais, quand méme de semblables spéculations ne se- 
raient pas souvent arrétées par l’impossibilité de les soutenir, elles ne 
diminueraient point le désavantage mathématique des spéculateurs et 
elles accroitraient leur désavantage moral, puisqu’a chaque tirage ils 
exposeraient une plus grande partie de leur fortune. 

Jaivu des hommes, désirant ardemment d’avoir un fils, n’apprendre 
qu’avec peine les naissances des garcons dans le mois ot ils allaient 
devenir peres. S’imaginant que le rapport de ces naissances a celles des 
filles devait étre le méme a la fin de chaque mois, ils jugeaient que les 
garcons déja nés rendaient plus probables les naissances prochaines des 
filles. Ainsi l’extraction d’une boule blanche, d’une urne qui renferme 
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un nombre limité de boules blanches et noires dans un rapport donne, 
accroit la probabilité d’extraire une boule noire au tirage suivant. Mais 
cela cesse d’avoir lieu, quand Je nombre des boules de l’urne est illi- 
mité, comme on doit le supposer, pour assimiler ce cas 4 celui des 
naissances. Si dans le cours d’un mois il était né beaucoup plus de gar- 
cons que de filles, on pourrait soupconner que, vers le temps de leur 
conception, une cause générale a fayorisé les conceptions masculines, 
ce qui rendrait la naissance prochaine d’un garcon plus probable. Les 
éevénements irréguliers de la nature ne sont pas exactement compa- 
rables a la sortie des numéros d’une loterie dans laquelle tous les nu- 
méros sont mélés a chaque tirage, de maniere a rendre les chances de 
leur sortie parfaitement égales. La fréquence d’un de ces événements 
semble indiquer une cause un peu durable qui le favorise, ce qui aug- 
mente la probabilité de son prochain retour, et sa répétition longtemps 
prolongée, telle qu'une longue suite de jours pluvieux, peut développer 
des causes inconnues de son changement; en sorte qu’a chaque événe- 
ment attendu nous ne sommes point, comme a chaque tirage d’une 
loterie, ramenés au méme état d’indécision sur ce qui doit arriver. 
Mais, 4 mesure gue l’on multiplie les observations de ces événements, 
la comparaison de leurs résultats avec ceux des loteries devient plus 
exacte. 

Par une illusion contraire aux précédentes, on cherche dans les ti- 
rages passés de la loterie de France les numéros le plus souvent sortis, 
pour en former des combinaisons sur lesquelles on croit placer sa mise 
avec avantage. Mais, vu la maniere dont le mélange des numéros se 
fait a cette loterie, le passé ne doit avoir sur l’avenir aucune influence. 
Les sorties plus fréquentes d’un numéro ne sont que des anomalies 
du hasard : j’en ai soumis plusieurs au calcul, et j’ai constamment 
trouvé qu’elles étaient renfermées dans des limites que la supposition 
dune égale possibilité de sortie de tous les numéros permet d’admettre 
sans invraisemblance. 

Dans une longue série d’événements du méme genre, les seules 
chances du hasard doivent quelquefois offrir ces veines singuliéres de 
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bonheur ou de malheur, que la plupart des joueurs ne manquent pas 
d’attribuer a une sorte de fatalité. Il arrive souvent, dans les jeux qui 
-dépendent a la fois du hasard et de Vhabileté des joueurs, que celui 
qui perd, troublé par sa perte, cherche & la réparer par des coups ha- 
sardeux qu'il éviterait dans une autre situation : il aggrave ainsi son 
propre malheur, et il en prolonge la durée. C’est cependant alors que 
la prudence devient nécessaire, et qu’il importe de se convaincre que 
le désavantage moral attaché aux chances défavorables s’accroit par 
le malheur méme. 

Le sentiment par lequel Vhomme s’est placé longtemps, au centre 
de Punivers, en se considérant comme l’objet spécial des soins de la 
nature, porte chaque individu a se faire le centre d’une sphere plus ou 
moins étendue, et a croire que le hasard a pour lui des préférences. 
Soutenus par cette opinion, les joueurs exposent souvent des sommes 
considérables a des jeux dont ils savent que les chances leur sont con- 
traires. Dans la conduite de la vie, une semblable opinion peut quel- 
quefois avoir des avantages; mais le plus souvent elle conduit a des 
entreprises funestes. Ici, comme en tout, les illusions sont dangereuses 
et la vérité seule est généralement utile. 

Un des grands avantages du Calcul des Probabilités est d’apprendre 
a se défier des premiers apercus. Comme on reconnait qu’ils trompent 
souvent lorsqu’on peut les soumettre au calcul, on doit en conclure 
que sur d’autres objets il ne faut s’y livrer qu’avec une circonspection 
extréme. Prouvons cela par des exemples. 

Une urne renferme quatre boules noires ou blanches, mais qui ne 
sont pas toutes de la méme couleur. On a extrait une de ces boules. 
dont la couleur est blanche, et que l’on a remise dans l’urne pour pro- 
céder encore a de semblables tirages. On demande la probabilité de 
n’extraire que des boules noires, dans les quatre tirages suivants. 

Si les boules blanches et noires étaient en nombre égal, cette pro- 
babilité serait la quatrieme puissance de la probabilité § d’extraire une 
boule noire a chaque tirage; elle serait donc ;4. Mais l’extraction d’une 
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nombre des boules blanches de V’urne; car, si l’on suppose dans l’urne 
trois boules blanches et une noire, la probabilité d’en extraire une 
boule blanche est 2; elle est 2 si l’on suppose deux boules blanches et 
deux noires; enfin elle se réduit a+ si l’on suppose trois boules noires 
et une blanche. Suivant le principe de la probabilité des causes, tirée 
des événements, les probabilités de ces trois suppositions sont entre 
elles comme les quantités +, 2, +; elles sont par conséquent égales a 5, 5, 
‘Il y a ainsi cing contre un & parier que le nombre des boules noires 
est inférieur ou tout au plus égal a celui des blanches. Il semble done 
que, d’apres l’extraction d’une boule blanche au premier tirage, la 
probabilité d’extraire de suite quatre boules noires doive étre moindre 
que dans le cas de l’égalité des couleurs, ou plus petite que 7. Cepen- 
dant cela n’est pas, et l’on trouve, par un calcul fort simple, cette 
probabilité plus grande que ;4. En effet, elle serait la quatrieme puis- 
sance de +, de = et de? dans la premiere, la seconde et la troisieme 
des suppositions précédentes sur les couleurs des boules de Purne. En 


multipliant respectivement chaque puissance par la probabilité de la 
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supposition correspondante, ou par 5, = et ;, la somme des produits 


sera la probabilité d’extraire de suite quatre boules noires. On a ainsi 
pour cette probabilité 5, fraction plus grande que ;4. Ce paradoxe 
s’explique en considérant que l’indication de la supériorité des boules 
blanches sur les noires par le premier tirage n’exclut point la supério- 
rité des boules noires sur les blanches, supériorité qu’exclut la suppo- 
sition de Pégalité des couleurs. Or cette supériorité, quoique peu vrai- 
semblable, doit rendre la probabilité d’amener de suite un nombre 
donné de boules noires plus grande que dans cette supposition, si ce 
nombre est considérable, et l’on vient de voir que cela commence 
lorsque le nombre donné est égal a quatre. 

Considérons encore une urne qui renferme plusieurs boules blanches 
et noires. Supposons d’abord qu'il n’y ait qu’une boule blanche et une 
noire. On peut alors parier, avec égalité, d’extraire une boule blanche 
dans un tirage. Mais il semble que, pour l’égalité du pari, on doive 
donner, a celui qui parie d’extraire la boule blanche, deux tirages, si 
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Yurne renferme deux boules blanches et une noire; trois tirages, si 
elle renferme trois boules blanches et une noire, et ainsi du reste; on 
suppose qu’apres chaque tirage la boule extraite est remise dans 
Purne. 

Mais il est facile de se convaincre que ce premier apercu est erroné. 
En effet, dans le cas de deux boules noires sur une blanche, la proba- 
bilité d’extraire de l'urne deux boules noires en deux tirages est la 
seconde puissance de}, ou 3; mais cette probabilité, ajoutée a celle 
d’amener une boule blanche en deux tirages, est la certitude ou l’unité, 
puisquil est certain que l’on doit amener deux boules noires, ou au 
moins une boule blanche; la probabilité de ce dernier cas est donc 3, 
fraction plus grande que $. Il y aurait plus d’avantage encore a parier 
d’amener une boule blanche en cing tirages, lorsque l’urne contient 
cing boules noires et une blanche; ce pari est méme avantageux en 
quatre tirages : il revient alors 4 celui d’amener six en quatre coups 
avec un seul dé. 

Le chevalier de Méré, ami de Pascal, et qui fit naitre le Calcul des 
Probabilités en excitant ce grand géombtre & s’en occuper, lui disait 
« qu’il avait trouvé fausseté dans les nombres par cette raison. Si lon 
entreprend de faire six avec un dé, il y ade l’avantage a l’entreprendre 
en quatre coups, comme de 671 4 625. Sil’on entreprend de faire son- 
nés avec deux dés, il y a désavantage & l’entreprendre en vingt-quatre 
coups. Néanmoins 24 est a 36, nombre des faces de deux dés, comme 4 
esta6, nombre des faces d’un dé. » « Voila», écrivait Pascal a Fermat, 
« quel était son grand scandale qui lui faisait dire hautement que les 
propositions n’étaient pas constantes et que l’Arithmétique se démen- 
falteec.§ I] a tres bon esprit, mais il n’est pas géometre : c’est, comme 
vous savez, un grand défaut. » Le chevalier de Méré, trompé par une 
fausse analogie, pensait que, dans le cas de l’égalité des paris, le nombre 
des coups doit croitre proportionnellement au nombre de toutes les 
chances possibles, ce qui n’est pas exact, mais ce qui approche d’au- 
tant plus de l’étre, que ce nombre est plus grand. 

On a essayé d’expliquer la supériorité des naissances des garcons 
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sur les naissances des filles, par le désir général des peres, d’avoir un 
fils qui perpétue lear nom. Ainsi, en imaginant une urne remplie d'une 
infinité de boules blanches et noires en nombre égal, et supposant un 
grand nombre de personnes dont chacune tire une boule de cette urne 
et continue ce tirage avec l’intention de s’arréter quand elle aura 
extrait une boule blanche, on a cru que cette intention devait rendre 
le nombre des boules blanches extraites supérieur a celui des noires. 
En effet, elle donne nécessairement, apres tous les tirages, un nombre 
de boules blanches au moins égal a celui des personnes, et il est pos- 
sible que ces tirages n’amenent aucune boule noire. Mais il est facile 
de reconnaitre que cet apercu n’est qu’une illusion; car, si l’on congoit 
que dans un premier tirage toutes les personnes tirent a la fois une 
boule de l’urne, il est évident que leur intention ne peut avoir aucune 
influence sur la couleur des boules qui doivent sortir a ce tirage. Son 
unique effet sera d’exclure du second tirage les personnes qui auront 
amené une boule blanche au premier. Il est pareillement visible que 
Vintention des personnes qui prendront part au nouveau tirage n’in- 
fluera point sur la couleur des boules qui sortiront, et qu il en sera de 
méme des tirages suivants. Cette intention n’influera donc point sur la 
couleur des boules extraites dans l’ensemble des tirages : seulement 
elle fera participer plus ou moins de personnes a chacun d’eux. Le 
rapport des boules blanches extraites, aux noires, sera ainsi tres peu 
différent de Punité. Il suit de la que, le nombre des personnes étant 
supposé fort grand, si l’observation donne entre les couleurs extraites 
un rapport qui differe sensiblement de lunité, il est tres probable que 
la méme différence a lieu a fort peu pres entre |’unité et le rapport des 
boules blanches aux boules noires contenues dans l’urne. 

Je mets encore au rang des illusions l’application que Leibnitz et 
Daniel Bernoulli ont faite du Calcul des Probabilités & la sommation des 
séries. Si l’on réduit la fraction dont le numérateur est l’unité et dont 
ie dénominateur est l’unité plus une variable, dans une suite ordonnée 
par rapport aux puissances de cette variable, il est facile de voir qu’en 
supposant la variable égale a Punité, la fraction devient ‘, et la suite 
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devient plus un, moins un, plus un, moins un, etc. En ajoutant les deux 
premiers termes, les deux suivants, et ainsi du reste, on transforme la 
suite dans une autre dont chaque terme est zéro. Grandi, jésuite ita- 
lien, en avait conclu la possibilité de la création, parce que, la suite 
étant toujours égale a4, il voyait cette fraction naitre d’une infinité de 
zéros, ou du néant. Ce fut ainsi que Leibnitz crut voir Vimage de la 
création dans son Arithmétique binaire, ot il n’employait que les 
deux caracteres zéro et l’unité. Il imagina que l’unité pouvait repré- 
senter Dieu, et zéro le néant, et que l’Etre supréme ayait tiré du 
néant tous les étres, comme l’unité avec le zéro exprime tous les 
nombres dans ce systeme d’Arithmétique. Cette idée plut tellement a 
Leibnitz qu il en fit part au jésuite Grimaldi, président du tribunal de 
Mathématiques 4 la Chine, dans l’espérance que cet embléme de la 
création convertirait au christianisme l’empereur d’alors, qui aimait 
particulierement les sciences. Je ne rapporte ce trait que pour montrer 
jusqu’a quel point les préjugés de l’enfance peuvent égarer les plus 
grands hommes. 

Leibnitz, toujours conduit par une métaphysique singuliére et tres 
déliée, considéra que la suite plus un, moins un, plus un, etc., devient 
unité ou zéro, suivant que l’on s’arréte a un nombre de termes impair 
ou pair, et comme dans l’infini il n’y a aucune raison de préférer le 
nombre pair a l’impair, on doit, suivant les regles des probabilités, 
prendre la moitié des résultats relatifs a ces deux especes de nombres, 
et qui sont zéro et l’unité, ce qui donne ; pour la valeur de la série. 
Daniel Bernoulli a étendu depuis ce raisonnement a la sommation des 
séries formées de termes périodiques. Mais toutes ces séries n’ont 
point, a proprement parler, de valeurs : elles n’en prennent gue dans 
le cas ou leurs termes sont multipliés par les puissances successives 
d’une variable moindre que l’unité. Alors ces séries sont toujours con- 
vergentes, quelque petite que l’on suppose la différence de la variable 
4 Vunité, et il est facile de démontrer que les valeurs assignées par Ber- 
noulli, en vertu de la regle des probabilités, sont les valeurs mémes 
des fractions génératrices des séries, lorsque l’on suppose dans ces 
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fractions la variable égale a l’unité. Ces valeurs sont encore les limites 
dont les séries approchent de plus en plus, 4 mesure que la variable 
approche de l’unité. Mais, lorsque la variable est exactement égale a 
Vunité, les séries cessent d’étre convergentes : elles n’ont de valeurs 
qwautant qu’on les arréte. Le rapport remarquable de cette application 
du Calcul des Probabilités avec les limites des valeurs des séries pério- 
diques suppose que les termes de ces séries sont multipliés par toutes 
les puissances consécutives de la variable. Mais ces séries peuvent re- 
sulter du développement d’une infinité de fractions différentes, dans 
lesqueiles cela n’a pas lieu. Ainsi la série plus un, moins un, plus 
un, etc., peut naitre du développement d’une fraction dont le numeéra- 
teur est l’unité plus la variable, et dont le dénominateur est ce numéra- 
teur augmenté du carré de la variable. En supposant la variable égale 
a Punité, ce développement se change dans la série proposée, et la frac- 
tion génératrice devient égale 42; les regles des probabilités donne- 
raient donc alors un faux résultat, ce qui prouve combien il serait dan- 
gereux d’employer de semblables raisonnements, surtout dans les 
Sciences mathématiques que la rigueur de leurs procédés doit émi- 
nemment distinguer. 

Noussommes portés naturellement a croire que l’ordre suivant lequel 
nous voyons les choses se renouveler sur la Terre a existé de tout temps 
et subsistera toujours. En effet, si l’état présent de Punivers était en- 
tierement semblable a l’état antérieur qui l’a produit, il ferait naitre a 
son tour un état pareil; lasuccession de ces états serait donc alors éter- 
nelle. J'ai reconnu, par l’application de l’Analyse a la loi de la pesanteur 
universelle, que les mouvements de rotation et de révolution des pla- 
nétes et des satellites, et la position de leurs orbites et de leurs équa- 
teurs ne sont assujettis qu’a des inégalités périodiques. En comparant 
aux anciennes éclipses la théorie de l’équation séculaire de la Lune, 
jai trouvé que depuis Hipparque la durée du jour n’a pas varié d’un 
centieme de seconde, et que la température moyenne de la Terre n’a 
pas diminué d’un centieme de degré. Ainsi la stabilité de l’ordre actuel 


parait établie & la fois par la théorie et par les observations. Mais cet 
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ordre est troublé par diverses causes qu’un examen attentif fait aperce- 
voir, et qwil est impossible de soumettre au calcul. 

Les actions de Océan, de l’atmosphere et des météores, les trem- 
blements de terre et les éruptions de volcans agitent sans cesse la sur- 
face terrestre et doivent y opérer a la longue des changements consi- 
dérables. La température des climats, le volume de atmosphere et la 
proportion des gaz qui la constituent peuvent varier d’une maniere in- 
sensible. Les instruments et les moyens propres A déterminer ces varia- 
tions étant nouveaux, l’observation n’a pu jusquwici rien nous ap- 
prendre a cet égard. Mais il est tres peu vraisemblable que les causes 
qui absorbent et renouvellent les gaz constitutifs de notre air en main- 
tiennent exactement les quantités respectives. Une longue suite de 
siecles fera connaitre les altérations qu’éprouvent tous ces éléments si 
essentiels 4 la conservation des étres organisés. Quoique les monuments 
historiques ne remontent pas a une tres haute antiquité, ils nous of- 
frent cependant d’assez grands changements survenus par l’action lente — 
et continue des agents naturels. En fouillant dans les entrailles de la 
Terre, on découvre de nombreux débris d’une nature jadis vivante et 
toute différente de la nature actuelle. D’ailleurs, si la Terre entiere a 
été primitivement fluide, comme tout parait l'indiquer, on concoit qu’en 
passant de cet état & celui qu’elle a maintenant, sa surface a du éprou- 
ver de prodigieux changements. Le ciel méme, malgré l’ordre de ses 
mouvements, n’est pas inaltérable. La résistance de la lumiere et des 
autres fluides éthérés et l’attraction des étoiles doivent, apres un tres 
grand nombre de siecles, considérablement altérer les mouvements pla- 
nétaires. Les variations déja observées dans les étoiles et dans la forme 
des nébuleuses font pressentir celles que le temps développera dans le 
systeme de ces grands corps. On peut représenter les états successifs 
de univers par une courbe dont le temps serait l’abscisse, et dont les 
ordonnées exprimeraient ces divers états. Connaissant a peine un 
élément de cette courbe, nous sommes loin de pouvoir remonter a 
son origine, et si, pour reposer l’imagination toujours inquiete d’igno- 
rer la cause des phénomeénes qui l’intéressent, on hasarde quelques 
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conjectures, il est sage de ne les présenter qu’avec une extreme 
reserve. 

I] existe dans l’estimation des probabilités un genre dillusions qui, 
dépendant spécialement des lois de organisation intellectuelle, exige 
pour s’en garantir un examen approfondi de ces lois. Le désir de péné- 
trer dans l’avenir, et les rapports de quelques événements remarquables 
avee les prédictions des astrologues, des devins et des augures, avec les 
pressentiments et les songes, avec les nombres et les jours réputés 
heureux ou malheureux, ont donné naissance a une foule de préjugés 
encore tres répandus. On ne réfléchit point au grand nombre de non- 
coincidences qui n’ont fait aucune impression ou que l’on ignore. Ce- 
pendant il est nécessaire de les connaitre, pour apprécier la probabi- 
lité des causes auxquelles on attribue les coincidences. Cette connais- 
sance confirmerait, sans doute, ce que la raison nous dicte & legard 
de ces préjugés. Ainsi le philosophe de l’antiquité auquel on montrait 
dans un temple, pour exalter la puissance du dieu qu’on y adorait, les 
ex-voto de tous ceux qui, apres l’avoir invoqué, s’étaient sauvés du 
naufrage, fit une remarque conforme au Calcul des Probabilités, en ob- 
servant qu’il ne voyait point inscrits les noms de ceux gui, malgré 
cette invocation, avaient péri. Cicéron a réfuté tous ces préjuges avec 
beaucoup de raison et d’éloquence, dans son Traité de la divination, 
quwil termine par un passage que je vals citer; car on aime a retrouver 
chez les anciens les traits de la raison universelle qui, apres avoir dis- 
sipé tous les préjugés par sa lumiere, deviendra unique fondement des 
institutions humaines. 

« Il faut », dit Vorateur romain, « rejeter la divination par les songes, 
et tous les préjugés semblables. La superstition partout répandue a 
subjugué la plupart des esprits et s'est emparée de la faiblesse des 
hommes. C’est ce que nous avons développé dans nos Livres sur la na- 
ture des dieux, et spécialement dans cet Ouvrage, persuadés que nous 
ferons une chose utile aux autres et & nous-méme, si nous parvenons 
a détruire la superstition. Cependant (et je désire surtout qu’a cet 
égard ma pensée soit bien comprise), en détruisant la superstition, je 
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suis loin de vouloir ébranler la religion. La sagesse nous prescrit de 
maintenir les institutions et les cérémonies de nos ancétres touchant 
le culte des dieux. D’ailleurs, la beauté de l’univers et l’ordre des 
choses célestes nous forcent & reconnaitre quelque nature supérieure 
qui doit étre remarquée et admirée du genre humain. Mais, autant il 
convient de propager la religion qui est jointe & la connaissance de la 
nature, autant il faut travailler a extirper la superstition. Car elle vous 
tourmente, vous presse et vous poursuit sans cesse en tous lieux. Si 
vous consultez un devin ou un présage, si vous immolez une victime, si 
vous regardez le vol d’un oiseau, si vous rencontrez un chaldéen ou un 
aruspice, s'il éclaire, sil tonne, sila foudre tombe, enfin s’il nait ou se 
manifeste une espece de prodige, toutes choses dont souvent quelqu’une 
doit arriver, alors lasuperstition qui vous domine ne vous laisse point 
de repos. Le sommeil méme, ce refuge des mortels dans leurs peines 
et dans leurs travaux, devient par elle un nouveau sujet d’inquiétudes 
et de frayeurs. » 

Tous ces préjugés et les frayeurs qu’ils inspirent tiennent a des 
causes physiologiques qui continuent quelquefois d’agir fortement, 
apres que la raison nous a désabusés. Mais la répétition d’actes con- 
traires & ces préjugés peut toujours les détruire. C’est ce que nous 
allons établir par les considérations suivantes. 

Aux limites de la Physiologie visible commence une autre Physio- 
logie dont les phénomenes, beaucoup plus variés que ceux de la pre- 
miere, sont, comme eux, assujettis a des lois quil est tres important 
de connaitre. Cette Physiologie, que nous désignerons sous le nom de 
Psychologie, est sans doute une continuation de la Physiologie visible. 
Les nerfs, dont les filaments se perdent dans la substance médullaire 
du cerveau, y propagent les impressions qu’ils regoivent des objets 
extérieurs, et ils y laissent des impressions permanentes qui modifient 
d’une maniére inconnue le sensoruum ou siege de la pensée. Les sens 
extérieurs ne peuvent rien apprendre sur la nature de ces modifica- 
tions étonnantes par leur infinie variété et par la distinction et l’ordre 
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dont les phénomenes si variés de la lumiere et de l’électricité nous 
donnent quelque idée. Mais, en appliquant aux observations du sens 
interne, qui peut seul les apercevoir, la méthode dont on a fait usage 
pour les observations des sens externes, on pourra porter dansla théorie 
de l’entendement humain la méme exactitude que dans Jes autres 
branches de Ja Philosophie naturelle. | 

Déja quelques-uns des principes (') de Psychologie ont été reconnus 
et développés avec succes. Telle est la tendance de tous les étres sem- 
blablement organisés a se mettre entre eux en harmonie. Cette tendance, 
qui constitue la sympathie, existe méme entre des animaux d’especes 
diverses; elle diminue & mesure que leur organisation est plus dis- 
semblable. Parmi les étres doués d’une méme organisation, quelques- 
uns se coordonnent plus promptement entre eux qu’avec les autres. 
La nature inorganique nous offre de semblables phénomenes : deux 
pendules ou deux montres dont la marche est tres peu différente, étant 
placées sur un méme support, finissent par avoir exactement la méme 
marche, et dans un systeme de cordes sonores, les vibrations de l’une 
Velles font résonner toutes ses harmoniques. Ces effets, dont les causes 
bien connues ont été soumises au calcul, donnent une idée juste de 
la sympathie qui dépend de causes bien plus compliquées. 

Un sentiment agréable accompagne presque toujours les mouvements 
sympathiques. Dans la plupart des especes d’animaux, les individus 
s’attachent ainsi les uns aux autres et se réunissent en sociétés. Dans 
Vespece humaine, les imaginations fortes ressentent un yrai bonheur 
a dominer les imaginations faibles, qui n’en ressentent pas moins a 
leur obéir. Les sentiments sympathiques excités & la fois dans un 
grand nombre d’individus s’accroissent par leur réaction mutuelle, 
comme on l’observe au théatre. Le plaisir qui en-résulte rapproche les 
personnes d’opinions semblables, que leur réunion exalte quelquefois 
jusqu’au fanatisme. De la naissent les sectes, la ferveur qu’elles excitent 
et la rapidité de leur propagation. Elles offrent dans Vhistoire les plus 


(1) Je désigne ici par la dénomination de principes les rapports généraux des phénoméncs. 
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étonnants et les plus funestes exemples du pouvoir de la sympathie. 
Ona souvent lieu de remarquer la facilité avec laquelle les mouvements 
sympathiques, tels que le rire, se communiquent par la simple vue, 
sans le concours d’aucune autre cause dans ceux qui les recoivent. 
L’influence de la sympathie sur le sensorium est incomparablement 
plus puissante : les vibrations qu’elle y excite, lorsqu’elles sont ex- 
trémes, produisent, en réagissant sur l’économie animale, des effets 
extraordinaires que l’on a, dans les siecles de superstition, attribués a 
des agents surnaturels, et qui par leur singularité méritent l’attention 
des observateurs. 

La commiseération, la bienveillance et beaucoup d’autres sentiments 
dérivent de la sympathie. Par elle on ressent les maux d’autrui, et l’on 
partage le contentement du malheureux qu’on soulage. Mais je ne veux 
ici qu’exposer les principes de Psychologie, sans entrer dans le dévye- 
loppement de leurs conséquences. 

L’un de ces principes, le plus fécond de tous, est celui de la liaison 
de toutes les choses qui ont eu dans le sensorium une existence si- 
multanée ou régulierement successive, liaison qui par le retour de 
Vune d’elles rappelle les autres. A ce principe se rattache l’emploi des 
signes et des langues pour le rappel des sensations et des idées, pour 
la formation et l’analyse des idées complexes, abstraites et générales, 
et pour le raisonnement. Plusieurs philosophes ont bien développé cet 
objet, qui, Jusqu’a présent, constitue la partie réelle de la Métaphy- 
sique. 

On peut encore établir en principe de Psychologie que les impres- 
sions souvent répétées d’un méme objet sur divers sens modifient le 
sensorium, de maniere que l’impression inlérieure correspondante a 
impression extérieure de l’objet sur un seul sens devient tres diffé- 
rente de ce qu'elle était a l’origine. Développons ce principe et pour 
cela considérons un aveugle de naissance, auquel on vient d’abaisser 
la cataracte. L’image de l’objet qui se peint sur sa rétine produit dans 
son sensorium une impression que je nommerai seconde unage, sans 
prétendre l’assimiler a la premiere, ni rien affirmer sur sa nature. Cette 
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seconde image n’est pas d’abord une représentation fidéle de l'objet. 
Mais la comparaison habituelle des impressions de cet objet par le tact, 
avec celles qu’il produit par la vue, finit, en modifiant le sensorium, 
par rendre la seconde image conforme a la nature représentée fidele- 
ment par le toucher. L’image peinte sur la rétine ne change point; 
mais l'image intérieure qu'elle fait naitre n’est plus la méme, comme 
les expériences faites sur plusieurs aveugles de naissance auxquels on 
avait rendu la vue l’ont prouvé. 

C’est principalement dans lenfance que le sensorium acquiert ces 
modifications. L’enfant comparant sans cesse les impressions qu'il re- 
coit dun méme objet, par les organes de la vue et du toucher, rectifie 
les impressions de la vue. Il dispose son sensorium & donner aux objets 
visibles la forme indiquée par le tact dont les impressions s’associent 
intimement avec celles de la vue, qui les rappellent toujours. Alors les 
objets visibles sont aussi fidelement représentés que les objets tan- 
gibles. Un rayon lumineux devient pour la vue ce qu’est un baton pour 
le toucher. Par ce moyen, le premier de ces sens étend beaucoup plus 
loin que le second la sphere des objets de ses impressions. Mais la 
volte céleste elle-méme, & laquelle nous attachons les astres, est 
encore tres bornée, et ce n’est que par une longue suite d’observations 
et de calculs que nous sommes parvenus & reconnaitre les grandes 
distances de ces corps et a les éloigner indéfiniment dans l’immensité 
de espace. 

Il parait que, dans plusieurs especes d’animaux, la disposition du 
sensorium qui nous fait apprécier les distances est naturelle. Mais 
Vhomme, pour lequel la nature a remplacé presque en tout l’instinet 
par Vintelligence, a besoin, pour le suppléer, d’observations et de 
comparaisons, qui servent merveilleusement a développer ses facultés 
intellectuelles et 4 lui assurer par ce développement l’empire de la 
Terre. 

Les images intérieures ne sont donc pas les effets d’une cause unique; 
elles résultent soit des impressions recues simultanément par le méme 
sens ou par des sens différents, soit des impressions intérieures rappe- 
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lées par la mémoire. L’influence réciproque de ces impressions est un 
principe psychologique fécond en conséquences. Développons quel ques- 
unes des principales. 

Qu’un observateur, placé dans une profonde obscurité, voie 2 des 
distances différentes deux globes lumineux d’un méme diamétre, ils 
lui paraitront d’inégale grandeur. Leurs images intérieures seront pro- 
portionnelles aux images correspondantes, peintes sur la rétine. Mais 
si, l’obscurité venant & cesser, il apercoit, en méme temps que les 
globes, tout l’espace intermédiaire, cette vue agrandit l'image inté- 
rieure du globe le plus éloigné, et la rend presque égale & celle de 
Vautre globe. C’est ainsi qu’un homme, vu aux distances de 2™ et de 4™, 
nous parait de la méme grandeur; son image intérieure ne varie point, 
quoique l’une des images peintes sur la rétine soit double de l’autre. 
C’est encore par l’impression des objets intermédiaires que la Lune a 
horizon nous semble plus grande qu’au zénith. On apercoit au-dessus 
d’une branche voisine de l’ceil un objet que l’on rapporte au loin ef 
qui parait fort grand. On vient ensuite & reconnaitre le lien qui l’unit 
a la branche: sur-le-champ, la perception de ce lien change l’image 
intérieure, et la réduita une dimension beaucoup moindre. Toutes ces 
choses ne sont point de simples jugements, comme quelques méta- 
physiciens l’ont pensé; elles sont des effets physiologiques dépendants 
des dispositions que Je sensorium a contractées par la comparaison 
habituelle des impressions d’un méme objet sur les organes de plu- 
sieurs sens, et spécialement sur ceux du toucher et de la yue. 

L’influence des traces rappelées par la mémoire sur les impressions 
qu’excitent les objets extérieurs se fait remarquer dans un grand 
nombre de cas. On voit de loin des lettres, sans pouvoir distinguer le 
mot qu’elles expriment. Si quelqu’un prononce ce mot, ou si quelque 
circonstance en rappelle la mémoire, aussitot l'image intérieure de ces 
lettres ainsi rappelées se superpose, si je puis ainsi dire, 4 l'image 
confuse produite par l’impression des caracteres extérieurs et la rend 
distincte. La voix d’un acteur que vous entendez confusément devient 
distincte lorsque vous lisez ce qwil récite. La vue des caracteres rap- 
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pelle les traces des sons qui leur répondent, ces traces, se mélant aux 
sons confus de la voix, les font distinguer. La peur transforme souvent 
de cette manieére les objets qu’une trop faible lumiere ne fait pas recon- 
naitre en objets effrayants qui ont avec eux de l’analogie. L’image de 
ces derniers objets, fortement retracée dans le sensorium par la crainte, 
se rend propre l’impression des objets extérieurs. Il est important de se 
garantir de cette cause d’illusion, dans les conséquences que I’on tire 
d’observations de choses qui ne fontqu’une impression tres légere; telles 
sont les observations de la dégradation de la lumiere & la surface des 
planetes et des satellites, d’ou l’on a conclu l’existence et l’intensité de 
leurs atmospheres et leurs mouvements de rotation. I] est souvent a 
eraindre que des images intérieures ne s’assimilent ces impressions et 
le penchant qui nous porte a croire a l’existence des choses que repré- 
sentent les impressions recues par les sens. 

Ce penchant remarquable tient & un caractere particulier qui dis- 
tingue les impressions venant du dehors des traces produites par l’ima- 
gination ou rappelées par la mémoire. Mais il arrive quelquefois, par 
un désordre du sensorium ou des organes qui agissent sur lui, que 
ces traces ont le caractere et la vivacité des impressions extérieures; 
alors on juge présents leurs objets, on est visionnaire. Le calme et les 
ténebres de la nuit favorisent ces illusions, qui dans le sommeil sont 
completes et forment les réves, dont on aura une juste idée, si l’on 
concoit que les traces des objets qui se présentent & notre imagination 
dans lobscurité acquierent une grande intensité pendant le sommeil. 

Tout porte a croire que, dans les somnambules, quelques-uns des 
sens ne sont pas completement endormis. Si le sens du toucher, par 
exemple, reste encore un peu sensible au contact des objets extérieurs, 
les impressions faibles qu’il en recoit, transmises au sensorium, peu- 
vent, en se combinant avec les images du réve d’un somnambule, les 
modifier et diriger ses mouvements. En examinant d’apres cette consi- 
dération les récits bien avérés des choses singulivres opérées par les 


somnambules, il m’a paru que l’on pouvait en donner une explication 
fort simple. 
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Quelquefois les visionnaires croient entendre parler les personnages 
quwils se figurent, et ils ont avec eux une conversation suivie; les 
Ouvrages des médecins sont remplis de faits de ce genre. 

Bonnet cite, comme l’ayant souvent observé, son aieul maternel, 
« vieillard », dit-il, « plein de santé, qui, indépendamment de toute 
impression du dehors, apercoit de temps en temps devant lui des 
figures d’hommes, de femmes, d’oiseaux, de voitures, de batiments, ete. 
Il voit ces figures se donner différents mouvements, s’approcher, s’éloi- 
gner, fuir, diminuer et augmenter de grandeur, paraitre, disparaitre, 
reparaitre. I] voit les batiments s’élever sous ses yeux, etc. Mais il ne 
prend point ses visions pour des réalités; sa raison s’en amuse. Il 
ignore d’un moment a l’autre quelle vision va s’offrir & lui. Son cer- 
veau est un théatre qui exécute des scenes d’autant plus surprenantes 
pour le spectateur, qu'il ne lesa point prévues. » En lisant Vhistoire 
de Jeanne d’Arc, on est forcé de reconnaitre une visionnaire de bonne 
foi dans cette fille admirable, dont l’exaltation courageuse contribua 
si puissamment a délivrer la France de ses ennemis. I] est vraisemblable 
gue plusieurs de ceux qui se sont annoncés comme ayant recu leurs 
doctrines d'un étre surnaturel étaient visionnaires; ils ont d’autant 
mieux persuadé les autres, quils étaient eux-mémes persuadés. Les 
fraudes pieuses et les moyens violents, dont ensuite ils ont fait usage, 
leur ont paru justifiés par intention de propager ce quils jugeaient 
étre des vérités nécessaires aux hommes. 

Un caractere particulier distingue des produits de limagination les 
traces rappelées par la mémoire et qui sont dues aux impressions des 
objets extérieurs. Il nous porte, comme par instinct, a reconnaitre 
existence passée de ces objets, dans l’ordre que la mémoire nous preé- 
sente. Les expériences que nous faisons a chaque instant de la vérité des 
conséquences que nous en tirons pour nous conduire fortifient ce pen- 
chant. Quel est le mécanisme qui dans cette opération du sensorium 
détermine notre jugement? Nous l’ignorons, et nous ne pouyons en ob- 
server que les effets. En vertu de ce mécanisme, les traces de la mé- 
moire, quoique faibles, nous font apprécier leur intensité primitive, 
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que nous pouvons ainsi comparer aux impressions semblables d’objets 
présents. Nous jugeons de cette maniere qu’une couleur, que nous 
avons vue la veille, était plus vive que celle qui frappe maintenant 
notre vue. 

Les impressions qui accompagnent les traces de la mémoire servent 
i nous en rappeler les causes. Ainsi, lorsqu’au souvenir d’une chose 
qui nous a été dite se joint le souvenir de la confiance que nous avons 
donnée au narrateur, si son nom nous échappe, nous le retrouvons en 
rappelant successivement les noms de ceux qui nous ont entretenus, 
jusqu’a ce que nous parvenions au nom qui nous a inspiré cette con- 
fiance. 

Les objets présents que nous avons déja vus réveillent les traces des 
choses qui dans la premiere vue leur étaient associées. Ces traces re- 
veillent semblablement celles d’autres objets, et ainsi de suite, en sorte 
qu’a Voccasion dune chose présente nous pouvons en rappeler une 
infinité d’autres et arréter notre attention sur celles que nous voulons 
considérer. 

Les impressions recues dans l’enfance se conservent jusque dans 
Vextréme vieillesse, et se renouvellent, alors méme que des impres- 
sions profondes de l’age mur sont entierement effacées. Il semble que 
les premieres impressions gravées profondément dans le sensorium 
n’attendent pour reparaitre que l’affaiblissement des impressions sub- 
séquentes par l’age ou par la maladie, & peu pres comme les astres 
qu’effacait la clarté du jour se montrent dans la nuit ou dans les 
éclipses de soleil. 

Les traces de la mémoire acquierent de l’intensité par l’effet du 
temps et a notre insu. Les choses que l’on apprend le soir se gravent 
dans le sensorium pendant le sommeil et se retiennent facilement par 
ce moyen. J’ai observé plusieurs fois qu’en cessant de penser pendant 
quelques jours a des matieres tres compliquées, elles me devenaient 
faciles lorsque je les considérais de nouveau. 

Si nous revoyons un objet qui nous avait frappés par sa grandeur, 
longtemps apres que la vue fréquente d’objets du méme genre, beau- 
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coup plus grands, a diminué l’impression de grandeur qu’ils font 
éprouver, nous sommes surpris de le trouver fort au-dessous de son 
impression conservée dans la mémoire. 

Quelques hommes sont doués d’une mémoire prodigieuse. L’exacti- 
tude avec laquelle ils répetent de longs discours qu’ils viennent d’en- 
tendre nous étonne. Mais, lorsqu’on réfléchit & tout ce que renferme 
la mémoire de la plupart des hommes, on est bien plus étonné que 
tant de choses y soient placées sans confusion. Considérez un chanteur 
sur la scene : sa mémoire lui rappelle chaque mot de son réle, le ton, 
la mesure et le geste qui doivent l’accompagner. Un nouveau role suc- 
cede-t-il au premier, celui-ci semble comme effacé de sa mémoire, qui 
retrace dans l’ordre convenable toutes les parties du second réle et qui 
rappellerait de la méme maniere les divers roles que le chanteur a 
étudiés. Ces traces, dont le nombre est immense, ou du moins les dis- 
positions propres & les faire naitre, existent a la fois dans son sensorium 
sans se confondre, et l’acteur peut les rappeler & sa volonté. Je dois 
répéter ici que, par les mots : drace, umage, vibrations, etc., je n’en- 
tends exprimer que des phénoménes du sensorium, sans rien affirmer 
sur leur nature et sur leurs causes, comme en Mécanique on n’exprime 
que des effets par les mots : force, attraction, affinité, ete. 

Les opérations du sensorium et les mouvements qu'il fait exécuter 
deviennent plus faciles et comme naturels par de fréquentes répéti- 
tions. De ce principe psychologique découlent nos habitudes. En se 
combinant avec la sympathie, il produit les coutumes, les moeurs et 
leurs étranges variétés. Il fait qu’une chose généralement recue chez 
un peuple est regardée par un autre avec horreur. Les combats de gla- 
diateurs, dont les Romains aimaient passionnément le spectacle, et les 
sacrifices humains qui souillent les annales des nations nous parai- 
traient horribles. Quand on considere l'état déplorable des esclaves, 
l’avilissement des Parias dans l’Inde et l’absurdité de tant de croyances 
contraires & la raison et au témoignage de tous nos sens, on est affligé 
de voir jusqu’a quel point I’habitude de l’esclavage et les préjugés ont 
dégradé l’espece humaine. 
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Cette disposition, que la fréquence des répétitions donne au senso- 
rium, rend tres difficile la distinction des habitudes acquises d’avec 
les penchants qui, dans ’homme, tiennent & son organisation; car 1] 
est naturel de penser que Vinstinet, si étendu et si puissant chez les 
animaux, n’est pas nul dans l’espece humaine, et que l’attachement 
d’une mere 2 son enfant en dérive. La double influence de Phabitude et 
de la sympathie modifie ses penchants, souvent elle les fortifie; quel- 
quefois elle les dénature au point de leur substituer des penchants 
contraires. Quelques observations faites sur homme et sur les ant- 
maux, et qu’il est inléressant de continuer, nous portent a soupconner 
que les modifications du sensorium, auxquelles ’habitude a donné une 
grande consistance, sont transmises des peres aux enfants par vole de 
génération, comme plusieurs dispositions organiques. 

La facilité qu’un exercice fréquent donne aux organes est telle qu’ils 
continuent souvent d’eux-mémes les mouvements que la volonté leur 
imprime. Lorsqu’en marchant nous sommes fortement occupés d’une 
idée, la cause qui renouvelle a chaque instant notre mouvement agit 
sans le concours de notre volonté et sans que nous en ayons la con- 
science. On a yu des personnes, surprises en marchant par le sommeil, 
continuer leur route et ne se réveiller que par la rencontre d’un ob- 
stacle. I] parait qu’en vertu d’une disposition que la volonté de mar- 
cher donne au systeme moteur, la marche continue, a peu pres comme 
le mouvement d’une montre est entretenu par le développement de 
son ressort spiral. Un dérangement dans l’économie animale peut pro- 
duire cette disposition. Alors la marche est involontaire, et je tiens 
d'un médecin éclairé que, dans une maladie de ce genre qu'il avait 
traitée, le malade ne pouvait s’arréter qu’en se retenant & un point 
fixe. Les observations des maladies peuvent ainsi répandre un grand 
jour sur la Psychologie, quand les médecins joignent aux connais- 
sances de leur art et des sciences accessoires l’esprit d’exactitude et 
de critique que donne |’étude des Mathématiques et spécialement de 
la science des Probabilités. | 


D’apres ce que nous avons dit sur l’influence réciproque des traces 
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du sensorium, on concoit que la musique, par de fréquentes répéti- 
tions, peut communiquer & nos mouvements la régularité de sa me- 
sure. C’est ce que l’on observe dans la danse et dans divers exercices 
ou la précision des mouvements ainsi régularisés nous semble extraor- 
dinaire. Par cette régularité, la musique rend généralement plus fa- 
ciles les mouvements que plusieurs personnes exécutent & la fois. 

Un phénomene psychologique tres remarquable est la grande in- 
fluence de l’attention sur les traces du sensorium. Elle en accroit la 
vivacité, en méme temps quelle affaiblit les impressions concomi- 
tantes. Si nous regardons fixement un objet pour y déméler quelques 
particularités, l’attention peut nous rendre insensibles aux impres- 
sions que d’autres objets font en méme temps sur la rétine. Par elle, 
les images des choses que nous voulons comparer acquierent l’inten- 
sité nécessaire pour que leurs rapports occupent seuls notre pensée. 
Elle réveille les traces de la mémoire qui peuvent servir 4 cette compa- 
raison, et par 1a elle devient le plus puissant ressort de l’intelligence 
humaine. 

L’attention donnée fréquemment a une qualité particuliere des objets 
finit par douer les organes d’une exquise sensibilité qui fait reconnaitre 
cette qualité, lorsqu’elle devient insensible au commun des hommes. 

Ces principes expliquent les singuliers effets des panoramas. Quand 
les regles de la perspective y sont bien observées, les objets se pei- 
gnent sur la rétine comme s’ils étaient réels. Le spectateur est done 
alors dans I’état que ferait naitre la réalité des objets. Mais la perspec- 
tive n’est jamais assez exacte pour que l’identité soit parfaite. D’ailleurs 
les impressions étrangeres, quoique faibles, se mélant aux sensations 
principales que produit la perspective, nuisent d’abord & Villusion. 
L’attention donnée au panorama les efface; mais il faut pour cela un 
temps plus ou moins long, dépendant des dispositions du sensorium et 
de la perfection du panorama. Dans tous ceux que j’al vus, un inter- 
valle de quelques minutes m’a été nécessaire pour acquérir une illu- 
sion complete. 

Le principe suivant de Psychologie explique un grand nombre de 
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phénomenes gui ont un rapport direct avec l’objet de cet Ouvrage : Sv 
l'on exécute fréquemment les actes qui decoulent d’une modification parti- 
culiére du sensorium, leur réaction sur cet organe peut, non seulement 
accroitre cette modification, mais quelquefois lui donner naissance. Ainsi le 
mouvement de la main qui tient une longue chaine suspendue se pro- 
page le long de la chaine jusqu’a son extrémité inférieure, et si, la 
chaine étant parvenue au repos, on met en mouvement cette extrémité, 
la vibration remonte jusqu’a la main qu’elle fait mouvoir a son tour. 
Ces mouvements réciproques deviennent faciles par la fréquence de 
leurs répétitions. 

Les effets de ce principe sur la croyance sont remarquables. La 
croyance ou l’adhésion que nous donnons a une proposition est ordi- 
nairement fondée sur l’évidence, sur le teémoignage des sens ou sur des 
probabilités : dans ce dernier cas, son degré de force dépend de celui 
de la probabilité, qui dépend elle-méme des données que chaque indi- 
vidu peut avoir sur l’objet de son jugement. 

Nous agissons souvent en vertu de notre croyance, sans avoir besoin 
d’en appeler les preuves. La croyance est donc une modification du sen- 
sorium, qui subsiste indépendamment de ces preuves quelquefois en- 
tierement oubliées, et qui nous détermine a produire les actes qui en 
sont les conséquences. Suivant le principe que nous venons d’exposer, 
une répétition fréquente de ces actes peut faire naitre cette modifica- 
tion, surtout s’ils sont répétés a la fois par un grand nombre de per- 
sonnes; car alors a la force de leur réaction se joint le pouvoir de limi- 
tation, suite nécessaire de la sympathie. Quand ces actes sont un 
devoir que les circonstances nous imposent, la tendance de l’économie 
animale a prendre l’état le plus favorable a notre bien-étre nous dispose 
encore a la croyance qui les fait exécuter avec plaisir. Peu d’hommes 
résistent a l’action de toutes ces causes. 

Pascal a bien développé ces effets, dans un article de ses Pensées, 
qui ace singulier titre, gui est difficile de démontrer l existence de Dicu 
par les lumieres naturelles, mais que le plus siir est de la croire. Il s’exprime 


ainsi en s’adressant & un incrédule : « Vous voulez aller a la foi, ct 
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vous n’en savez pas le chemin; vous voulez guérir de linfidélité, et 
vous en demandez le remede. Apprenez-le de ceux qui ont été tels que 
vous et qui n’ont présentement aucun doute. Ils savent ce chemin que 
vous voudriez suivre, et ils sont guéris d’un mal dont yous voulez gue- 
rir. Suivez la maniere par ot ils ont commencé. Imitez leurs actions 
extérieures, si vous ne pouvez encore entrer dans leurs dispositions in- 
lérieures; quittez ces vains amusements qui vous occupent tout entier. 
Jaurais bientdt quitté ces plaisirs, dites-vous, si j’avais la foi. Et moi je 
vous dis que vous auriez bientot la foi, si vous aviez quitté ces plaisirs. 
Or c’est & vous & commencer. Si je pouvais, je vous donnerais la foi : 
je ne le puis, ni par conséquent éprouver la yérité de ce que yous 
dites; mais vous pouvez bien quitter ces plaisirs et éprouver si ce que 
je vous dis est vrai. 

» Il ne faut pas se méconnaitre : nous sommes corps autant qu’es- 
prit, et de la vient que Vinstrument par lequel la persuasion se fait 
n’est pas la seule démonstration. Combien y a-t-il peu de choses dé- 
montrées? Les preuves ne conyainquent que l’esprit; la coutume fait 
nos preuves les plus fortes. Elle incline les sens qui entrainent l’esprit 
sans qu’il y pense. Qui a démontré qu’il fera demain jour, et que nous 
mourrons? et qu’y a-t-il de plus universellement cru? C’est done la 
coutume qui nous en persuade; c’est elle qui fait tant de turcs et de 
payens; c’est elle qui fait les métiers, les soldats, etc. I] est vrai qu'il 
ne faut pas commencer par elle, pour trouver la vérité (‘); mais il faut 
avoir recours a elle, quand une fois l’esprit a yu ot est la vérité, afin 
de nous abreuver et de nous teindre de cette croyance qui nous échappe 
h toute heure; car d’en avoir toujours les preuves présentes, c’est trop 
d’affaires. I] faut acquérir une croyance plus facile, qui est celle de Vha- 
bitude, qui, sans violence, sans art, sans argument, nous fait croire les 
choses, et incline toutes nos puissances a cette croyance, en sorte que 
notre Ame y tombe naturellement. Ce n’est pas assez de ne croire que 
par la force de la conyiction, si les sens nous portent a croire le con- 


(1) Pascal perd ici de vue ce qu’il vient de recommander pour acquérir la foi : savoir, 
de commencer par les actes extérieurs. 
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traire. Il faut donc faire marcher nos deux pieces ensemble : l’esprit 
par les raisons qu'il suffit d’avoir vues une fois en sa vie, et les sens 
par la coutume et en ne leur permettant pas de s’incliner au con- 
traire. » 

Le moyen que Pascal propose pour la conversion d’un incrédule peut 
étre employé avec succes pour détruire un préjugé recu des lenfance 
et enraciné par l’habitude. Ces sortes de préjugés naissent souvent de 
la plus faible cause, dans les imaginations actives. Qu’une personne, 
attachant au mot gauche une idée de malheur, fasse journellement de 
ia main droite une chose que l’on puisse exécuter indifféremment de 
une ou de l’autre main; cette habitude peut accroitre la répugnance 
i se servir pour cela, de la main gauche, au point de rendre la raison 
impuissante contre ce préjugé. Il est naturel de croire qu’Auguste, 
doué d’une raison supérieure a tant d’égards, s’est reproché quelque- 
fois sa faiblesse de n’oser se mettre en route le lendemain d’un jour de 
foire, et qu il a voulu la surmonter. Mais, au moment d’entreprendre un 
voyage dans l’un de ces jours réputés malheureux, il a pu se dire que 
le plus sir était de le différer, augmentant ainsi sa répugnance par l’ha- 
bitude d’y céder. La répétition fréquente d’actes contraires a ces pré- 
jugés doit a la longue les affaiblir et les faire entierement disparaitre. 

L’attachement que l’on porte aux personnes qu’on a souvent obligées 
découle du principe que nous venons de développer. La répétition fré- 
quente d’actes en leur faveur accroit et fait méme naitre quelquefois 
le sentiment dont ils sont la suite naturelle. Les actes que le gout d’une 
chose nous fait exécuter fréequemment augmentent l’intensité de ce 
cout, et le transforment souvent en passion. 

On voit, par ce qui précede, combien notre croyance dépend de nos 
habitudes, Accoutumés & juger et 2 nous conduire d’aprés un certain 
genre de probabilités, nous donnons 2 ces probabilités notre assenti- 
ment, comme par instinct, et elles nous déterminent avec plus de force 
que des probabilités bien supérieures, résultats de la réflexion ou du 
calcul. Une chose invraisemblable nous laisse souvent dans le doute : 


nous ne balancons point a la rejeter, si elle est contraire 4 nos proba- 
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bilités habituelles. Pour diminuer autant qu’il est possible cette cause 
(illusion, il faut appeler limagination et les sens au secours de la rai- 
son. Que l’on figure par des lignes les probabilités respectives, on sen- 
tira beaucoup mieux leur différence. Une ligne qui représenterait la 
probabilité du témoignage sur lequel un fait extraordinaire est appuyé, 
placée a cdté de la ligne qui représenterait l’invraisemblance de ce fait, 
rendrait tres sensible la probabilité de l’erreur du témoignage, comme 
un tableau, dans lequel les hauteurs des montagnes sont rapprochées, 
donne une idée frappante des rapports de ces hauteurs. Ce moyen peut 
étve employé dans plusieurs cas avec succes. Pour rendre sensible l’im- 
mensité de l’univers, que l’on représente par une quantité presque 
imperceptible, par un dixieme de millimetre, la plus grande étenduc 
de la France en longueur : la distance du Soleil 4 la Terre sera de qua- 
torze metres; celle de l’étoile la plus proche surpassera un million et 
demi de metres, c’est-a-dire sept ou huit fois le rayon du plus grand 
horizon que l’ceil puisse embrasser du point le plus élevé. On n’aura 
encore ainsi qu’une tres faible image de la grandeur de Punivers qui 
s’étend infiniment au dela des plus brillantes étoiles, comme le prouve 
ce nombre prodigieux d’étoiles placées les unes au dela des autres et 
se dérobant a la vue dans la profondeur des cieux. Mais, toute faible 
qu’elle est, cette image suffit pour nous faire sentir l’absurdité des idées 
de prééminence de homme sur toute la nature, idées dont on a tiré de 
si étranges conséquences. 

Nous établirons enfin, comme principe de Psychologie, l’exagération 
des probabilités par les passions. La chose que l’on craint ou que l’on 
désire vivement nous semble, par cela méme, plus probable. Son image, 
fortement retracée dans le sensorium, affaiblit ’impression des proba- 
bilités contraires, et quelquefois les efface au point de faire croire la 
chose arrivée. La réflexion et le temps, en diminuant la vivacité de ces 
sentiments, rendent a l’esprit le calme nécessaire pour bien apprécier 
la probabilité des choses. 

Les vibrations du sensorium doivent étre, comme tous les mouve- 
ments, assujetties aux lois de la Dynamique, et cela est confirmé par 
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lexpérience. Les mouvements qu’elles impriment au systeme muscu- 
laire et que ce systeme communique aux corps étrangers sont, comme 
dans le développement des ressorts, tels que le centre commun de gra- 
vité de notre corps et de ceux qu’il fait mouvoir reste immobile. Ces 
vibrations se superposent les unes aux autres, comme on voit les ondu- 
lations des fluides se méler sans se confondre. Elles se communiquent 
aux individus comme les vibrations d’un corps sonore aux corps qui 
l’environnent. Les idées complexes se forment de leurs idées simples, 
comme le flux de la mer se forme des flux partiels que produisent le 
Soleil et la Lune. L’hésitation entre des motifs opposés est un équi- 
libre de forces égales. Les changements brusques que l’on produit dans 
le sensorium éprouvent la résistance qu’un systeme matériel oppose a 
des changements semblables, etsi l’on veut éviter les secousses et ne pas 
perdre de force vive, il faut agir, comme dans ce systeme, par nuances 
insensibles. Une attention forte et continue épuise le sensorium , 
comme une longue suite de commotions épuise tne pile voltaique, ou 
Vorgane électrique des poissons. Presque toutes les comparaisons que 
nous tirons des objets matériels, pour rendre sensibles les choses intel- 
lectuelles, sont au fond des identités. 

Je désire que les considérations précédentes, tout imparfaites qu’elles 
sont, puissent attirer l’attention des observateurs philosophes sur les 
lois du sensorium ou du monde intellectuel, lois qu’il nous importe 
autant d’approfondir que celles du monde physique. On a imaginé des 
hypotheses a peu pres semblables, pour expliquer les phénomenes de 
ces deux mondes. Mais, les fondements de ces hypotheses échappant 2 
tous nos moyens d’observation et de calcul, on peut a leur égard dire 
avec Montaigne que (ignorance et Pincuriosité sont deux oreillers bien 


doux pour reposer une téte bien faite. 


Des divers moyens d’approcher de la certitude. 


L’induction, lanalogie des hypotheses fondées sur les faits et rec- 
lifiées sans cesse par de nouvelles observations, un tact heureux donné 
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par la nature et fortifié par des comparaisons nombreuses de ses indi- 
cations avec l’expérience, tels sont les principaux moyens de parvenir 
a la vérité. 

Si l'on considere avec attention la série des objets de méme nature, 
on apercoit entre eux et dans leurs changements des rapports qui se 
manifestent de plus en plus a mesure que la série se prolonge, et qui, 
en s’étendant et se généralisant sans cesse, conduisent enfin au prin- 
cipe dont ils dérivent. Mais souvent ces rapports sont enveloppés de 
tant de circonstances étrangeres, qu’il faut une grande sagacité pour 
les déméler et pour remonter a ce principe: c’est en cela que consiste 
le véritable génie des sciences. L’Analyse et la Philosophie naturelle 
doivent leurs plus importantes découvertes a ce moyen fécond que l’on 
nomme induction. Newton lui a été redevable de son théoreme du bi- 
nome et du principe de la gravitation universelle. Il est difficile d’ap- 
précier la probabilité des résultats de Vinduction qui se fonde sur ce 
que les rapports les plus simples sont les plus communs : c’est ce qui 
se vérifie dans les formules de l’Analyse, et ce que |’on retrouve dans 
les phénomenes naturels, dans la cristallisation et dans les combinai- 
sons chimiques. Cette simplicité de rapports ne paraitra point éton- 
nante, si l’on considere que tous les effets de la nature ne sont que les 
résultats mathématiques d’un petit nombre de lois immuables. 

Cependant l’induction, en faisant découvrir les principes généraux 
des sciences, ne suffit pas pour les établir en rigueur. Il faut toujours 
les confirmer par des démonstrations ou par des expériences décisives ; 
car l’histoire des sciences nous montre que l’induction a quelquefois 
conduit 4 des résultats inexacts. Je citeral, pour exemple, un théoreme 
de Fermat sur les nombres premiers. Ce grand géoméetre, qui avait pro- 
fondément médité sur leur théorie, cherchait une formule qui, ne ren- 
fermant que des nombres premiers, donnat directement un nombre 
premier plus grand qu’aucun nombre assignable. L’induction le con- 
duisit & penser que deux, élevé 4 une puissance qui était elle-méme 
une puissance de deux, formait avec Punité un nombre premier. Ainsi 
deux élevé au carré, plus un, forme le nombre premier cing; deux 
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élevéa la seconde puissance de deux, ou seize, forme avec un, le nombre 
premier dix-sept. {1 trouva que cela était encore vrai pour la huitieme 
et la seizieme puissance de deux, augmentées de l’unité, et cette in- 
duction, appuyée de plusieurs considérations arithmétiques, lui fit 
regarder ce résultat comme général. Cependant il avoue qu'il ne avait 
pas démontré. En effet, Euler a reconnu que cela cesse d’avoir lieu 
pour la trente-deuxiéme puissance de deux, qui, augmentée de l’unité, 
donne 4294967297, nombre divisible par 641. 

Nous jugeons par induction que, si des événements divers, des mou- 
vements par exemple, paraissent constamment et depuis longtemps 
liés par un rapport simple, ils continueront sans cesse d’y étre assu- 
jettis, et nous en concluons, par la théorie des probabilités, que ce 
rapport est du, non au hasard, mais 4 une cause réguliere. Ainsi l’éga- 
lité des mouvements de rotation et de révolution de la Lune, celle des 
mouvements des noeuds de l’orbite et de l’équateur lunaires et la coin- 
cidence de ces neeuds, le rapport singulier des mouvements des trois 
premiers satellites de Jupiter, suivant lequel la longitude moyenne du 
premier satellite, moins trois fois celle du second, plus deux fois celle 
du troisieme, est égale & deux angles droits; l’égalité de l’intervalle 
des marées & celui des passages de la Lune au méridien, le retour des 
plus grandes marées avec les syzygies et des plus petites avec les qua- 
dratures : toutes ces choses, qui se maintiennent depuis qu’on les 
observe, indiquent avec une vraisemblance extréme l’existence de 
causes constantes que les géometres sont heureusement parvenus a 
rattacher a la loi de la pesanteur universelle, et dont la connaissance 
rend certaine la perpétuité de ces rapports. 

Le chancelier Bacon, promoteur si éloquent de la vraie méthode 
philosophique, a fait de Pinduction un abus bien étrange pour prouver 
Pimmobilité de la Terre. Voici comme il raisonne dans le Novum 
Organum, son plus bel Ouvrage. Le mouvement des astres, d’orient en 
occident, est d’autant plus prompt, qu’ils sont plus éloignés de la Terre. 
Ce mouvement est le plus rapide pour les étoiles; il se ralentit un peu 
pour Saturne, un peu plus pour Jupiter, et ainsi de suite, jusqu’a la 
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Lune et aux coméetes les moins élevées. Il est encore perceptible dans 
atmosphere, surtout entre les tropiques, & cause des grands cercles 
que les molécules de l’air y décrivent; enfin il est presque insensible 
pour l’Océan; il est done nul pour la Terre. Mais cette induction 
prouve seulement que Saturne et les astres qui lui sont inférieurs ont 
des mouvements propres, contraires au mouvement réel ou apparent 
qui emporte toute la sphere céleste d’orient en occident, et que ces 
mouvements paraissent plus lents pour les astres plus éloignés, ce 
qui est conforme aux lois de !’Optique. Bacon aurait du étre frappé 
de l’inconcevable vitesse quwil faut supposer aux astres pour accom- 
plir leur révolution diurne, si la Terre est immobile, et de l’extréme 
simplicité avec. laquelle sa rotation explique comment des corps aussi 
distants les uns des autres que les étoiles, le Soleil, les planetes et 
la Lune, semblent tous assujettis & cette révolution. Quant a ?Océan 
et 4 l’atmosphere, il ne devait point assimiler leur mouvement a celui 
des astres, qui sont détachés de la Terre, au lieu que, l’air et la mer 
faisant partie du globe terrestre, ils doivent participer & son mouvement 
ou a son repos. II est singulier que Bacon, porté aux grandes vues par 
son génie, n’ait pas été entrainé par l’idée majestueuse que le systeme 
de Copernic offre de l’univers. Il pouvait cependant trouver en faveur 
de ce systeme de fortes analogies dans les découvertes de Galilée, qui 
lui étaient connues. Il a donné pour la recherche de la vérité le pré- 
cepte et non l’exemple. Mais en insistantavec toute la force de la raison 
et de l’éloquence sur la nécessité d’abandonner les subtilités insigni- 
fiantes de l’école pour se livrer aux observations et aux expériences, et 
en indiquant la vraie méthode de s’élever aux causes générales des phé- 
nomenes, ce grand philosophe a contribué aux progres immenses que 
esprit humain a faits dans le beau siécle ou il a terminé sa carriére. 

L’analogie est fondée sur la probabilité que les choses semblables 
ont des causes du méme genre et produisent les mémes effets. Plus la 
similitude est parfaite, plus cette probabilité augmente. Ainsi nous 
jugeons sans aucun doute que des étres pourvus des mémes organes, 


exécutant les mémes choses, éprouvent les mémes sensations et sont 
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mus par les mémes désirs. La probabilité que les animaux qui se rap- 
prochent de nous par leurs organes ont des sensations analogues aux 
notres, quoique un peu inférieure a celle qui est relative aux individus 
de notre espece, est encore excessivement grande, et il a fallu toute 
Vinfluence des préjugés religieux pour faire penser & quelques philo- 
sophes que les animaux sont de purs automates. La probabilité de 
existence du sentiment décroit 4 mesure que la similitude des organes 
avec les nétres diminue; mais elle est toujours tres forte, méme pour 
les insectes. En voyant ceux d’une méme espece exécuter des choses 
fort compliquées, exactement de la méme maniere, de générations en 
générations et sans les avoir apprises, on est porté a croire qu’ils 
agissent par une sorte d’affinité, analogue a celle qui rapproche les 
molécules des cristaux, mais qui, se mélant au sentiment attaché 4 
toute organisation animale, produit, avec la régularité des combinai- 
sons chimiques, des combinaisons beaucoup plus singulieres : on pour- 
rait peut-étre nommer affinité animale ce mélange des affinités électives 
et du sentiment. Quoiqwil existe beaucoup d’analogie entre l’organi- 
sation des plantes et celle des animaux, elle ne parait pas cependant 
suffisante pour étendre aux végétaux la faculté de sentir; mais rien 
n’autorise a la leur refuser. 

Le Soleil faisant éclore, par l’action bienfaisante de sa lumiere et de 
sa Chaleur, les animaux et les plantes qui couvrent la Terre, nous ju- 
geons par l’analogie qu il produit des effets semblables sur les autres 
planetes; car il n’est pas naturel de penser que la matiere, dont nous 
voyons l’activité se developper en tant de facons, soit stérile sur une 
aussi grosse planéte que Jupiter qui, comme le globe terrestre, a ses 
jours, ses nuits et ses années, et sur lequel les observations indiquent 
des changements qui supposent des forces tres actives. Cependant ce 
serait donner trop d’extension & l’analogie que d’en conclure la simili- 
tude des habitants des planétes et de la Terre. L’homme, fait pour la 
température dont il jouit et pour l’élément qu’il respire, ne pourrait 
pas, selon toute apparence, vivre sur les autres planetes. Mais ne doit-il 
pas y avoir une infinité d’ organisations relatives aux diverses constitu- 
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tions des globes de cet univers? Si la seule différence des éléments et 
des climats met tant de variété dans les productions terrestres, com- 
bien plus doivent différer celles des diverses planétes et de leurs satel- 
lites! L’imagination Ia plus active ne peut s’en former aucune idée, 
mais leur existence est tres vraisemblable. 

Nous sommes conduits par une forte analogie a regarder les étoiles 
comme autant de soleils doués, ainsi que le notre, d’un pouvoir attrac- 
tif proportionnel a la masse et réciproque au carré des distances. Car, 
ce pouvoir étant démontré par tous les corps du systeme solaire et pour 
leurs plus petites molécules, il parait appartenir 4 toute la matiére. 
Déja les mouvements des petites étoiles que l’ona nommées doubles, 
a cause de leur rapprochement, paraissent l’indiquer; un siecle au plus 
d’observations précises, en constatant leurs mouvements de révolution 
les unes autour des autres, mettra hors de doute leurs attractions ré- 
ciproques. 

L’analogie qui nous porte a faire de chaque étoile le centre d’un sys- 
teme planétaire est beaucoup moins forte que la précédente; mais elle 
acquiert de la vraisemblance par l’hypothese que nous avons proposée 
sur la formation des étoiles et du Soleil; car dans cette hypothese, 
chaque étoile ayant été, comme le Soleil, primitivement environnée 
d’une vaste atmosphere, il est naturel d’attribuer 4 cette atmosphere 
les mémes effets qu’a l’atmosphere solaire et de supposer qu'elle a 
produit, en se condensant, des planetes et des satellites. 

Un grand nombre de découvertes dans les sciences sont dues a l’ana- 
logie. Je citerai comme une des plus remarquables la découverte de 
l’électricité atmosphérique, a laquelle on a été conduit par l’analogie 
des phénomenes électriques avec les effets du tonnerre. 

La méthode la plus sire qui puisse nous guider dans la recherche 
de la vérité consiste a s’élever par induction des phénomenes aux lois 
et des lois aux forces. Les lois sont les rapports qui lient entre eux les 
phénoménes particuliers : quand elles ont fait connaitre le principe géené- 
val des forces dont elles dérivent, on le vérifie soit par des expériences 
directes, lorsque cela est possible, soit en examinant s'il satisfait aux 
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phénomenes connus; et si, par une rigoureuse analyse, on les voit 
tous découler de ce principe jusque dans leurs moindres détails, si 
dailleurs ils sont tres variés et tres nombreux, la Science alors acquiert 
le plus haut degré de certitude et de perfection qu’elle puisse atteindre. 
Telle est devenue l’Astronomie par la découverte de la pesanteur uni- 
verselle. L’histoire des sciences fait voir que cette marche’ lente et 
pénible de l'induction n’a pas toujours été celle des inventeurs. L’ima- 
gination, impatiente de remonter aux causes, se plait a créer des hypo- 
theses, et souvent elle dénature les faits pour les plier 4 son ouvrage; 
alors les hypotheses sont dangereuses. Mais, quand on ne les envisage que 
comme des moyens de lier entre eux les phénomenes pour en découvrir 
les lois, lorsqu’en évitant de leur attribuer de la réalité on les rectifie 
sans cesse par de nouvelles observations, elles peuvent conduire aux 
véritables causes, ou du moins nous mettre a portée de conclure des 
phénomenes observés ceux que des circonstances données doivent faire 
éclore. 

Si l’on essayait toutes les hypotheses que l’on peut former sur la 
cause des phénomenes, on parviendrait, par voie d’exclusion, a la véri- 
table. Ce moyen a été employé avec succes: quelquefois on est arrivé 
i plusieurs hypotheses qui expliquaient également bien tous les faits 
connus, et entre lesquelles les savants se sont partagés, jusqu’a ce que 
des observations décisives aient fait connaitre la véritable. Alors il est 
intéressant pour |’histoire de l’esprit humain de revenir sur ces hypo- 
theses, de voir comment elles parvenaient a expliquer un grand nombre 
de faits et de rechercher les changements qu’elles doivent subir pour 
rentrer dans celle de la nature. C’est ainsi que le systeme de Ptolémée, 
qui n’est que la réalisation des apparences célestes, se transforme dans 
l’hypothese du mouvement des planétes autour du Soleil, en y rendant 
égaux et paralléles a l’orbe solaire les cercles et les épicycles que Pto- 
lémée fait décrire annuellement et dont il laisse la grandeur indéter- 
minée. Il suffit ensuite, pour changer cette hypothése dans le vrai 
systeme du monde, de transporter en sens contraire A la Terre le mou- 
vement apparent du Soleil. 
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Il est presque toujours impossible de soumettre au calcul la proba- 
bilité des résultats obtenus par ces divers moyens : c’est ce qui a lieu 
pareillement pour les faits historiques. Mais l’ensemble des phéno- 
menes expliqués ou des témoignages est quelquefois tel que, sans pou- 
voir en apprécier la probabilité, on ne peut raisonnablement se per- 
mettre aucun doute & leur égard. Dans les autres cas, il est prudent de 
ne les admettre qu’avec beaucoup de réserve. 


Notice historique sur le Calcul des Probabilites. 


Depuis longtemps on a déterminé, dans les jeux les plus simples, 
les rapports des chances favorables ou contraires aux joueurs : les en- 
jeux et les paris étaient réglés d’apres ces rapports. Mais personne avant 
Pascal et Fermat n’avait donné des principes et des méthodes pour 
soumettre cet objet au calcul et n’avait résolu des questions de ce 
genre un peu compliquées. C’est done a ces deux grands géometres 
qu'il faut rapporter les premiers éléments de la science des probabilités, 
dont la découverte peut étre mise au rang des choses remarquables qui 
ont illustré le xvu® siecle, celui de tous qui fait le plus d’honneur a 
Vesprit humain. Le principal probleme, qu’ils résolurent par des voies 
différentes, consiste, comme on l’a vu précédemment, a partager équi- 
tablement l’enjeu entre des joueurs dont les adresses sont égales, et 
qui conviennent de quitter une partie avant qu'elle finisse, la condition 
du jeu étant que, pour gagner la partie, il faut atteindre le premier 
un nombre donné de points. Il est clair que le partage doit se faire 
proportionnellement aux probabilités respectives des joueurs de gagner 
cette partie, probabilités dépendantes des nombres de points qui leur 
manquent encore. La méthode de Pascal est fort ingénieuse et n’est au 
fond que l’équation aux différences partielles de ce probleme, appli- 
quée a déterminer les probabilités successives des joueurs, en allant 
des nombres les plus petits aux suivants. Cette méthode est limitée au 
cas de deux joueurs: celle de Fermat, fondée sur les combinaisons, 
s’étend Aun nombre quelconque de joueurs. Pascal crut d’abord qu’elle 
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devait étre comme la sienne, restreinte a deux joucurs, ce qui établit 
entre eux une discussion a la fin de laquelle Pascal reconnut la géné- 
ralité de la méthode de Fermat. 

Huygens réunit les divers problemes que l’on avait déja résolus, et 
en ajouta de nouveaux, dans un petit Traité, le premier qui ait paru 
sur cette matiére et qui a pour titre De ratiocinus in ludo alee. Plusieurs 
géometres s’en occuperent ensuite : Huddes et le grand pensionnaire 
de Witt en Hollande, et Halley en Angleterre appliquerent le calcul 
aux probabilités de la vie humaine, et Halley publia pour cet objet la 
premiere Table de mortalité. Vers ce méme temps, Jacques Bernoulli 
- proposa aux géometres divers problemes de probabilité dont il donna, 
depuis, des solutions. Enfin i! composa son bel Ouvrage intitulé Ars 
coryectandi, qui ne parut que sept ans apres sa mort, arrivée en 1706. 
La science des probabilités est beaucoup plus approfondie dans cet Ou- 
vrage que dans celui d’Huygens; l’auteur y donne une théorie géné- 
rale des combinaisons et des suites, et l’applique 4 plusieurs questions 
difficiles, concernant les hasards. Cet Ouvrage est encore remarquable 
par la justesse et la finesse des vues, par l’emploi de la formule du bi- 
nome dans ce genre de questions, et par la démonstration de ce théo- 
reme, savoir, qu’en multipliant indéfiniment les observations et les ex- 
périences, le rapport des événements de diverses natures approche de 
celui de leurs possibilités respectives dans des limites dont l’intervalle 
se resserre de plus en plus & mesure quils se multiplient, et devient 
moindre qu’aucune quantité assignable. Ce théoreme est trés utile pour 
reconnaitre par les observations les lois et les causes des phénomenes. 
Bernoulli attachait avec raison une grande importance a sa démon- 
stration quwil dit avoir méditée pendant vingt années. 

Dans lintervalle de la mort de Jacques Bernoulli 4 la publication de 
son Ouvrage, Montmort et Moivre firent paraitre deux traités sur le 
Calcul des Probabilités. Celui de Montmort a pour titre : Essai sur les 
Jeux de hasard : il contient de nombreuses applications de ce calcul 
aux divers jeux. L’auteur y a joint, dans la seconde édition, quelques 
lettres dans lesquelles Nicolas Bernoulli donne des solutions ingénieuses 
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de plusieurs problemes difficiles. Le Traité de Moivre, postérieur a celui 
de Montmort, parut d’abord dans les Transactions philosophiques de V’an- 
née 1711. Ensuite l’auteur le publia séparément, et il l’a perfectionné 
successivement dans les trois éditions qu'il en a données. Cet Ouvrage 
est principalement fondé sur la formule du bindme, et les problemes 
qu'il contient ont, ainsi que leurs solutions, une grande généralité. 
Mais ce qui le distingue est la théorie des suites récurrentes et leur usage 
dans ces matiéres. Cette théorie est l’intégration des équations linéaires 
aux différences finies a coefticients constants, intégration a laquelle 
Moivre parvient d’une maniere tres heureuse. 

Moivre a repris dans son Ouvrage le théoreme de Jacques Bernoulli 
sur la probabilité des résultats déterminés par un grand nombre d’ob- 
servations. Il ne se contente pas de faire voir, comme Bernoulli, que 
le rapport des événements qui doivent arriver approche sans cesse de 
celui de leurs possibilités respectives; il donne de plus une expression 
élégante et simple de la probabilité que la différence de ces deux rap- 
ports est contenue dans des limites données. Pour cela, il détermine 
le rapport du plus grand terme du développement d’une puissance trés 
élevée du bindme a la somme de tous ses termes, et le logarithme hy- 
perbolique de l’exces de ce terme sur les termes qui en sont tres voi- 
sins. Le plus grand terme étant alors le produit d’un nombre considé- 
rable de facteurs, son calcul numérique devient impraticable. Pour 
Vobtenir par une approximation conyergente, Moivre fait usage d’un 
théoreme de Stirling sur le terme moyen du binome élevé a une haute 
puissance, théoreme remarquable surtout en ce qu’il introduit la racine 
carrée du rapport de la circonférence au rayon, dans une expression 
qui semble devoir étre étrangere a cette transcendante. Aussi Moivre 
fut-il extrémement frappé de ce résultat, que Stirling avait déduit de 
l’expression de lacirconference en produits infinis, expression a laquelle 
Wallis était parvenu par une singuliére analyse qui contient le germe 
de la théorie si curieuse et si utile des intégrales définies. 

Plusieurs savants, parmi lesquels on doit distinguer Deparcieux , 
Kersseboom, Wargentin, Dupré de Saint-Maure, Simpson, Sussmilch, 
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Messene, Moheau, Price, Baily et Duvillard, ontréuni un grand nombre 
de données précieuses, sur la population, les naissances, les marlages 
et la mortalité. Ils ont donné des formules et des Tables relatives aux 
rentes viageres, aux tontines, aux assurances, etc. Mais, dans cette 
courte Notice, je ne puis qu’indiquer ces travaux utiles, pour m’atta- 
cher aux idées originales. De ce nombre est la distinction des espé- 
rances mathématique et morale, et le principe ingénieux que Daniel 
Bernoulli a donné pour soumettre celle-ci a |’Analyse. Telle est encore 
Vapplication heureuse qu’il a faite du Calcul des Probabilités a Vino- 
culation. On doit surtout placer au nombre de ces idées originales la 
considération directe des possibilités des événements, tirées des évé- 
nements observés. Jacques Bernoulli et Moivre supposaient ces pos- 
sibilités connues, et ils cherchaient la probabilité que le résultat des 
experiences a faire approchera de plus en plus de les représenter. Bayes, 
dans les Transactions philosophiques de année 1763, a cherché direc- 
tement la probabilité que les possibilités indiquées par des expériences 
déja faites sont comprises dans des limites données, et il y est parvenu 
dune maniere fine et tres ingénieuse, quoiqu’un peu embarrassée. Cet 
objet se rattache la théorie de la probabilité des causes et des événe- 
ments futurs, conclue des événements observés, théorie dont j’exposai 
quelques années apres les principes, avec la remarque de l’influence 
des inégalités qui peuvent exister entre des chances que l’on suppose 
égales. Quoique l’on ignore quels sont les événements simples que ces 
inégalités favorisent, cependant cette ignorance méme accroit souvent 
la probabilité des événements composés. 

En généralisant l’Analyse et les problemes concernant les probabi- 
lités, je fus conduit au Calcul des différences finies partielles, que La- 
grange atraité depuis par une méthode fort simple et dont il a fait 
d’élégantes applications a ce genre de problémes. La théorie des fone- 
tions génératrices, que je donnai vers le méme temps, comprend ces 
objets parmi ceux qu’elle embrasse, et s'adapte d’elle-méme et avec la 
plus grande généralité aux questions de probabilité les plus difficiles. 


Elle détermine encore, par des approximations tres conyergentes, les 
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valeurs des fonctions composées d’un grand nombre de termes et de 
facteurs, et, en faisant voir que la racine carrée du rapport de la circon- 
férence au rayon entre le plus souvent dans ces valeurs, elle montre 
qu'une infinité d’autres transcendantes peuvent s’y introduire. 

On a encore soumis au calcul la probabilité des temoignages, les 
votes et les décisions des assemblées électorales et délibérantes et les 
jugements des tribunaux. Tant de passions, d’intéréts divers et de cir- 
constances compliquent les questions relatives & ces objets qu’elles sont 
presque toujours insolubles. Mais la solution de problemes plus simples 
et qui ont avec elles beaucoup d’analogie peut souvent répandre sur ces 
questions difficiles et importantes de grandes lumieres, que la stireté 
du calcul rend toujours préférables aux raisonnements les plus spé- 
cleux. 

L’une des plus intéressantes applications du Calcul des Probabilités 
concerne les milieux quil faut choisir entre les résultats des observa- 
tions. Plusieurs géometres s’en sont occupés, et Lagrange a publié dans 
les Memoires de Turin une belle méthode pour déterminer ces milieux, 
quand la loi des erreurs des observations est connue. J’ai donné pour 
le méme objet une méthode fondée sur un artifice singulier, qui peut 
étre employé avec avantage dans d’autres questions d’Analyse, et qui, 
en permettant d’étendre indéfiniment dans tout le cours d’un long cal- 
cul des fonctions qui doivent étre limitées par la nature du probleme, 
indique les modifications que chaque terme du résultat final doit rece- 
voir en vertu de ces limitations. On a vu précédemment que chaque 
observation fournit une équation de condition, du premier degré, qui 
peut toujours étre disposée de maniére que tous ses termes soient dans 
le premier membre, le second étant zéro. L’usage de ces équations est 
une des causes principales de la grande précision de nos Tables astro- 
nomiques, parce que l’on a pu ainsi faire concourir un nombre immense 
d’excellentes observations a la fixation de leurs éléments. Lorsqu’il n’y 
a qu’un seul élément a déterminer, Cotes avait prescrit de préparer les 
équations de condition de sorte que le coefficient de l’élément inconnu 
fit positif dans chacune d’elles, et d’ajouter ensuite toutes ces équa- 
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tions, pour former une équation finale dou l’on tire la valeur de cet 
élément. La regle de Cotes fut suivie par tous les calculateurs. Mais 
quand il fallait déterminer plusieurs éléments, on n’ayait aucune regle 
fixe pour combiner les équations de condition de maniere a obtenir les 
équations finales nécessaires : seulement, on choisissait pour chaque 
élément les observations les plus propres a le déterminer. Ce fut pour 
obvier a ces tatonnements que Legendre et Gauss imaginerent d’ajouter 
les carrés des premiers membres des équations de condition, et d’en 
rendre la somme un minimum, en y faisant varier chaque élément in- 
connu : par ce moyen, on obtient directement autant d’équations finales 
quily a d’éléments. Mais les valeurs déterminées par ces équations 
méritent-elles la préférence sur toutes celles que l’on peut obtenir par 
d’autres moyens? C’est ce que le Calcul des Probabilités pouvait seul 
apprendre. Je l’appliquai donc a cet objet important, et je parvins, par 
une analyse délicate, a une regle qui renferme la précédente, et qui 
réunit, & Vavantage de donner par un procédé régulier les éléments 
cherchés, celui de les faire sortir avec le plus d’évidence de l’ensemble 
des observations, et d’en déterminer les valeurs qui ne laissent a 
craindre gue les plus petites erreurs possibles. 

On n’a cependant encore qu’une connaissance imparfaite des résul- 
tats obtenus, tant que la loi des erreurs dont ils sont susceptibles n'est 
pas connue; il faut pouvoir assigner la probabilité que ces erreurs sont 
contenues dans des limites données, ce qui revient a déterminer ce que 
jal nommeé poids d’un résultat. L’Analyse conduit a des formules gé- 
nérales et simples pour cet objet. J’ai appliqué cette analyse aux ré- 
suliats des observations géodésiques. Le probleme général consiste a 
déterminer les probabilités que les valeurs d’une ou de plusieurs fonc- 
tions linéaires des erreurs d’un tres grand nombre d’observations sont 
renfermées dans des limites quelconques. 

La loi de possibilité des erreurs des observations introduit dans les 
expressions de ces probabilités une constante, dont-la valeur semble 
exiger la connaissance de cette loi presque toujours inconnue. Heureu- 
sement, cette constante peut étre déterminée par les observations 
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mémes. Dans la recherche des éléments astronomiques, elle est donnée 
par la somme des carrés des differences entre chaque observation et le 
calcul. Les erreurs également probables étant proportionnelles a la ra- 
cine carrée de cette somme, on peut par la comparaison de ces carrés 
apprécier l’exactitude relative des diverses Tables d’un méme astre. 
Dans les opérations géodésiques, ces carrés sont remplacés par les car- 
rés des erreurs des sommes observées des trois angles de chaque 
triangle. La comparaison des carrés de ces erreurs fera done juger de 
la précision relative des instruments avec lesquels on a mesuré les 
angles. On voit par cette comparaison l’avantage du cercle répétiteur 
sur les instruments qu'il a remplacés dans la Géodésie. 

I] existe souvent dans les observations plusieurs sources d’errewrs : 
ainsi, les positions des astres étant déterminées au moyen de la lunette 
méridienne et du cercle, tous deux susceptibles d’erreurs dont la lot 
de probabilité ne doit pas étre supposée la méme, les éléments que 
on déduit de ces positions sont affectés de ces erreurs. Les équations 
de condition que l’on forme pour avoir ces éléments contiennent les 
erreurs de chaque instrument, et elles y ont des coefficients differents. 
Le systeme le plus avantageux des facteurs par lesquels on doit multi- 
plier respectivement ces équations, pour obtenir, par la réunion des 
produits, autant d’équations finales qu'il y a d’éléments & déterminer, 
n’est plus alors celui des coefficients des éléments dans chaque équa- 
tion de condition. L’analyse dontj’ai fait usage conduit facilement, quel 
que soit le nombre des sources d’erreur, au systeme de facteurs qui 
donne les résultats les plus avantageux, ou dans lesquels une méme er- 
reur est moins probable que dans tout autre systeme. La méme analyse 
détermine les lois de probabilité des erreurs de ces résultats. Ces for- 
mules renferment autant de constantes inconnues qu'il y a de sources 
(erreur, et qui dépendent des lois de probabilité de ces erreurs. On 
a vu que, dans le cas d’une source unique, on peut déterminer cette 
constante en formant la somme des carrés des résidus de chaque équa- 
tion de condition, lorsqu’on y a substitué les valeurs trouvées pour les 
éléments. Un procédé semblable donne généralement les valeurs de ces 
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constantes, quel que soit leur nombre, ce qui complete l’application 
du Calcul des Probabilités aux résultats des observations. 

Je dois ici faire une remarque importante. La petite incertitude que 
les observations, quand elles ne sont pas tres multipliées, laissent sur 
les valeurs des constantes dont je viens de parler, rend un peu incer- 
taines les probabilités déterminées par l’Analyse. Mais il suffit presque 
toujours de connaitre si la probabilité que les erreurs des résultats 
obtenus sont renfermées dans d’étroites limites approche extrémement 
de Punité, et quand cela n’est pas, il suffit de savoir jusqu’a quel point 
on doit multiplier les observations pour acquérir une probabilité telle 
qu’il ne reste sur la bonté des résultats aucun doute raisonnable. Les 
formules analytiques des probabilités remplissent parfaitement cet 
objet, et sous ce rapport elles peuvent étre envisagées comme le com- 
plément nécessaire des sciences fondées sur un ensemble d’observa- 
tions susceptibles d’erreur. Elles sont méme indispensables pour ré- 
soudre un grand nombre de questions dans les sciences naturelles et 
morales. Les causes régulieres des phénomenes sont le plus souvent 
ou inconnues ou trop compliquées pour étre soumises au calcul; sou- 
vent encore leur action est troublée par des causes accidentelles et ir- 
régulieres; mais elle reste toujours empreinte dans les événements 
produits par toutes ces causes, et elle y apporte des modifications 
quune longue suite d’observations peut déterminer. L’Analyse des 
Probabilités développe ces modifications et assigne leurs degrés de 
vraisemblance. Ainsi, au milieu des causes irrégulieres qui agitent l’at- 
mosphere, les changements périodiques de la chaleur solaire du jour 
a la nuit et de Vhiver & été produisent, dans la pression de cette 
grande masse fluide et dans la hauteur correspondante du barométre, 
des oscillations diurnes et annuelles, que de nombreuses observations 
barométriques ont fait connaitre avec une probabilité au moins égale d 
celle des faits que nous regardons comme certains. C’est encore ainsi 
que la série des évyénements historiques nous montre l’action constante 
des grands principes de la morale, au milieu des passions et des intéréts 
divers qui agitent en tous sens les sociétés. Il est remarquable qu’une 
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science, quia commencé par la considération des jeux, se soit élevée 
aux plus importants objets des connaissances humaines. 

Jai rassemblé toutes ces méthodes dans ma Théorie analytique des: 
Probabultés, ou je me suis proposé d’exposer, de la maniere la plus geé- 
nérale, les principes et l’analyse du Calcul des Probabilités, ainsi que 
les solutions des problemes les plus intéressants et les plus difficiles 
que ce Calcul présente. 

On voit, par cet Essai, que la théorie des probabilités n’est, au fond, 
que le bon sens réduit au calcul; elle fait apprécier avec exactitude ce 
que les esprits Justes sentent par une sorte d’instinct, sans qu’ils puis- 
sent souvent sen rendre compte. Sil’on considere les méthodes ana- 
lytiques auxquelles cette théorie a donné naissance, la vérité des prin- 
cipes qui lui servent de base, la logique fine et délicate qu’exige leur 
emploi dans la solution des problemes, les établissements d’utilité 
publique qui s’appuient sur elle, et l’extension qu’elle a recue et qu'elle 
peut recevoir encore par son application aux questions les plus impor- 
tantes de la Philosophie naturelle et des Sciences morales; si l’on ob- 
serve ensuite que, dans les choses mémes qui ne peuvent étre soumises 
au calcul, elle donne les apercus les plus stirs qui puissent nous guider 
dans nos jugements, et qu’elle apprend a se garantir des illusions qui 
souvent nous égarent, on verra qu'il n’est point de science plus digne 
de nos méditations et qu’il soit plus utile de faire entrer dans le sys- 
teme de l’instruction publique. 
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LIVRE I. 


CALCUL DES FONCTIONS GENERATRICES. 


PREMIERE PARTIE. 


CONSIDERATIONS GENERALES SUR LES ELEMENTS DES GRANDEURS. 


La notation des exposants, imaginée par Descartes, a conduit Wallis et Newton a la ei 
considération des exposants fractionnaires, positifs et négatifs, et a linterpolation 
des séries. Leibnitz a rendu ces exposants variables, ce qui a donné naissance au 
calcul exponentiel et a complété le systéme des éléments des fonctions finies. Ces 
fonctions sont formées de quantités exponentielles, algébriques et logarithmiques; 
quantités essentiellement distinctes les unes des autres. Les intégrales ne sont pas sou- 
vent réductibles a des fonctions finies. Leibnitz ayant adapté a sa caractéristique diffé- 
rentielle des exposants, pour exprimer des différentiations répétées, il a été conduit 
a l’analogie des puissances et des différences, analogie que Lagrange a suivie par voie 
dinduction, dans tous ses développements. La théorie des fonctions génératrices 
étend cette analogie a des caractéristiques quelconques et la montre avec évidence. 
Toute la théorie des suites et l’intégration des 6quations aux différences découle avec 
unevextreme facihitésdercette theories NAlsemeat sek eee ere reer ae enero I 
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Chapitre I. — DES FoNCTIONS GENERATRICES A UNE VARIABLE......... PE «Ln & 


uw étant une fonction quelconque dune variable ¢ ct yx étant le coefficient de ¢” dans 
le développement de cette fonction, wu est fonction génératrice de yx. Si lon multi- 


: : I 3 re 
plie « par une fonction quelconque s de 7? on aura une nouvelle fonction généra- 


trice qui sera celle dune fonction de ya, 7a+1, etc. En désignant par yx cette 
derniére fonction, ws? sera la fonction génératrice de y’yx, en sorte que l’exposant 
de s, dans la fonction génératrice, devient celui de la caractéristique y dans la fonc- 
tion engendrée. N°2........... DO ios SR ee ame ae toe Bate onan eee 


x 


De Vinterpolation des suites & une variable, et de l’intégration des équations diffe- 
PEnticlles UNCAUTCS. ries Met ee Ue ne eee bE clean th carne aie ren a aie ign 


Linterpolation se réduit 4 déterminer le coefficient y+; de ¢* dans le développement 
u a at : : aE a \ . 
de a On peut donner a 7 une infinité de formes différentes : en l’élevant a la puis- 


sance z sous ces formes et repassant ensuite des fonctions génératrices aux coeffi- 
cients, On a, sous une infinité de formes correspondantes, l’expression de yx+;. Ap- 
plication de cette méthode aux suites dont les différences successives des termes 
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Formule générale d’interpolation des séries dont la derniére raison des termes est celle 
@une suite dont le terme général est donné par une équation linéaire aux différences, 
4 coefficients constants. N°5....... Te DA. Remit Figen Res 
La formule s’arréte lorsque la raison des termes est celle d’une suite semblable, et 
alors elle donne l’intégrale des équations linéaires aux différences finies, dont les 
coefficients sont constants. Intégration générale de ces équations, dans le cas méme 
ou elles ont un dernier terme fonction de l’indice. N°6..............-0005 Sy eet 
Formule d’interpolation des mémes suites, ordonnée par rapport aux différences suc- 
cessives de la variable principale. Noe eran Citas er pence tie cn oS RTT eats ; 
Passage de cette formule, du fini a Heninont petit. Interpolation des suites dont to 
derniére raison des termes est celle d'une équation aux différences infiniment petites 
linéaires, a coefficients constants. Intégration de ce genre d’équations, lors méme 
cuielissrontwun dermen sermon: Nees. tron mii. ste 2a jesle as. Cne Seve chet aeons 


De la transformation des suites. N°9....... MOR, 34 ES. Wiis he. ee 
Theoréemes sur le développement des fonctions et de leurs differences en séries . 
On déduit du calcul des fonctions génératrices les formules 

‘Arye, =[(1+ Ayz)'—1], 2" ye=[(1+ Aye)’ —1]-”, 


A et = se rapportant au cas ot x varie de lunité et ‘A et 'S se rapportant au cas ou wv 
varie de z. On tire de ces formules les suivantes : 


a oe ie a dee me 
UN y= i ES 5 ‘ Saye CRS ‘ 


dans lesquelles c designe le nombre dont le logarithme hyperbolique est Punité, et ‘A 
et ' se rapportent a la variation « de x. On transforme l’expression de ‘A”y~ dans 
celle-ci 


On parvient a ces formules 
dt J 2x 


dae 


Sx dxr= [log@ ane Nee NSIC 


=[log(1-+ Ayz)]”, 


Analogie entre les puissances positives et les différences et entre les puissances néga- 
tives et les intégrales, fondée sur ce que les exposants des puissances, dans les fonc- 
tions génératrices, se transportent aux caractéristiques correspondantes de la va- 
riable vy. Généralisation des résultats précédents. N° 10........-.......-0. eee 

Théorémes analogues aux précédents sur les produits de plusieurs fonctions d’une 
méme variable et spécialement sur le produit p* ya. N° 411.............. eee eee 


Chapitre II. — Drs FONCTIONS GENERATRICES A DEUX VARIABLES. ............... 


Fag! 


wz étant une fonction de deux variables ¢ et ¢’, et yx,x’ étant le coefficient de 7*2'* 
dans le développement de cette one uw est fonction génératrice de yz,x’. Si l'on 


multiplie « par une fonction s de = “ob 5 ;» le coefficient de ¢%z’*’ dans le développe- 


ment de ce produit sera une riuelton ra eaa he ek Pe etc.; enla désignant 
par VYx 2’, us sera la fonction génératrice de yi yax. N° 12..... 6. eee eee ee 
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De Vinterpolation des suites a deux variables et de Vintegration des équations 
linéaires aux differences particles. ..cccvecvcvvcerrrnrcees SH aC dios Hoe 


Formule générale de l’interpolation des suites dont la derniére raison des termes est 
celle dune série dont le terme général est donné par une équation linéaire aux dif- 
férences partielles, 4 coefficients constants. N°13...... ++ see eee e eee eee ee eee 

La formule s’arréte lorsque la raison des termes est celle d’une série semblable, et 
alors elle donne l’intégrale des équations linéaires aux différences finies partielles, 
dont les coefficients sont constants. Cette intégrale suppose que l’on connait ou 
que l’on peut déduire des conditions du probleme 7 valeurs arbitraires de jz,2’, 
en donnant, par exemple, a x les z valeurs 0, 1,2, ..., ~—1, 2” étant dail- 
leurs quelconque. Expression tres simple de yx x’, lorsque ces fonctions arbitraires 
en x’ sont données par des vee linéaires aux différences, a coefficients con- 
stants. N° 44.. SSO GRO DOSS 

Expression g seu cbale. “le J," SOUS fa forme d’intégrale définie; remarque importante 

-sur le nombre des fonctions arbitraires que renferme l’intégrale des équations a 
différences particlless NoW5en. nia. ee Soaeeee 

Examen de quelques cas qui échappent ala formule générale d’intégration donnée dans 
ce qui précede; dans ce cas, les caractéristiques des différences finies que renfer- 
ment les intégrales ont pour exposants les indices variables des équations aux diffé- 
LORCCS Par viclles-m Nod Otemt ae ee ets cae 

Intégration de l’équation 
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A se rapportant a la variabilité de « dont Punité est la différence, et ‘A se rappor- 
tant a la variabilité de 2’ dont « est la différence. On en déduit lintégrale de 
Péquation aux différences partielles infiniment petites et finies, que l'on obtient 
en changeant, dans la précédente, «en dx’, et la caractéristique ‘A en d. N° 417... 


Théorémes sur le développement en séries des fonctions de plusieurs variables..... 


Ces théorémes sont analogues a ceux qui ont été donnés précédemment sur les fone- 
tions a une seule variable, et l'on y retrouve l’analogie observée entre les puis- 


sances positives et les différences, et entre les puissances négatives et les intégrales. 
Ne 2iS) eine ee. eee oe ee 


Considerations sur les passages du fini & Vinfiniment petit. 


La considération de ces passages est trds propre a éclaircir Jes points les plus 
délicats du Calcul infinitésimal. Elle montre avec évidence que les quantités 
négligées dans ce Calcul n’dtent rien a sa rigueur. En l’appliquant au probleme 
des cordes vibrantes, elle prouve la possibilité d’introduire des fonctions arbi- 
traires discontinues dans les intégrales des équations aux différences partielles 


finies et infiniment petites, et elle donne les conditions de cette discontinuité. 
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Considerations générales sur les fonctions generatrices.. 
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Trouver la fonction génératrice d'une quantité donnée par une équation linéaire aux 


différences finies, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles et entieres de 
Lindi ces iNea20 eee. ae 
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Expressions des intégrales de ces 6quations en intégrales définies. Les fonctions sous 
le signe intégral f sont dela méme nature que les fonctions génératrices des quan- 
tités données par ces équations. Ainsi tous les théorémes déduits précédemment de 
Panalogie des puissances et des différences s’appliquent a ces intégrales. Leur 
principal avantage est de fournir une approximation aussi commode que conver- 
gente de ces quantités, lorsque leur indice est un tres grand nombre. Cette méthode 
approximation acquiert une grande extension par les passages du posilif au négatif 
et du réel a limaginaire, passages dont j’ai donné les premiéres traces dans les 
Memoires de l’Académie des Sciences de 1782. Il parait, par les Ouvrages post- 
humes d’Euler, que, vers le méme temps, ce grand géométre s’occupait du méme 
ODIStANG 2175. geky.i.. Moped treitenasiegs sayceeie ss Neusxiatige Fests 5 o Nae cate pea ena anya 


SECONDE PARTIE. 


THEORIE DES APPROXIMATIONS DES FORMULES QUI SONT FONCTIONS 
DE TRES GRANDS NOMBRES. 


Chapitre I. — De LINTEGRATION PAR APPROXIMATION DES DIFFERENTIELLES QUI REN- 
FERMENT DES FACTEURS ELEVES A DE GRANDES PUISSANCES....... Rett ah 


Expression, en série convergente, de leur intégrale prise entre deux limites données : 
la série cesse d’étre convergente prés du maximum deo la fonction sous le signe 
UREA ES NAO AS hee Sdn Ono ab opm o du SEO: On CE OC OCA ae COC cme 

Expression, en série ey eeenie del phere ee ce: dernier cas. N° 23. 5..2..... 

Ce que devient cette série lorsque Vintégrale est prise entre deux jae qui ren- 
dent nulle la fonction sous le signe intégral. Sa valeur dépend alors d’intégrales 
de la forme ft" dt ct" et prises depuis ¢ nul jusqu’d ¢ infini. On établit ce théo- 


reme 
™T 


ig ees 
sin ™ 
n 


a étant la demi-circonférence dont le rayon est l’unité. On en déduit ce résultat 
remarquable 
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Ce dernier résultat donne, par le passage du réel a l’imaginaire, 
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2a 

Vintégrale étant prise depuis x nul jusqu’a x infini; méthode directe qui conduit a 
cette équation et de laquelle on tire la valeur de l’intégrale lorsque la quantité sous 
le signe f est multipliée par 2?” : valeur de lintégrale fx?"=! dx sinrx e~@", 
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On parvient aux formules 


dx COST x we dx sinr x ' 
= —— ———_—_—— Cm ' 
: A 1 x? I-- x? 
les intégrales étant prises depuis 2 = —  jusqu’a « =-+ «; et l’on en déduit les 


fl, cos : ae P é 
intégrales dx sin “2? Prises dans les mémes limites, N étant une fonction ra- 
1 


tionnelle et entiére de x, d'un degré supérieur 4 M, et n’ayant pas de facteur réel 


du premier degré. N° 26....... dae ee oe cia TS, PAPER ate So 
Expression de lintégrale fdtc—® prise sive ‘das limites données, soit en Sséries, soit 
En {ractlomecOMiMUCaeN 22s weet rte eetetor et A ra arate oa ire aoe 


Approximation des double, triple, etc. intégrales des différentielles multipliées par des 
facteurs élevés a de hautes puissances. Formules en séries convergentes pour inté- 
grer, dans des limites données, la double intégrale ffydxdx', y étant une fonction 
de a et de x’. Examen du cas ot l’intégrale est prise tres pres du maximum de y. 
Expression de l’intégrale en séries convergentes. N° 28..........-....2+-eeeeee 


Chapitre II. — De L’INTEGRATION PAR APPROXIMATION DES EQUATIONS LINEAIRES AUX 
DIFFERENCES FINIES) ED) INFINIMBNG™ PETITES at. ates tat = lee le ole iclels cle eon 


Intégration de l’équation aux différences finies 
iS) = AYs+ BAy;-++ CA%y5+. ec 


A, B,C, ... étant des fonctions rationnelles et entieres de s. Si la variable y, est ex- 
primée par lintégrale définie fxs odx ou par celle-ci fe-s*odx, 9 étant fonction 
de x, ona, par les formules du Chapitre précédent, la valeur dey; en séries tres 
convergentes, lorsque lindice s est un grand nombre. Pour déterminer ¢, on sub- 
stitue pour ys Son expression en intégrale définic, dans léquation aux différences 
en ys, qui se partage en deux autres, dont lune est une équation différentielle en 9, 
qui sert a déterminer cette inconnue; l’autre équation donne les limites de l’inté- 
grale définie. N°29...... JRROACE Sareea rate iar mg aie ole cba Maa bane artes ya onc ran 

Intégration d’un nombre quelconque d’équations linéaires 4 un seul indice et ayant 
un dernier terme, les coefficients de ces équations étant des fonctions rationnelles 
et entiéres de cet indice. Cette méthode peut étre étendue aux équations linéaires 
i différences ou infiniment petites, ou en parties finies et en parties infiniment 
petites. Ne 30 sh she 

La principale difficulté de cette analyse consiste 4 intégrer l’équation différentielle 
en ©, qui nest intégrable généralement que dans le cas ot lindice s n’est qu’a la 
premicre puissance dans l’équation aux différences en ys, qui alors est de la forme 
o=V-—+sT,V et T étant des fonctions linéaires de y; et de ses différences, soit 
finies, soit infiniment petites. Intégrale de cette derniére équation, par une série trés 
convergente, lorsque s est un grand nombre. Remarque importante sur l’étendue de 
cette série, qui est indépendante des limites de lintégrale définie par laquelle ys est 
exprimé, et qui subsiste dans le cas méme ov l’équation aux limites n’a que des racines 
imaginaires. Lorsque, dans l’équation en ys, s surpasse le premier degré, on peut 
quelquefois la décomposer en plusieurs équations qui ne renferment que la premiére 
puissance de s. On peut encore, dans plusieurs cas, intégrer, par une approximation 
tres convergente, l’équation différentielle en ©. N° 31 
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intégration de l’équation 
o= V +s5T+s5'R, 


V, T, R étant des fonctions quelconques linéaires de ys,s et de ses différences ordi- 
naires et partielles, finies et infiniment petites. N° 32..............0e cece eee ees 19.5 


Chapitre III. — AppiicaTION DES METHODES PRECEDENTES A L’APPROXIMATION DE DI- 


VERSES FONCTIONS DE TRES GRANDS NOMBRES............. So pueec Nese eases nce 129 


De Vapproximation des produits composés d’un grand nombre de facteurs et des 
termes des polynémes élevés & de grandes Puissances... 6... cece cv ecn vnc n ees 128 
Lintégrale de ’équation o =(s + 1)ys—jys—1, approchée par les méthodes du Cha- 
pitre précédent et comparée a son intégrale finie, donne, par une série trés con- 
vergente, le produit (u-+1)(p+2)...s. En faisant s négatif et passant du positif 
au négatif et du réel 4 Vimaginaire, on parvient a cette équation remarquable 


ze 
an(—1)* » farce 
far-tdrc-x J axe” 
la premiére intégrale étant prise depuis xz nul jusqu’a x infini, et la derniére inté- 
grale étant prise entre les limites imaginaires de x qui rendent nulle la fonction 


cos 

ip de 
Leo ce qui donne un moyen facile d’avoir l’intégrale zie 5 ise depuis x 
PTT) qui donne oyen facile r lintég aT » prise depuis 2 


nul jusqu’a x infini. Cette équation donne encore la valeur des intégrales 
dws Coss odo sins 
ba oe reo” 


. : és . . ° TT aoe 
prises depuis w nul jusqu’a o infini. On trouve 5¢ Dour ces intégrales; leur accord 


avec les résultats du n° 26 prouve la justesse de ces passages du positif au négatif 
et du réel a limaginaire : ces divers résultats ont été donnés dans les Memozres de 
VP ECAUNADIE CLE SMILES NOU METINES. NG, IN Wwe uc oo boo nnet sooo es ron cbegEL 128 


Intégrale approchée de l’équation o =(a@’+ b's) y¥s44 (a + bs)¥s, a ou! on tire, par 
une série simple et trés convergente, le terme moyen ou indépendant de @ du bi- 


P Tee ae 
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t 
Méthode générale pour avoir, par une série convergente, le terme moyen ou indépen- 
dant de a, dans le développement du polyndme 
ant + a-nhti ee gona... .4- qgi-i4. qu 
élevé 4 une tres haute puissance. N°35..............-. Bais owas has eee 140 


Expressions, en série convergente, du coefficient de a*’, dans le développement de 
cette puissance, et de la somme de ses coefficients, depute celui de a~? jusqu’a celui 
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Intégration par approximation de P’équation aux différences ps = sy5-+(s —C) ysit. 

On en déduit expression de la somme des termes de la puissance tres élevée 
Wun bindme, en arrétant son développement a un terme quelconque fort éloigné 
Git premier. N° OF nce c cng cer apes tees heehee cee k nena ere evienes 151 
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AC SUNGANS COUM CLINI CLS CASs No 4a, 5, cree earie doje salts ach cas Yoton ces Ber sk ese NGI Loh 160 
Expression de la différence A” s‘ lorsque z est plus petit que v. N° 41............ SOO 


Expression de la somme des termes de A” 5‘, en arrétant son développement au terme 
dans lequel la quantité élevée a la puissancez commence a deyenir négative. Ap- 
proximation, en série tres conyergente, de la fonction 


yr eee (n ryan He) aba. 
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dans laquelle on rejette les termes oti la quantité élevée a la puissance n= / est 


négative, 2 étant un nombre entier peu considérable par rapport a 7. N° 42....... 169 
Extension des méthodes précédentes aux différences finies trés élevées de la forme 

INO SE fe AP EVP Ge aye aul? veo cocuoten te Mercian crereenerste Nair oath Seeeware 174 
Remarque generale sur la convergence des séries. N° 44........ 5 Shes ooo oF 175 
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Chapitre I. — Principes GENERAUX DE CETTE THEORIE.........2.-ee00.ceecceees 181 


Néfinition de la probabilité. Sa mesure est le rapport du nombre des cas favorables a 
celui de tous les cas possibles. 

La probabilité d'un événement composé de deux événements simples est le produit de 
la probabilité d'un de ces événements, par la probabilité que, cet événement étant 
arrivé, autre événement aura lieu. 

La probabilité d’un événement futur, tirée d'un événement observé, est le quotient de 
la division de la probabilité de l’événement composé de ces deux événements et 
déterminée @ priori par la probabilité de ’éyénement observé, déterminée pareille- 
ment @ prior. 
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Si un événement observé peut résulter de ” causes différentes, leurs probabilités sont 
respectivement, comme les probabilités de l’événement, tirées de leur existence, e| 
la probabilité de chacune d’elles est une fraction dont le numérateur est la proba- 
bilité de ’événement dans lhypothése de l’existence de la cause, et dont le déno- 
minateur est la somme des probabilités semblables, relatives 4 toutes les causes. 
Si ces diverses causes considérées a priori sont inégalement probables, il faut, au 
lieu de la probabilité de Pévénement, résultante de chaque cause, employer le pro- 
duit de cette probabilité par celle de la cause elle-méme. 

La probabilité d'un événement futur est la somme des produits de la probabilité de 
chaque cause, tirée de ’événement observé, par la probabilité que cetle cause exis- 
tant, ’événement futur aura lieu. 

De Vinfluence que doit avoir sur les résultats du Calcul des Probabilités la différence 
inconnue qui peut exister entre des éyénements simples que l’on suppose également 
possibles. Cette différence augmente la probabiljté des événements composés de la 
répétition dun méme événement. N° 1........... 

Des espérances mathématique et morale. La premiere est le produit du bien espéré 
par la probabilité de lobtenir; la seconde dépend de la valeur relative du bien 
espéré. La régle la plus naturelle et la plus simple pour apprécier cette valeur con- 
siste 4 supposer Ja valeur relative d’une somme infiniment petite en raison directe 
de sa valeur absolue et en raison inverse du bien total de la personne intéresséc. 


Chapitre II. — DELA PROBABILITE DES EVENEMENTS COMPOSES D’BVENEMENTS SIMPLES 
DONT LES POSSIBILITES RESPECTIVES SONT DONNEES.........-. spe telbevspeabsaet rates cine 

Expression du nombre de combinaisons de x lettres prises 7 4 7 lorsqu’on a égard 
ou non a leur situation respective. Application aux loteries. N° 3............0... 

Une loterie étant composee de n numeéros dont r sortent a chaque tirage, on demande 
la probabilité quapres t tirages tous les numeéros seront sortis. Solution générale du 
probléme. Expression trés simple et trés approchée de la probabilité lorsque x et ¢ 
sont de grands nombres. Application au cas oti z = 10000 et r=1. Il ya, dans ce 
cas, un peu moins d’un contre un a parier que tous les numéros sortiront dans 
95767 tirages et un peu plus d’un contre un a parier quils sortiront dans 95768 Li- 
rages. Dans le oS de la loterie de France, ot. 2 = 90 et 7 = 5, il y aun peu moins 
d@un contre un a parier que tous les numéros sortiront dans 85 tirages, et un peu 
plus d’un contre un a parier quwils sortiront dans 86 tirages. N° 4............... 

Une urne etant supposce renfermer le nombre «x de boules, on en tire une partie ou 
la totalité, et l’on demande la probabilité que le nombre de boules extraites sera 
pair. Solution du probléme. ll y a de l’'avantage a parier pour un nombre impair. 
NG anicd mow none Rare a SOT eae aoa tse oo on aC er RICE Le ne 

Expression de la probabilité d’amener x boules blanches, 2’ boules noires, x” boules 
rouges, etc., en tirant une boule de chacune des urnes dont le nombre est 


Bae ae ae... 


et qui renferment chacune p boules blanches, q boules noires, 7 boules rouges, etc. 
NO: Gi eee rte os tie) ah ateave ghats eae erty exes ee ee cae ae Tete 
Determiner la probabilité ws lirer ainsi des urnes précedentes x boules blanches, 
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Pages 
avant d’amener soit x’ boules noires, soit x" boules rouges, soit, etc. Solution du 
probléme par la méthode des combinaisons, Identité de ce probleme avec celui qui 
consiste 2 déterminer les sorts d’un nombre z de joueurs dont les adresses respee- 
tives sont connues lorsqu’il manque, pour gagner la partie, « coups au premier, 

x au second, 2” au troigiome, etc. N° 7.2.3 ccc e ede sacclas. sscetwrtnectsssesse 207 
Solution générale du probléme précédent par l’analyse des fonctions génératrices. Dans 
le cas de deux joucurs A et B dont les adresses respectives sont égales, le pro- 
bléme est celui que Pascal proposa 4 Fermat et que ces deux grands géométres 
résolurent. Il revient 4 imaginer une urne qui renferme deux boules, l’une blanche 
et l'autre noire, portant chacune le n° 4, la boule blanche étant pour le joueur A, la 
boule noire pour le joucur B. On tire de l'urne une boule que l’on y remet ensuite 
pour procéder 4 un nouveau tirage, et l’on continue ainsi jusqu’a ce que la somme 
des numéros sortis, favorables 4 un des joueurs, atteigne un nombre donné. Apres 
un certain nombre de tirages, il manque encore au joueur A le nombre x et au 
joueur B le nombre x’. Les deux joueurs conviennent alors de se retirer du jeu en 
partageant l’enjeu qu’ils ont mis en commencant : il s’agit de connaitre comment 
doit se faire ce partage. Ce qui revient aux jouours doit étre évidemment propor- 
tionnel a leurs probabilités respectives de gagner la partie. Généralisation et solu- 
tion du probleme : 1° en supposant dans lurne une boule blanche favorable a A et 
portant le n° 1 et deux boules noires favorables a B et portant Pune, le n° 1, et 
Yautre, le n° 2; chaque boule diminuant de son numéro le nombre des points qui 
manquent au joueur auquel elle est favorable; 2° en supposant dans lurne deux 
boules blanches portant les n° 1 et 2 et deux boules noires portant les mémes nu- 
RIO: INPHR a Badl a wae nodoened ose acd.c Btls OOD Oe Ons Merion < heer ee) 
Concevant dans une urne r boules marquees du n° 1, r boules marquees du n° 2, et 
ainsi de suite jusqu’au n° n; ces boules étant bien mélées dans l’urne et tirées 
toutes successivement, on demande la probabilité qwil sortira au moins s boules au 
rang indiquée par leur numero. Solution générale du probleme et de celui dans 
lequel, ayant ¢ urnes revfermant chacune le nombre x de boules, toutes de couleurs 
différentes et que l’on tire toutes successivement de chaque urne en complétant le 
tirage d’une urne avant de passer a une autre urne, on demande la probabilité qu’ une 
ou plusieurs boules de la méme couleur sortiront au méme rang dans les tirages 
completsidesvunnestaN gcc cisttse titel Patssey say cit ietn city tear reese eee dao | OG 
Deux joueurs A et B, dont les adresses respectives sont p et q et dont le premier a le 
nombre a de jetons et le second le nombre b, jouent a cette condition que celui qui 
perd donne un yeton a son adversaire et que la partie ne finisse que lorsque l’un 
des youeurs aura perdu tous ses yetons; on demande la probabilite que Vun des 
joueurs gagnera la partie avant ou au nieme coup. Fonction génératrice de cette 
probabilité, d’ou lon tire expression générale de la probabilité. Expression de la 
probabilité que la partie finira avant ou au vi"? coup. Ce qu’elle devient lorsqu’on 
suppose @ infini. Valeur trés approchée de la méme expression, lorsque I’on suppose 
de plus p et ¢ égaux et lorsque b est un nombre considérable. Si = 100, ily a 
du désavantage a parier un contre un que A gagnera la partic dans 23780 coups; 
mais ily a de l’avantage a parier qu’il la gagnera dans 23 OT COUPS Ns On eee eros 
Un nombre n--1 de joueurs Jouent ensemble aux conditions suivantes : deux d’entre 
eux jouent d’abord, et celui qui perd se retire apres avoir mis un franc au jeu, pour 
n'y rentrer qu’apres que tous les autres joueurs ont joué; ce qui a lieu générale- 
ment pour tous les oueurs qui perdent et qui par la deviennent les derniers. Celui 
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Pages 
des deux premiers joueurs qui a gagné joue avec le troisiéme, et, s'il le gagne, il 
continue de jouer avec le quatriéme, et ainsi de suite, Jusqu’a ce qu’il perde, ou 
Jusqua ce qwil ait gagné successivement tous les youeurs. Dans ce dernier cas, la 
partie est finie. Mais, si le joueur gagnant au premier coup est vaincu par l’an des 
autres joucurs, le vainqueur joue avec le joueur suivant et continue de jouer jusqu’a 
ce quwil soit vaincu ou Jusquia ce quwil ait gagné de suite tous les joueurs. Le yeu 
continue ainsi juqu’a ce quwun des joucurs gagne de suite tous les autres, ce qui 
finit la partie, et alors le joueur qui la gagne emporte tout ce qui a été mis au feu. 
Cela pose, on demande : 1° la probabilité que le jeu finira avant ou au nombre x 
de coups ; 2° la probabilité que Vun quelconque des joueurs gagnera la partie dans 
ce nombre de coups; 3° son avantage. Solution générale du probléme. Fonctions 
génératrices de ces trois quantités, d’ou l’on tire leurs valeurs. Expressions fort 
simples de ces quantités, lorsque x est infini ou lorsque le - est continué indéfi- 
TUL SIN Ras tate sceneries eerie et a Ae Hee Gaede eabepe oS ane Ss eos Lemp a 342 

q etant la probabilité d’un evénement simple a chaque coup, on Nénitaile ug proba- 
bilité de l’amener i fois de suite dans le nombre x de coups. Solution du probléme. 
Fonction génératrice de cette probabilité, dot lon tire l’expression do la proba- 
bilité. 

Deux soueurs A et B, dont les adresses respectives sont q et 1 — q, jouent a cette con- 
dition que celui des deux qui aura le premier vaincu i fois dé suite son adversaire 
gagnera la partie ; on demande les probabilites respectives des Joucurs pour gagner 
la partie, avant ou au coup x. Solution du probleme au moyen des fonctions géné- 
ratrices. Expressions de ces probabilités dans le cas de x infini. Sorts respectifs 
des joueurs, en supposant qua chaque coup quils perdent, ils déposent un franc au 
OU AING 2 ERR ae eanes rr Me cease ie Api a edhsees Buy Bett ots Scouse MEE ere ae 251 

One urne etant supposée contenir n-+ 1 boules, distinguces par les n° 0,1, 2,3,+..52, 
on en tire une boule que l’on remet dans l’urne apres le tirage; on demande la 
probabilité qu’apres i tirages la somme des nombres amenés sera egale & s. Solu- 
tion du probleme fondée sur un artifice singulier, qui consiste dans l’emploi d'une 
caractéristique propre a faire connaitre la diminution successive qu'il faut faire 
subir a la variable, dans chaque terme du résultat final des intégrations succes- 
sives, lorsqwelles sont discontinues. Application de la solution au probleme qui 
consiste a déterminer la probabilité d’amener un nombre donné, en projetant ¢ dés, 
chacun d’un nombre z +1 de faces, et au probléme ot I’on cherche la probabilité 
que la somme des inelinaisons a lécliptique d’un nombre s d’orbites sera com- 
prise dans des limites données, en supposant toutes les inclinaisons, depuis zéro 
jusqu’a langle droit, également possibles. Ou fait voir que l’existence d’une cause 
commune qui a dirigé les mouvements de rotation et de révolution des planetes et 
des satellites, dans le sens de la rotation du Soleil, est indiquée avec une probabi- 
lité excessivement approchante de la certitude et bien supérieure a celle du plus 
grand nombre des faits historiques, sur lesquels on ne se permet aucun doute. La 
méme solution, appliquée au mouvement et aux orbites des cent cometes observées 
jusqu’a ce jour, prouve que rien n’indique, dans ces astres, une cause primitive qui 
ait tendu a les faire mouvoir dans un sens plutot que dans un autre, ou sous une 
inclinaison plutét que sous une autre, au plan de l’écliptique. N° 13.......... Dy, 

Solution du probléme exposé au commencement du numéro précédent, dans le cas ot 
le nombre des boules qui ey le méme numéro n’est pas égal a J’unilé et varie 
SUIVANE NOON QUOICODGUGL IN: Langer ce watcer Sie nes css cu ee seed Ppt . 26) 
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Application de lartifice exposé dans le n° 13 a la solution de ce probleme. Sovent « 


quantités variables dont la somme est s et dont les lois de possibilité sont connues 
et peuvent étre discontinues; on propose de trouver la somme des produits de 
chaque valeur que peut recevoir une fonction quelconque de ces variables, multi- 
plice par la probabilité correspondante a cette valeur. Application de cette solution 
dla recherche de la probabilité que l’erreur du résultat d'un nombre queleonque 
d’observations dont les lois de facilité des erreurs sont exprimées par des fonc- 
tions rationnelles et entigres de ces erreurs sera comprise dans des limites don- 
nées. 


Application de la méme solution a la recherche d’une régle propre a faire connaitre le 


résultat le plus probable des opinions émises par les divers membres d’un tribunal ; 
cette régle n’est point applicable aux choix des assemblées électorales, Regle rela- 
live a ces choix, lorsqu’on fait abstraction des passions des électeurs et des consi- 
dérations étrangeres au mérite, qui peuvent les déterminer. Ces diverses causes 
rendent cette réegle sujelte a de graves inconvénients qui lont fait abandonner. 


Recherche de la loi de probabilité des erreurs des observations, moyenne entre toutes 


celles qui satisfont aux conditions que les erreurs positives: soient les mémes 
que les erreurs négatives, et que leur probabilité diminue quand elles augmentent. 
Iii amit mica SARS ic eta ec ees St Roky ote ie See 


Chapitre II]. — Des Lois DE LA PROBABILITE QUI RESULTENT DE LA MULTIPLICATION 
INDEFINITE DES EVENEMBENTS co). alte ce rie etieeieia eA AR Os eR Aes 
p tant la probabilité de Varrivee d’un evénement simple a chaque coup et 1— p 


celle de sa non-arrivee, déterminer la probabilité que, sur un trés grand nombre n 
de coups, le nombre de fois que Veévénement aura lieu sera compris dans des limites 
donnees. Solution du probleme. Le nombre de fois le plus probable est zp. Expres- 
sion de la probabilité que ce nombre de fois sera compris dans les limites zp = J. 
Les limites == / restant les mémes, cette probabilité augmente avec le nombre zx de 
coups : la probabilité restant la méme, le rapport de Vintervalle 2/ des limites au 
nombre 7 se resserre quand nv augmente, et, dans le cas de 7 infini, ce rapport de- 
vient nul et la probabilité se change en certitude. La solution du probleme précé- 
dent sert encore a déterminer la probabilité que la valeur de p, supposée inconnue, 
est comprise dans des limites données, lorsque, sur un trés grand nombre x de 
coups, on connait le nombre z des événements correspondants a p qui sont arrivés : 


p est a tres peu pres =o et généralement lorsque, dans un coup, il doit arriver ’un 


quelconque de plusieurs événements simples, les probabilités respectives de ces 
événements sont a trés peu pres proportionnelles au nombre de fois qu’ils arrive- 
ront dans un trés grand nombre x de coups. P étant la probabilité de larrivée d'un 
6vénement composé de deux éyénements simples, dont p et 1 — p sont les possibi- 
lilés respectives et 1— P élant la probabilité de la non-arrivée de cet événement com- 
posé, si sur un trés grand nombre » d’arrivées et de non-arrivées du méme éyéne- 
ment, on connait le nombre z de ces arrivées, on a la probabilité que la valeur de P 
sera comprise dans des limites données, et, comme P est une fonction connue de p, 


on en conclut la probabilité que la valeur de p sera comprise dans des limites don- 
MGCSteNe 4G pyacreter sts. AAD erCOMEOaaS Hoe 


Une urne A renfermant un tres grand nombre n de boules blanches et noires, 
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a chaque tirage, on'en extrait une que lon remplace par une boule noire ; 
on demande la probabilité que, apres r tirages, le nombre des boules blanches 
SCTA X. 

La solution du probleme dépend d’une équation linéaire aux différences finies partielles 
du premier ordre, a coefficients variables. Réduction de cette équation 4 une équa- 
tion aux différences partielles infiniment petites. Intégration de cette derniére équa- 
tion. Application de la solution au cas ot lurne est remplie primitivement de cette 
maniére : on projette un prisme droit dont la base, étant un polygone régulier de 
p—+q cotés, est assez étroite pour que le prisme ne retombe jamais sur elle; sur 
les p + q faces latérales, p sont blanches et g sont noires et l’on met, dans l’urne A, 
a chaque projection, une boule de la couleur de la face sur laquelle le prisme 
retombe. 

Deux urnes A et B renferment chacune un tres grand nombre n de boules blanches et 
noires, le nombre des blanches etant egal a celui des noires dans la totalité an 
des boules; on tire en méme temps une boule de chaque urne, et l’on remet dans 
une urne la boule extraite de l'autre. En répéetant un nombre quelconque r de fois 
cette opération, on demande la probabilité qu’il y aura x boules blanches dans 
l’urne A. 

Le probleme dépend d’une équation linéaire aux différences finies partielles du second 
ordre, a coefficients variables. Réduction de cette équation a une équation aux dif- 
férences partielles infiniment petites du second ordre. Intégration de cette derniére 
équation au moyen d’une intégrale définie. Développement de cette intégrale en séries. 
Détermination des constantes de la série au moyen de sa valeur initiale. Théoremes 
analytiques relatifs 4 cet objet. Application de la solution au cas ot lurne A est 
primitivement remplic, comme dans le probleme précédent. Valeur moyenne des 
boules blanches de chaque urne, aprés 7 tirages. Expression générale de cette va- 
leur, dans le cas ot l’on a un nombre e d’urnes disposées circulairement et renfer- 
mant chacune un grand nombre z de boules, les unes blanches et les autres noires, 
chaque tirage consistant a extraire en méme temps une boule de chaque urne et a 
la remettre dans la suivante, en partant de lune d’elles, dans un sens déterminé. 


Dy Sal ka cries act Be aact r ORRO  e H S cs a iS EPA Se AEs etre alende dineks Meenas eon alle ae 


Chapitre IV. — DE LA PROBABILITE DES ERREURS DES RESULTATS MOYENS D’'UN GRAND 
NOMBRE D’ OBSERVATIONS ET DES RESULTATS MOYENS LES PLUS AVANTAGEUX .:...... 


Determiner la probabilite que la somme des erreurs d’un grand nombre d’observa- 
tions sera comprise dans des limites donnces, en supposant que la loi de possibilite 
des erreurs est connue, et la méme pour chaque observation, et que les erreurs 
negatives sont aussi possibles que les erreurs positives correspondantes. Expression 
générale de cette probabilité. N°18............ cscs enee sae: Bo Gg nA yen oo te 

Determiner, dans les suppositions précédentes, la probabilité que la somme des er- 
reurs d’un grand nombre d’observations ou la somme de leurs carrés, de leurs 
cubes, etc., sera comprise dans des limites donnees, abstraction faite du signe. 
Expression générale de cette probabilité et de la somme la plus probable. N° 19.. 

Un élément etant connu a fort peu pres, determiner sa correction par Uensemble 
d’un grand nombre d’observations. Formation des équations de condition. En les 
disposant de maniére que, dans chacune d’elles, le coefficient de la correction de 
Vélément ait le méme signe, et les ajoutant, on forme une équation finale qui donne 
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Pages 
une correction moyenne. Expression de la probabilité que erreur de cette correc- 
tion moyenne est comprise dans des limites données. La maniére la plus générale 
de former l’équation finale est de multiplier chaque équation de condition par un 
facteur indéterminé et d’ajouter tous ces produits. Expression de la probabilité 
que Perreur de la correction donnée par cette équation finale est comprise dans des 
limites données. Expression de l’erreur moyenne que l’on peut craindre en plus ou 
en moins. Détermination du systéme de facteurs qui rend cette erreur un mini- 
mum. On est conduit alors au résultat que donne la méthode des moindres carrés 
des erreurs des observations. Erreur moyenne de son résultat. Son expression 
dépend de la loi de facilité des erreurs des observations. Moyen de l’en rendre in- 
dépendant. N° O0scia- tne sation encarta dase neeini em eee eee! SLO 
Corriger, por Vensemble d’un grand nombre d ee eye s, plusieurs éléments deja 
connus @ fort peu pres. Romiionion des équations de condition. En Jes multipliant 
chacune par un facteur indéterminé et ajoutant les produits, on forme une premiere 
équation finale : un second systéme de facteurs donne une seconde équation finale, 
et ainsi de suite jusqu’a ce que l’on ait autant d’équations finales qu’il y a d’éléments 
a corriger. Expression des erreurs moyennes que |’on peut craindre sur chaque 
élément corrigé par ces équations finales. Détermination des systémes de facteurs 
par la condition que ces erreurs moyennes soient des minima. On retombe dans la 
méthode des moindres carrés des erreurs des observations; d’ou il suit que cette 
méthode est celle que le Calcul des probabilités indique comme étant la plus avan- 
tageuse. Expression des erreurs moyennes qu'elle laisse encore a craindre, en plus 
ou en moins, sur chaque élément. Ces expressions sont indépendantes de la loi de 
facilité des erreurs de chaque observation et ne renferment que des données des 
observations. Moyen simple de comparer entre elles, du cété de la précision, diverses 
Tables astronomiques dan méme<astre:N* 21 2h)jcc as. ee ears oo dee neers (O27 
Examen du cas ou la possibililé des erreurs négatives n’est pas la méme que celle des 
erreurs positives. Résultat moyen vers lequel converge la sommo des produits des 
erreurs d’un grand nombre d observations, par des facteurs quelconques; probabi- 
lité: de.eette: convergence. N° 22.002 .0a ees Ca nn ee tones Vee ac eng eats! Odo 
Examen du cas ot l’on considére les observ ntions déja faites. Alors tears de la 
premiére donne les erreurs de toutes les autres. La probabilité de cette erreur, 
prise @ posteriori ou daprés les observations déja faites, est le produit des proba- 
bilités respectives a priori des erreurs de chaque observation. En concevant done 
une courbe dont labscisse soit lerreur de la premiére observation, et dont ce pro- 
duit soit ’ordonnée, cette courbe sera celle des probabilités a posteriori des er- 
reurs de la premiere observation. L’erreur qu’il faut lui supposer est l’abscisse 
correspondante a lordonnée qui divise l’aire de la courbe en deux parties égales. La 
valeur de cette abscisse dépend de la loi inconnue des probabilités a priori des er- 
reurs des observations, et dans cette ignorance, il convient de s’en tenir au résul- 
tat le plus avantageux, déterminé a@ priori par les articles précédents. Recherche de 
la loi des probabilités a priori des erreurs, qui donne constamment la somme des 
erreurs nulle pour le résultat qwil faut choisir @ posteriori. Cette loi donne géné- 
ralement la régle du minimum des carrés des erreurs des observations. Cette der- 
niere régle devient nécessaire lorsque l’on doit choisir un résultat moyen entre plu- 
sieurs résultats, donnés chacun par un grand nombre d’observations de divers 
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Recherche du systeme de corrections de plusieurs sieuens par un grand nombre 
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dobservations, qui rend un minimum, abstraction faite du signe, la plus grande des 
erreurs qu'il leur suppose. Ce systéme est celui qui rend un minimum la somme 
des puissances semblables, trés élevées et paires, de chaque erreur. Il differe peu 
du systéme donné par la méthode des moindres carrés des erreurs des observations. 


Notice historique sur les méthodes de correction des éléments par les observations. 
ING DA or asthe a salen ni one : 


Chapitre V. — AppLicaTIon pu CALcuL DES ProBABILITES A LA RECHERCHE DES PHE- 
NOMENES ET DE LEURS CAUSES....... EP Hahei act Aah ee 


On peut, par l’analyse des Chapitres précédents, appliquée 4 un grand nombre d’ob- 
servations, déterminer la probabilité de existence des phénoménes dont l’étendue 
est assez petite pour étre comprise dans les limites des erreurs de chaque obserya- 
tion. Formules qui expriment que les probabilités de l’existence du phénoméne et 
de son étendue sont comprises dans des limites données. Application a la variation 
diurne du barométre et a la rotation de la Terre, déduite des expériences sur la 
chute des corps. La méme analyse est applicable aux questions. les plus délicates 
de l’Astronomie, de l’ Economie politique, de la Médecine, etc., et ala solution des 
problémes sur les hasards, trop compliqués pour étre résolus directement par 
Yanalyse. Un plancher étant divisé en petits carreaux rectangles par des lignes 
paralleles et perpendiculaires entre elies, determiner la probabilité que, en 
projetant au hasard une aiguille, elle retombera sur un joint de ces carreaux. 
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Chapitre VI. — DE LA PROBABILITE DES CAUSES ET DES EVENEMENTS FUTURS, TIREE DES 
EVENEMENTS OBSERVES .........+++++- Be to eet senate Mas ore Senne 
On &énement observe etant composé d’evénements simples du méme genre et dont 
la possibilité est inconnue , déterminer la probabilité que cette possibilité est com- 
prise dans des limites données. Expression de cette probabilité, Formule pour la 
déterminer par une série trés convergente, lorsque l’événement observé est composé 
d’un grand nombre de ces événements simples. Extension de cette fornaule au cas 
ou l’événement observé est composé de plusieurs genres différents d’événements 
BIMPIOSPNG 26 Fhttns tron ighiocbrcthrs aantactvs cs es oo ead DAA Aae wi etah as tacts oo tes 

Application de ces formules aux problémes suivants - Deux youeurs A et B Fie en- 
semble & cette condition que celui qui sur trois coups en aura gagné deux gagnera 
la partie, le troisiéme coup n’étant pas youe comme inutile, si le méme joueur gagne 
les deux premiers coups. Sur un grand nombre n de parties gagnees, Aen a g 
le nombre i; on demande la probabilité que son adresse, respectivement au joucur B, 
est comprise dans des limites donnees. 

On demande: la probabilité que le nombre des coups joues est compris dans des 
limites déterminees. Enfin, ce dernier nombre étant supposé connu, on demande la 
probabilité que le nombre des parties est compris dans des limites données. 

Solutions de ces divers problémes. N° 27..... Bote heimrcahe aaee stairs, ateatens c Merson 

Application des formules du n° 26 aux naissances observées dans los principaux 
lieux de ’Europe. Partout le nombre des naissances des garcons est supérieur a 
celui des naissances des filles. Determiner la probabilité qu’il existe une cause 
constante de cette supcriorité, d’apres les naissances observees dans un lieu donne, 
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Solution du probléme. Cette probabilité pour Paris differe excessivement peu de la 
certitude. N° 28......... Spee eL fOr ea eerae bead al eocra aaa ROR eke His she 


: a0 : oe 
A Paris, le rapport des baptémes des garcons a ceux des filles est 94° tandis qu’a 


Londres ce rapport est . Determiner la probabilite qwil existe une cause con- 
I 


stante de cette difference. Solution du probléme. Cette probabilité est tres grande. 
Conjecture vraisemblable sur cette cause. N° 29....... ee Ee oer se orade ie 

Recherche de la probabilité des résultats fondés sur les Tables de mortalité ou d’assu- 
rance, construites sur un grand nombre d’observations. 

Supposant que, sur un grand nombre p d’individus de Vdge A, on ait observe 
qwilen existe q a’dge A+ a,raldge A+-a+a’, ..., determiner la probabi- 
lite que, sur un grand nombre p' d’individus du méme dge A, u en existera 

7 i) 
Pie 2aldge A+a, ae z al’dgeA+a-+a’', .... Solution du probléme. Il en 
résulte qu’en augmentant le nombre p on approche sans cesse de la vraie loi de 
mortalité, avec laquelle les résultats des observations coincideraient, si p était in- 
GnigN? SO SR RA ote slen es TO A LINEN SI Sass] Le ANE 

Evaluer, au moyen des naissances annuelles, la population d’un vaste empire. Solu- 
tion du probleme. Application a la France. Probabilité que lerreur de cette évalua- 
tion sera comprise dans des limites données. N° 34.............. 02 c cess ee eeee 

Expression de la probabilité d'un événement futur, tirée dun éyénement observé. 
Lorsque lévénement futur est composé d’un nombre dévénements simples, beau- 
coup plus petit que celui des événements simples qui entrent dans l’événement 
observé, on peut, sans erreur sensible, déterminer la possibilité de !événement fu- 
tur, en supposant a chaque événement simple la possibilité qui rend l’événement 
observé le plus probable. N° 32........... Ch skew ites arate evades shctaras oc stonene ee as aby Aish chee 

Depuis U’epoque ou Von a distingué a Paris, sur lest registres, les naissances de Syne 
sexe, on a observé que le oe des naissances ne Vemporte sur celui des 
naissances féminines; determiner la probabilité que cette supériorité annuelle se 
matatiendra dans un intervalle de temps donne, par exemple dans Vespace d’un 
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Chapitre VII. — De L’INFLUENCE DES INEGALITES INCONNUES QUI PEUVENT EXISTER 
ENTRE DES CHANCES QUE LON SUPPOSE PARFAITEMENT EGALES...... Laat votes 


Examen des cas dans lesquels cette influence est favorable ou contraire. Elle est 
contraire a celui qui, au jeu de croix et pile, parie d’amener croix un nombre im- 


pair de fois, dans un nombre pair de coups. Moyen de corriger cette influence. 
N° 34. 


Chapitre VIII. — Des purges MOYENNES DE LA VIE, DES MARIAGES ET DES ASSOCIA- 
TIONS QUELCONQUES............. Rea ie 


Expression de la probabilité que la durée moyenne de la vie d’un grand nombre 7 
d’enfants sera comprise dans ces limites, vraie durée moyenne de la vie, plus ou 
moins une quantité donnée trés petite. Ten résulte que cette probabilité croit sans 
cesse 4 mesure que le nombre des enfants augmente et que, dans le cas d’un nombre 
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infini, cette probabilité se confond avec la certitude, l'intervalle des limites deve- 
nant infiniment petit ou nul. Expression de l’erreur moyenne que l’on peut craindre 
en prenant pour durée moyenne de la vie celle d'un grand nombre d’enfants. Regle 
pour conclure des Tables de mortalité la durée moyenne de ce qui reste a vivre a 
une personne d’un age donné. N° 35........... bin dapctat ants BA ales Sette ara otwiin 3 
Expression de la durée moyenne de la vic, si une des causes de mortalité vient a 
s’éteindre. Expression particuliére au cas ot l’on parvient a détruire une maladie 


qu’on ne peut contracter qu’une fois dans la vie. L’extinction de la petite vérole, au’ 


moyen de la vaccine, accroitrait de plus de trois années Ja durée moyenne de la vie, 
si l’'accroissement de population quien résulterait n’était point arrété par le défaut 
de subsistances. N° 36....... pee 
De la durée moyenne des mariages. Expression de leur durée moyenne la plus pro- 
bable et de la probabilité que erreur de cette expression est comprise dans des 
limites données. De la durée moyenne des associations formées d’un nombre quel- 


conque d'individus. N° 37........... SS stoisats Se Basis Set ache ke dist aheaia eek sds rose 
Chapitre IX. — DES BENEFICES DEPENDANTS DE LA PROBABILITE DES EVENEMENTS 
BUDURS: «5575 UE eck ea Etch g ORS eee er are meen eS RANG se he Re ecu ee 


St V’on attend un nombre quelconque d’événements simples dont les probabilités soient 
connues et dont Varrivee procure un avantage, leur non-arrivée causant une perte , 
determiner le bénéfice mathematique résultant de leur attente. Expression de la 
probabilité que le bénéfice réel sera compris dans des limites données, quand le 
nombre des événements attendus est trés grand. Quelque peu d’avantage que pro- 
duise chaque événement altendu, le bénéfice devient infiniment grand et certain, 
quand le nombre des événements est supposé infini. N° 38............. ueeletacre’ 


St les diverses chances d’un &vénement attendu produisent des avantages et des pertes 


dont les probabilités respectives sont données, determiner le bénéfice mathématique 
resultant de Vattente d’un nombre quelconque d’eévénements semblables. Expression 
de la probabilité que le bénéfice réel sera compris dans des limites données, lorsque 
Ceomombrercersresse conden Np OO -mLisiehe terete Neral: enc BOO aS AOS OR GRIN : 
Des bénéfices des établissements fondés sur les probabilités de Ja vie. Expression du 
capital qu il faut donner pour constiluer une rente viagére sur une ou plusieurs 
tétes. Expression de la rente qwun individu doit donner a un établissement pour 
assurer a ses héritiers un capital payable a sa mort. Expression de la probabilité 
que le bénéfice réel de P’établissement sera compris dans des limites données, en 
supposant qu'un grand nombre d’individus, en constituant chacun une rente sur sa 
téte, versent chacun une somme déterminée dans la caisse de l’établissement, pour 
subvenir a ses frais. N° 40..... ooh Oey aM LG Ot RO Pe Pal eB 


Chapitre X. — Dr L’ESPERANCE MORALE......... dete ete Spel vie it ast a cterctanauiel aerators % 


Expression de la fortune morale, en partant de ce principe que le bien moral procuré 
d un individu, par une somme infiniment petite, est proportionnel a cette somme 
divisée par la fortune physique de cet individu. Expression de la fortune morale ré- 
sultante de l’expectative d'un nombre quelconque d’éyénements qui procurent des 
bénéfices dont les probabilités respectives sont connues. Expression de la fortune 
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physique correspondante a cette fortune morale. L’accroissement de cette fortune 
physique, résultant des événements attendus, est ce que je nomme avantage moral 
relatif a ces evénements. Conséquences qui résultent de ces expressions. Le jeu 
mathématiquement le plus égal est toujours désavantageux. Il vaut mieux exposer 
sa fortune par parties & des dangers indépendants les uns des autres, que de l’ex- 
poser tout entiére au méme danger. En divisant ainsi sa fortune, l’avantage moral 
se rapproche sans cesse de l’avantage mathématique et finit par coincider avec lui, 
lorsque la division est supposée infinie. L’avantage moral peut étre augmenté au 
moyen des caisses d’assurance, en méme temps que ces caisses produisent aux as- 


sureurs un bénéfice certain. N° 44........ star ebecerercepatoys elias dials Lives Stee leet 
Explication, au moyen de la théorie précédente, an un prado ane présente le Calcul 
des Probabilites Ne 429 awa stall aes teu h  eetaiehs Lone ee oe eee 


Comparaison de l’avantage moral du placement d’un méme capital sur une téte avec 
celui du placement sur deux tétes. On peut a la fois, par de semblables placements, 
accroitre son propre avantage et assurer dans l'avenir le sort des personnes qui nous 
INCETESSENE UNG ASar serra season ori -eatreteeroeeste euerhy « Se erro nioe coe Athena 


Chapitre XI. — DE LA PROBABILITE DES TEMOIGNAGES .........:.. 000s ee cere eens 


On a@ extrait une boule d’une urne qui en renferme le nombre n; un témoin de ce tirage, 
dont la veracité et la probabilité qguil ne se méprend point sont supposées connues, 
annonce la sortie dun? t; on demande la probabilité de cette sortie. N° 44....... 

On a extrait une boule @une urne qui contient n — 1 boules noires et une boule blanche. 
Un témoin du tirage annonce que la boule extraite est blanche ; on demande la 
probabilite de ceite sortie. Si le nombre zn est trés grand, ce qui rend extraordi- 
naire la sortie de la houle blanche, la probabilité de erreur ou du mensonge du 
témoin devient fort approchante de la certitude, ce qui montre comment les faits 
extraordinaires affaiblissent la croyance due aux témoignages. N° 45............. 

Lurne A contient n boules blanches, Curne B contient le méme nombre de boules 
noires; on a extrait une boule de Vune de ces urnes et on V’a mise dans Vautre urne 
dont on a ensuite extrait une boule. Un témoin du premier tirage annonce quwil a 
ve sorur une boule blanche. Un témoin du second tirage annonce quil a vu pareil- 
lement extraire une boule blanche. On demande la probabilité de cette double sortie. 
Pour que cette double sortie ait lieu, il faut qu’une boule blanche extraite de l’urne A 
au premier tirage, mise ensuite dans l’urne B, en ait été extraite au second tirage, 
ce qui est un 6vénement fort extraordinaire, lorsque le nombre nv de boules noires avec 
lesquelles on l’a mélée est trés considérable. La probabilité de cet événement de- 
vient alors trés petite; d’ot il suit que la probabilité du fait, résultante de ensemble 
de plusieurs témoignages, décroit 4 mesure que ce fait devient plus extraordinaire. 
INGA D Mee atetee Sede cent o citiatnersiou ee dO CoE OEE Nees Re rpeananety eds outed 

Deux témoins attestent la sortie du n° t d’une urne qui en renferme le nombre n, et 
dont on n’a extrait qu'un numéro. On demande la probabilité de cette sortie. 

Un des témoins atteste la sortie du n° i et Vautre atteste la sortie du n° he determiner 
la provabiite dé la sortie dt n° iN” AT 1.2) \,), aoe. ee ae ee 

Une ou plusieurs chaines traditionnelles We r témoins transmettent las sorttle i 1 o 
Mune urne qui en contient le nombre n; determiner la ecigie 9 de cette sortie. 


N° 48 veaere cere AeA cite 
On connait les véracités FaSpecves de deux témoins, dont un au moins, et peut- Atte 
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Les jugements des tribunaux peuvent étre assimilés aux témoignages. Determiner la 
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THEORIE ANALYTIQUE 


DES PROBABILITES. 


LIVRE PREMIER. 


CALCUL DES FONCTIONS GENERATRICES, 


PREMIERE PARTIE. 


CONSIDERATIONS GENERALES SUR LES ELEMENTS DES GRANDEURS. 


1. Les grandeurs, considérées en général, s’expriment communé- 
ment par les lettres de l’alphabet, et c’est a Viete qu’est due cette nota- 
tion commode qui transporte a la langue analytique les alphabets des 
langues connues. L’application que Viete fit de cette notation a la Géo- 
métrie, a la théorie des équations et aux sections angulaires, forme une 
des époques remarquables de I’histoire des Mathématiques. Des signes 
tres simples expriment les corrélations des grandeurs. La position 
d'une grandeur a la suite d’une autre suffit pour exprimer leur pro- 
duit. Si ces grandeurs sont la méme, ce produit est le carré ou la se- 
conde puissance de cette grandeur. Mais, au lieu de l’écrire deux 
fois, Descartes imagina de ne l’écrire qu’une fois, en lui donnant le 
nombre 2 pour exposant, et il exprima les puissances successives, en 
augmentant successivement cet exposant d’une unité. Cette notation, 
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en ne la considérant que comme une maniere abrégée de representer 
ces puissances, semble peu de chose; mais tel est avantage d’une 
langue bien faite, que ses notations les plus simples sont devenues 
souvent la source des théories les plus profondes, et c’est ce quia eu 
lieu pour les exposants de Descartes. Wallis, qui s’est attaché spécia- 
lement & suivre le fil de l’induction et de l’analogie, a été conduit par 
ce moyen a exprimer les puissances radicales par des exposants frac- 
tionnaires; et de méme que Descartes exprimait par les exposants 2, 
3, ... les puissances secondes, troisiemes, ... d’une grandeur, il ex- 


prima ses racines secondes, troisiemes, ... par les exposants fraction- 
: ree: Ae ; : ; m : 
naires 5, ;,-... En général, il exprima par l’exposant — la racine n 
dre nN 


d’une grandeur élevée a la puissance m. En effet, suivant la notation 
de Descartes, cette expression a lieu dans le cas ot m est divisible 
par nx, et Wallis, par analogie, |’étendit & tous les cas. Il remarqua en- 
suite que la multiplication des puissances d’une méme grandeur re- 
vient a ajouter les exposants de ces puissances, qu il faut retrancher 
dans leur division, en sorte que l’exposant 7 — m indique le quotient 
de la puissance n d’une grandeur, divisée par sa puissance m; d’ot il 
suit que ce quotient devenant l’unité, lorsque m est égal a n, toute 
grandeur ayant zéro pour exposant est l’unité méme. Si m surpasse 7, 
l’exposant n — m devient négatif, et le quotient devient Punité divisée 
par la puissance m — n de la grandeur. Wallis supposa done générale- 
ment que l’exposant négatif — - exprime lunité divisée par la racine 
neme de la grandeur élevée a la puissance m. 

Ce fut dans son Ouvrage intitulé Arithmetica infinitorum que Wallis 
exposa ces remarques qui le conduisirent & sommer x”, « étant sup- 
posé formé une infinite d’éléments pris pour unité, ce qui, suivant 


les notations actuelles, revient & intégrer la différentielle 2” da. [I fit 


. . , . . IA 
voir que cette intégrale, prise depuis x nul, est 


» ce qui lui donna 
n+1 


Vintégrale d’une suite formée de différentielles semblables. En consi- 


. . . , a § 
dérant ainsi lintégrale fdas _- x) , lorsque n et s sont des nombres 


LIVRE PREMIER. 3 


entiers, et lorsqu’elle est prise depuis # nul jusqu’a v= 1, il trouva 
eo een Ie 
(s+1)(s+2)...(s+n) 
fractionnaires et égaux & 4, cette intégrale exprime le rapport de la 
surface du cercle au carré de son diamétre. Wallis s’attacha donc 2 in- 


- Si les indices n et s sont 


qu’elle est égale A 


terpoler le produit précédent, dans le cas ot n et s sont des nombres 
fractionnaires, probleme entierement nouveau al’époque oti cet illustre 
géometre s’en occupa, et quwil parvint a résoudre par une méthode fort 
ingénieuse qui contient les germes des théories des interpolations et 
des intégrales définies, dont les géométres se sont tant oecupés, et qui 
sont l’objet d’une grande partie de cet Ouvrage. Il obtint de cette ma- 
mere l’expression du rapport de la surface du cercle au carré de son 
diametre, par un produit d’une infinité de facteurs, qui donne des ya- 
leurs de plus en plus approchées de ce rapport, & mesure que l’on con- 
sidere un plus grand nombre de ces facteurs, résultat l'un des plus 
singuliers de l’Analyse. Mais il est remarquable que Wallis, qui avait 
si bien considéré les indices fractionnaires des puissances radicales, 
ait continué de noter ces puissances comme on I’ayait fait avant lui. On 
voit la notation des puissances radicales par les exposants fraction- 
naires employée pour la premiere fois dans les lettres de Newton & 
Oldenburg, insérées dans le Commercium epistohcum. En comparant 
par la voie de induction, dont Wallis avait fait un si bel usage, les 
exposants des puissances du bindme ayee les coefficients des termes 
de son développement, dans le cas ot ces exposants sont des nombres 
entiers, il détermina la loi de ces coefficients, et il ?étendit, par ana- 
logie, aux puissances fractionnaires et aux puissances négatives. Ces 
divers résultats, fondés sur la notation de Descartes, montrent |’in- 
fluence d’une notation heureuse sur toute l’Analyse. 

Cette notation a encore l’avantage de donner l’idée la plus simple et 
la plus juste des Jogarithmes, qui ne sont en effet que les exposants 
entiers et fractionnaires d’une méme grandeur dont les diverses puis- 
sances représentent tous les nombres. Mais l’extension la plus impor- 
tante que cette notation ait recue est celle des exposants variables, ce 
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qui constitue le Caleul exponentiel, l’une des branches les plus fe- . 
condes de l’Analyse moderne. Leibnitz a indiqué le premier, dans les 
Actes de Leipzig pour 1682, les transcendantes a exposants variables, 
et par la il a complété le systeme des éléments dont une fonction finie 
peut étre composée; car toute function finie explicite se réduit, en der- 
niere analyse, 4 des grandeurs simples, ajoutées ou soustraites les unes 
des autres, multipliées ou divisées entre elles, élevées a des puissances 
constantes ou variables. Les racines des équations formées de ces élé- 
ments en sont des fonctions implicites. C’est ainsi que, ¢ étant le 
nombre dont le logarithme hyperbolique est Punité, le logarithme de a 
est la racine de |’équation transcendante c*— a= o. On peut consi- 
dérer encore les quantités logarithmiques comme des fonctions expo- 
nentielles dont les exposants sont infiniment petits. Ainsi X log X’ est 


liebe a 
dx 
concevoir aux exposants se trouvent donc représentées par les quan- 


, ye I fa bl . . 
égal a - Toutes les modifications de grandeur que l’on peut 


(ités exponentielles, algébriques et logarithmiques. Ces quantités et 
leurs fonctions embrassent, par conséquent, toutes les fonctions finies 
explicites, et les racines des équations formées de fonctions sem- 
blables embrassent toutes les fonctions finies implicites. 

Ces quantités sont essentiellement distinctes : l’exponentielle a”, 
par exemple, ne peut jamais étre identique avec une fonction algé- 
brique de x. Car toute fonction algébrique est réductible dans une 
série descendante de la forme ka” + k'x?~”"’+ ...; or il est facile de 
démontrer que, @ étant supposé plus grand que lunité et x étant in- 
fini, a” est infiniment plus grand que 4a”, quelque grands que l’on 
suppose & et n. Pareillement, il est aisé de voir que, dans le cas de x 
infini, # est infiniment plus grand que &(loga)". Les fonctions expo- 
nenticlles, algébriques et logarithmiques d’une variable indéterminée 
ne peuvent donc pas rentrer les unes dans les autres; les quantités 
algébriques tiennent le milieu entre les exponentielles et les logarith- 
miques, les exposants, lorsque la variable est infinie, pouvant étre 
considérés comme infinis dans les exponentielles, finis dans les quan- 
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tités algébriques, et infiniment petits dans les quantités logarith- 
miques. 
On peut encore établir en principe qu’une fonction radicale dune 


variable ne peut pas étre identique avec une fonction rationnelle de la 
4 
méme variable ou avec une autre fonction radicale. Ainsi (1 + x*)' est 


essentiellement distinct de (1 + x)8 et de (r+ xy. 

Ces principes, fondés sur la nature méme des fonctions, peuvent 
étre dune grande utilité dans les recherches analytiques, en indiquant 
les formes dont les fonctions que l’on se propose de trouver sont sus- 
ceptibles, et en démontrant leur impossibilité dans un grand nombre 
de cas; mais alors il faut étre bien sir de n’omettre aucune des formes 
possibles. Ainsi la différentiation laissant subsister les quantités ex- 
ponentielles et radicales, et ne faisant disparaitre les quantités loga- 
rithmiques qu’autant qu’elles sont multipliées par des constantes, on 
doit en conclure que l’intégrale d’une fonction différentielle ne peut 
renfermer d’autres quantités exponentielles et radicales que celles qui 
sont contenues dans cette fonction. Par ce moyen, j'ai reconnu que 
on ne peut pas obtenir en fonction finie, explicite ou implicite, de la 


variable a, l’intégrale 
Vit axr+ 6x' 


les équations linéaires aux différences partielles du second ordre entre 


dx 


J’aidémontré pareillement que 


trois variables ne sont pas, le plus souvent, susceptibles d’étre inté- 
grées sous une forme finie, ce qui m’aconduit A une méthode générale 
pour les intégrer sous cette forme, lorsqu’elle est possible. Dans les 
autres cas, on ne peut obtenir une intégrale finie qu’au moyen d’inté- 
grales définies. 

Leibnitz ayant adapté au Calcul différentiel une caractéristique tres 
commode, il imagina de lui donner les mémes exposants qu’aux gran- 
deurs; mais alors ces exposants, au lieu d’indiquer les multiplications 
répétées d’une méme grandeur, indiquent les différentiations répétées 
d’une méme fonction. Cette extension nouvelle de la notation carte- 
sienne conduisit Leibnitz a ce théoreme remarquable, savoir, que la dif- 
férentielle ni*™¢ d’un produit xvys... est égale a (dx + dy +dz-+...)", 
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pourvu que, dans le développement de ce polynéme, on applique a la 
caractéristique d les exposants des puissances de da, dy, ds, ..., et 
qwainsi l’on écrive dad” yds ..., au lieu de (dx) (dy) (ds)"..., 
en ayant soin de changer AG tM A Sinko OTs Vo Sate ac tot grand 


, 


céometre observa de plus que ce théoreme subsiste en y supposant 7 
négatif, pourvu que l’on change les différentielles négatives en inté- 
grales. Lagrange a suivi cette analogie singulitre des puissances et des 
differences dans tous ses développements, et, par une suite d’inductions 
tres fines et tres heureuses, ilen a déduit des formules générales aussi 
curieuses qu’utiles, sur les transformations des differences et des inté- 
grales les unes dans les autres, lorsque les variables ont des accroisse- 
ments finis divers, et lorsque ces accroissements sont infiniment petits. 
Son Mémoire sur cet objet, inséré dans le Recueil de Académie de 
Berlin pour l’année 1772, peut étre regardé comme une des plus belles 
applications que l’on ait faites de la méthode des inductions. La théo- 
vie des fonctions génératrices étend & des caractéristiques quelconques 
la notation cartésienne; elle montre en méme temps avec évidence 
l'analogie des puissances et des opérations indiquées par ces caracteé- 
ristiques, et nous allons voir tout ce qui concerne les séries et l’inté- 
gration des équations linéaires aux différences en découler avec une 
extréme facilité. 
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CHAPITRE PREMIER. 


DES FONCTIONS GENEPRATRICES A UNE VARIABLE. 


2. Soit y, une fonction queleonque de ~; si l’on forme la suite in- 
finie 


Fotfst + ol? + fol +. 4 el + fess +...4+7,F , 


on peut toujours conceyoir une fonction de ¢ qui, développée suivant 
les puissances de t, donne cette suite : cette fonction est ce que je 
nomme fonction génératrice be ¥,. 

La fonction génératrice d’une variable quelconque vy, est donc géné- 
ralement une fonction de ¢ qui, développée suivant les puissances de z, 
a cette variable pour coefficient de ; et réciproquement, Ja variable 
correspondante d’une fonction génératrice est le coefficient de ¢7 dans 
le développement de cette fonction suivant les puissances def; en sorte 
que l’exposant de la puissance de ¢ indique le rang que la variable y, 
occupe dans la série, que l’on peut concevoir prolongée indéfiniment 
gauche, relativement aux puissances négatives de ¢. 

jl suit de ces définitions que, u étant la fonction génératrice de y,. 
= car il est visible que le coefficient de ¢7 dans = est 
égal 4 celui de t*~” dans u; par conséquent il est égal 4 y__,. 


celle de y_., est 


‘ i , p : . 
Le coefficient de dans u ( — t) est done égala y,.,— yz, ouala 
différence des deux quantités consécutives y,., et yz, difference que 
nous désignerons par Ay,, A étant la caractéristique des differences 


finies. On a donc la fonction génératrice de la difference finie d'une 


aincg . . . I - ne . 
quantité variable, en multipliant par > — 1 la fonction géeneratrice de 
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la quantité elle-eméme. La fonction génératrice de la différence finie 
u , pets 9 . . I 2 
deAy,, différence que l’on désigne par A’ y,, est ainsi u (7 - r) ; celle 


. , . 1 3 ‘ , , s 
de la différence finie deA’y,, ouA*y.,, est u(t - 1) , dou l’on peut géné- 


ralement conclure que la fonction génératrice de la différence finie A’ y, 


ale : 
eSt U1 - — I 5 
den 


Pareillement, le coefficient de ¢” dans le développement de 


e q 


bes Me 
CONS et cea 1" 


Pears 
ost 
AV xt bye i + CYrpa+ CV reg t+. + + VV ren} 


en nommant donc yy,, cette quantité, sa fonction génératrice sera 


Silon nomme y’y, ce que devient yy, lorsqu’on y change y, dans Vyz; 
si ’on nomme pareillement y*y, ce que devient y?y, lorsqu’on y 
change yy, dans y*y,, et ainsi de suite, leurs fonctions génératrices 
correspondantes seront 


et généralement la fonction génératrice de y’y, sera 
b Cc g \* 
U( ee 
t {2 tr 


De la il est facile de conclure généralement que la fonction génératrice 
de A’'v'ya4, est 


On peut généraliser encore ces résultats, en Supposant que vy, repreé- 
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sente une fonction quelconque linéaire, finie ou infinie, de y,, ¥2.1, 
Yura, ++-5 que V7 yz soit ce que devient yy, lorsqu’on y change y, dans 
V¥x3 que yy, soit ce que devient y?y, lorsqu’on y change yy, dans 
V' Ye et ainsi de suite; uw étant la fonction génératrice de y,, us’ sera la 
fonction génératrice de y'y., s étant ce que devient yy2, lorsqu’on y 


Oi I I 
change y, dans lunité, y,,, dans 7) Nar, dans eee Cela est encore 


vrai lorsque zest un nombre négatif ou méme fractionnaire et incom- 
mensurable, en faisant toutefois 4 ce résultat des modifications con- 
venables. 

Représentons par & la caractéristique des intégrales finies, et nom- 
mons z la fonction génératrice de 3’ y,, u étant la fonction génératrice 


I Y ; anh ‘ , OP F 
Cey;; 2(+ — r) sera, par ce qui précede, la fonction génératrice 
de y,. Mais cette fonction doit, en n’ayant égard qu’aux puissances po- 
sitives de ¢, se réduire & uw, qui ne renferme que des puissances posi- 


tives de ¢, si lon n’étend lintégrale multiple 2; 7, qu’aux valeurs po- 
sitives de w; on aura donc alors 


peose viti2 non, awe lciye Mayme 
ae ge == as P SOS SO Od -9 


d’ot l’on tire 
Ties INGER | DUPRE eel OOS, GAD 
== = ete oo, 


(1—#)}é 


A,B,C, ..., F étant des constantes arbitraires qui répondent aux i 
constantes arbitraires qu’introduisent les z intégrations successives 
ded y,. 

En faisant abstraction de ces constantes, la fonction génératrice de 
By est u (5 -- Jee en sorte que l’on obtient cette fonction généra- 
trice en changeant ¢ dans — ¢ dans la fonction génératrice de A‘y,: 
A~ty, est done alors égale a X‘y,, c’est-a-dire que les différences né- 
gatives se changent en intégrales. Mais, si l'on a égard aux constantes 
arbitraires, il faut, en passant des puissances positives de - ze SES 


: ae Se: C 
puissances négatives, augmenter w de la série = + + G+ -- +) pro- 


longée jusqu’a ce que le nombre de ses termes soit égal a l’exposant 
Okuvres de L. — VII. 2 
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de ces puissances. On peut appliquer des considérations semblables a 


la fonction génératrice de y' yz. 

On voit par ce qui précede de quelle manieére les fonctions généra- 
trices se forment de la loi des variables correspondantes. Voyons main- 
tenant comment tes variables se déduisent de leurs fonctions géné- 


: , : I ; é 
ratrices; s étant une fonction quelconque de >, si l’on développe s' 


suivant les puissances de —» et que l’on désigne par i un terme quel- 
: p De : t ? q ro) p tr [ 


i 


} ; ku 
conque de ce développement, le coefficient de ¢” dans oa Sera es 


on aura done le coefficient de ¢” dans us’, coefficient que nous avons 
désigné précédemment par y‘y,, : 1° en substituant dans s, y, au lieu 
de - 2° en développant ce que devient alors s’ suivant les puissances 
de y,, et en transportant a l’indice x l’exposant de la puissance de y,, 
c’est-a-dire en écrivant y,,, au lieu de (¥,)', Yor au lieu de (y,)?, etc., 
et en multipliant les termes indépendants de y,, et qui peuvent étre 
censés avoir (y,)° pour facteur, par y,. Lorsque la caractéristique y 
: ry D my 
se change en A, s est, par ce qui précede, égal a 7 7 13 on a done 
alors 


ea) 


3 “5 l 
A‘yx = Vari — lV x+i- =— Patsy YER = 0010 0 


5 . ’ : . . I - 

Si, au lieu de développer s' suivant les puissances de =, on le deé- 

a ] a ic : ’ eaves a 

veloppe suivant les puissances de ;—1, et que l'on désigne par 
I Be , : 

k (; - 1) un terme quelconque de ce développement, le coefficient 

4 

at R i 2 

de 2” dans ku bs ~ 1) sera kA” y,; on aura donc y’y,: 1° en substi- 
. I : . x 

tuant, dans s, AY, au lieu de poe ou, ce qui revient au meme, 


; i I é ; : : é 
1+ Ay, au lieu de =; 2° en développant ce que devient alors s’ sui- 


vant les puissances de Ay,, et en appliquant a la caractéristique A les 
exposants des puissances de Ay,, c’est-a-dire en écrivant Ay, au lieu 
de (Ayx)', A*¥. au heu de (Ay,)?, etc., et en multipliant par (Ay,)°, 
ou, ce qui est la méme chose, par y, les termes indépendants de Ayz. 
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Généralement, si l’on considére s comme une fonction de r, r étant 
une fonction de 7 telle que le coefficient de ¢, dans ur soit Dy, on 


aura y'y, en substituant, dans s, Oy. au lieu de 7; en développant 
ensuite s’ suivant les puissances de Dy, et en appliquant a la caracté- 
ristique CF les exposants de Oyz, c’est-a-dire en écrivant Oy, au lieu de 
(OyY2), O?y, au lieu de (C1y,)?, etc., et en multipliant par y, les 
termes indépendants de Oy,. 

Le développement de y‘y, par une série ordonnée suivant les varia- 
tions successives O.Y,, DO? yz, etc., se réduit done a la formation de la 
fonction génératrice de y,, au développement de cette fonction suivant 
les puissances d’une fonction donnée; enfin, au retour de la fonction 
génératrice ainsi développée, aux coefficients variables correspon- 
dants, les exposants des puissances du développement de la fonction 
génératrice devenant ceux de la caractéristique de ces coefficients. On 
voit. ainsi Vanalogie des puissances avec les differences, ou avec toute 
autre combinaison des coefficients variables consécutifs. Le passage de 
ces coefficients 4 leurs fonctions génératrices, et le retour de ces fonc- 
tions développées aux coefficients constituent le Calcul des fonctions 
géneratrices. Les applications suivantes en feront connaitre l’esprit et 


les avantages. 


De Vinterpolation des suites a une variable, et de Vintégraiion 


des equations differentielles linéaires. 


3. Toute la théorie de l’interpolation des suites se réduit a déter- 
miner, quel que soit z, la valeur de y,,,; en fonction des termes qui 
précedent ou qui suivent y,. Pour cela, on doit observer que y,..; est 
égal au coefficient de ¢,,; dans le développement de w, et par consé- 


: , u 
quent égal au coefficient de 2 dans le développement de 3,5 or on a 


12 THEORIE ANALYTIQUE DES PROBABILITES. 
De plus, le coefficient de z”, dans le développement de u, est yz; ce 
coefficient dans le développement de wu (: — ') est Ay,; dans le déve- 


2 ATE: : As 
loppement de u C — r) , ilest égal a A?y,, et ainsi de suite; l’équa- 


\ 


tion précédente donnera donc, en repassant des fonctions génératrices 


aux coefficients, 


i(¢—1) (i —1)(t— 2) 


Vrri=Yut TA ye Ny eae Aeyrp+t.... 


U 
1.2 
Cette équation, ayant lieu quel que soit z, en le supposant méme frac- 
tionnaire, sert a interpoler les suites dont les différences successives 
vont en décroissant. 
Si l'on a l’équation aux differences finies 


NB Yh 0, 


la série précédente se termine, et lon a, quel que soit z, en faisant 
x nul, 


en UL eee Aes Ee TARA Yo. 


= 
2 


Cest Pintégrale complete de l’équation proposée aux differences, y,, 
AYo, ---, A” y, étant les n constantes arbitraires de cette intégrale. 


7% , . iF 
Toutes les manieres de développer la puissance 7 donnent autant 


de manivres différentes d’interpoler les suites. Soit, par exemple, 


en développant 5 suivant les puissances de «, par la formule (p) du 


n° 24 du second livre de la Mecanique céleste, on aura 


3 i(t+2r—1) 
139) iy Pg. 


i tit 4r—1) (i+ 4r— 2) (i+ Gr—3) 
| ey aan RES Wie ee ait... \ 


2 


tte 6 ee 1) (a aie BPs 2) 48 


he 
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« étant égal av” (+ — 1), le coefficient de ¢” dans le développement 


de ux est, par le n° 2, Ay,_,; ce méme coefficient dans wa? est 
A? yr, et ainsi de suite. L’équation précédente donnera donc, en re- 
passant des fonctions génératrices aux coefficients, 


i(i+2r—r1) 


7 Le ReOup 


Det eae tA y¥x—-r =e he 


4. Voici maintenant une méthode générale d’interpolation, qui a 
Pavantage de s’appliquer, non seulement aux séries dont les diffe- 
rences des termes finissent par étre nulles, mais encore aux séries dont 
la derniere raison des termes est celle d’une suite quelconque récur- 
rente. 

Supposons d’abord que l’on ait 


(1 | t(;—1\'=s, 


I . , 
et cherchons la valeur de | dans une suite ordonnée par rapport aux 


: : I , . . 
puissances de <. Il est clair que 5; est égal au coefficient de 6° dans le 


développement de la fraction — 5° Si lon multiplie le numerateur et 


j—- 


t 
le dénominateur de cette fraction par 1 — 92, on aura celle-ci 


L’équation (1) donne 


I 
= + {== 2-he 
t ) 


ce qui change la fraction précédente dans celle-ci, 


Ue ee 
(1—6)2?— 20? 
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or ona 
I it 20 226? 


G@—oP—s6 (9)? ib =o" (1 — 6)6 sa BEa TH) 


d’ailleurs le coefficient de 6” dans le développement de fae est 


(1 


d’ou il suit que le coefficient de 6’ est : 1° 7+-1 dans le développement 


de TEs 9 oils dans le développement de ae 
ie ice lace Vy 3) Pes 6s 
3 Be OL -— dans le développement de aye” et 


ains! du reste; done, si l’on nomme Z le coefficient de 9’ dans le déve- 
loppement de la fonction 


(1— 6)?— 26 
on aura 
ay: i(u-+1) (t+ 2) (¢—t)i(t+1)(¢+2)(¢4+ 3), 
SSI ee ae = = 5 ZI 2? 
op 4g) We bre evs Pe 3) 
_ (G2) (F164) (F492) (0+ 3) (E4. 4) 
heed. 450.007 Ras ee 
ou 
7 = (i Aa) emake +1)2—1]z iz + 1)? TIL yl? 4 |2? ! 
Pea. W234 6 , 


si on nomme ensuite Z’ le coefficient de 6’ dans le développement de 


pa ly 
(1 — g)2— 26’ 


on aura Z’ en changeant z en ¢ — 1 dans Z, ce qui donne 


Pies 0 en eee aes eee ee 5 
Gai fos 3 e } ( 4) 2 +...], 


Leo ce 
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on aura ainsi Z—7Z’ pour le coefficient de 6’ dans le développement 
de la fraction 


z 


, . if 
ce sera par conséquent expression de —; partant, 


u , 
po Ee IL). 


, . u 1 A : 
Cela posé, le coefficient de ¢* dans ai OSt Yaris Ce méme coefficient, 


i 
fou a 
dans un terme quelconque de wZ tel que kuz’ ou kul’ € 1) , est, 
par le n° 2, A” y,_,. Dans un terme quelconque de wtZ’, tel que 


: ; I ar ; = 
kut zs" ou kut’*' (; = 1) , ce coefficient est £A?”y,,,; en aura donc, 


en repassant des fonctions génératrices a leurs coefficients, 


ae 2a \ 
\e+ a z x Me ] 
Ae pe = ( 2 Aa : 
Waise (2 7 | Rese NCR abe a any, aa 
(9 5 74eo i 
; s (a P Pe canes Cpe 
— ifr cu ee 1,2.3.4.5 Apert... | 


On peut donner les formes suivantes a l’expression précédente. Soit Z’ 
ce que devient Z’ lorsqu’on y change ¢ dansz—1, et par consequent 


ce que devient Z lorsqu’on y change z dans « — 2. L’équation 


a == Z => tZ' 
te 
donnera 
eee ie 
ti car) 
par consequent, ' 
Ly delion epi 
tt t 


: I dies. 
En ajoutant ces deux valeurs de = et prenant la moitié de leur somme, 
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on aura 
I I loa 
= = 417 —4$7’+3(1+ t) (; ee 1)z 3 


fe 
or ona 
2 a(P—),, PH P-4),, 
; 4 . 2 : - Zr+..e 
g4—32"=14 naire Looe i 1.2,3.4:5.6 ; 
partant, 


d’ou l’on conclut, en repassant des fonctions génératrices aux coeffi- 


cients, 
i? pea 
Yedatet ae M pei Tg Mes 
el Cetera eM are 
= fear onieo. O 


Af vx-3 =e ne 


0 


+ =(Aye+ Aye) = (A® yx t Ab yz 2) 


2 oD) 
pens) ieee) 


By) Dhene pee wes 


(A5 yrx-2+ Adyx_3) +-. 

Cette formule sert a interpoler entre un nombre impair 22 +1 de 
quantités équidistantes; lintervalle commun qui les sépare étant pris 
pour unité, y, est la moyenne des grandeurs 75, 1, Vo. <-> Vou, Ct 
est la distance de y,,; & cette moyenne. L’expression précédente est 
alors symétrique relativement a ces grandeurs; car A?y,_,, par 
exemple, est égal & yz,,—2V_+Ye-1, et Ayr +AYe—, est egal a 
Yo: — Yo-1. Ainsi les quantités placées au-dessus et au-dessous de la 
moyenne y, entrent de la méme maniere dans cette expression. 


ean ; : es ; u : 
Si lon change zenz+-1 dans la derniére expression de 7? et si Yon 


en retranche cette expression elle-méme, on aura l’expression de 
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ut u I Bac . ! 
ae OU de at = a en divisant ensuite cette valeur par oy 
on aura 
i+ })?—F /1 \2 
peer | 
usu Lae t 
ti a ais > 


anf s)ue(>—1) 1.273 iy 
] ye 
Be eal eee BE ait (i = are 
EP We, t | a Sa 


En repassant des fonctions génératrices aux coefficients, on aura 


; MOR an fas 
Veet 3 Vee Veni )or ies eet g (A? yet A? v2] 


1.2 


Pee Sue 
i+4$)?— 4 
r AYx-1 +- : 3 - A3 yx—2 
ier [li $y ert sp al 
| Sat Oe oe ee | 


Cette formule sert & interpoler entre un nombre pair 2x de quantités 
équidistantes, y, et y,,, étant les deux quantités moyennes. Elle est 
disposée d’une maniere symétrique relativement aux quantités égale- 
ment distantes du milieu de l’intervalle qui sépare les quantités ex- 
trémes : ce milieu est Vorigine des valeurs de ¢ + 3, qui sont positives 
au-dessus et négatives au-dessous. 

Toutes ces expressions de y,,; sont identiques et telles que, si l’on 
concoit une courbe parabolique dontz soit l’abscisse et y,,;l’ordonnée, 
et dont l’équation soit celle qui donne l’expression de y,.,;, cette courbe 
passera par les extrémités des ordonnééS v7) y24,; Yivars)-> Yas 
Yo-9, ---» On peut ainsi, en prenant les différences finies successives 
d’un Satie quelconque de coordonnées, faire passer une courbe Ba 
rabolique par les extrémités de ces coordonnées. 
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5. Supposons généralement 


Das Aen deg ee he 
(a) al ay i t Fc pay ema bees 
on aura 
1 Z—a Cc : 
es Phe ge ae qi 
ce qui donne 
ie oe b c Lee 
fri qt qt? qe ae qt?’ 


Bsa I : 
éliminant ~; du second membre de cette equation au moyen de la pro- 
posée (a), on aura 


I pl@—a) , po+q\s—a) 


jor q? git +. 


. I . li 
Cette expression de = ne renferme que des puissances de > d’un 


teri 


ce Ate ‘ _ ae I - 
ordre inférieur a 7. En Ja multiphant par >> on aura une expression de 


I + . I . rye . 
wax? {ui renfermera la puissance 5;; mais, en éliminant encore cette 


{n+2 


puissance au moyen de la proposée (a), on réduira l’expression de 


ones , 5 Te Opens . : 
joa ene contenir que des puissances de = inférieures & x. En conti- 


- : ; < : I 
nuant ainsi, on parviendra & une expression de 5 qui ne renfermera 


: eel : : k 
que des puissances de > moindres que n, et qui sera par conséquent 


de la forme 


I I I 1 
Se es 4 ee ECPI ENS ee ae 
i =f aus yp pe SAS, wes Zin), 


Z,Z", Z, .., étant des fonctions rationnelles et entieres de z, dans 
; t 
lesquelles la plus haute puissance de s ne surpasse pas —- 
rh 
“1 on ’ . I 5 x moe Crier ° 
Cette maniere de déterminer 7 serait tres pénible siz était un grand 


nombre; elle conduirait d’ailleurs difficilement a l’expression générale 
de cette quantité. On y parviendra directement de la maniere sui- 
vante. 
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! , . : 
7 est egal au coefficient de 6’ dans le développement de la fraction 


- | hen ey ’ ; : . 
~—; Si lon multiplie le numérateur et le dénominateur de cette frac- 


t 
tion par 


(a — 2) 67+ bOr-1 4 cOn-24...4 pO-+4q, 


et si dans le numérateur on substitue au lieu de z= sa valeur 
b 


C 
Fatt eyeiaechin OR aura 


n— 0 ' n—-2 p2> 63 ( Gre 
Pa (17) + eat (1— 2) 4 cons (1 a) beh a) 


(1 _ A (a6"-+ bGr-' + cor-24....+ pO +q — 26") 
en divisant le numérateur et le dénominateur de cette fraction par 
6 ; ‘ , 
1— 5» elle devient 
f OoRSN COC Cot 2... eg | 
0 
| (e@r=2-- e9r-3 +... + ¢q) 


+5 (e6"-3+...4 4) 


aoe + Gn + C62 +. pb +g— 2h" 


La recherche du coefficient de 4 dans le développement de cette frac- 
tion se réduit 4 déterminer, quel que soit 7, le coefficient de 6” dans le 
développement de la fraction 


I 
aor + bgr-' 7e gn-2 a ae pa + q = 26" 


Pour cela, considérons généralement la fraction >> P et Q étant des 


fonctions rationnelles et entieres de 9, la premiere étant d’un ordre 
inférieur a la seconde. Supposons que Q ait un facteur 6 — « élevé a la 
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puissance s, en sorte que l’on ait 
Q= (6 —a)sR, 


R étant une fonction rationnelle et entiere de 9. On pourra décomposer 


; A B ; ; 
la fraction us en deux autres -~-~——- -- R? A et B étant des fonctions 


Q (0—a)s 
rationnelles et entieres de 4, la premiere de l’ordre s — 1, et la seconde 
Wun ordre inférieur 2 celui de R; car il est visible qu’en substituant 
pour A et B des fonctions de cette nature, avec des coefficients indéter- 
minés, en réduisant ensuite les deux fractions au méme dénomina- 
teur, qui devient alors égal & Q, en égalant enfin la somme de leurs 
numérateurs i P, la comparaison des puissances semblables de 9 don- 
nera autant d’équations quil y a de coefficients indéterminés. Cela 


posé, l’équation 


Le Gand aa 
G=ch™ Re CS ark 
donne 
P B(@—a)s 
i ae ee 


Si l’on consideére A, B, P et R comme des fonctions rationnelles et en- 
tieres de 9 — x, A sera une fonction de l’ordre s — 1, et par conséquent 


: B 
il sera égal au développement de 5, dans une suite ordonnée par rap- 


port aux puissances de —«, pourvu que l’on s’arréte a la puissance 
s —1 inclusivement. Soit done 


P 
Ra ot (6 a) + Ue (O a)jt+...3 


on aura 
A Uo uy Us 
= + : 
(@—ay-'  (@—aj2 


(@—a)'~ (6—ay 


en rejetant les puissances positives de §—«; oa est, par consé- 
ase 
quent, égal au coefficient de ¢' dans le développement de la fonction 


Ug + Ul + Ugt+... 
/ ee er 
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Si l’on nomme P’ et R’ ce que deviennent P et R lorsqu’on y change 
$— en é, ou, ce qui revient au méme, en ¢+ 2, on aura 


y 


= Uy+uUt+ uUi+...; 


R’ 
A , . , 
partant, (o— ay est égal au coefficient de ¢°-' dans le développement de 
ahs. — 
Ri (oer 
il est done égal a 
ds~' Pp 


Wt LAG 7 aa a Lc b, 


peer CE, dis—! R'(6—a—t) 


pourvu que l’on suppose ¢ nul apres les différentiations. Maintenant le 
coefficient de 4” dans 


étant égal a 


Wat 
ce méme coefficient dans 


I : ds—-! Pp’ 
1.2,3.,.(s—1) dés- R'(6 Sof BS) 


sera 
I ds-1 Pp’ 


Tetons Jester) dts! Rie gree? 


é étant supposé nul apres les différentiations; cette derniere quantite 


est donc le coefficient de 6” dans le développement de - Say Si l’on 
PE (6 es Ss 


a) 
restitue, dans P’ et R’, 9 — ~ au lieu de Zz, ce qui les change en P et R, 


on aura 
7 Pp ur 
Ola ly ° Ror 
Tdi Ate a 0 Bigg = * 


pourvu que l’on suppose 4 = « apres les différentiations, dans le second 
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membre de cette équation; la fonction 
Pp 
1 Rog 


aaa ap age 


d-| 


est donc, avec cette condition, le coefficient de 6” dans le développe- 


ment de la fraction —————- 
(6 — a}s 


Il suit de la que, si ’on suppose 


ORT Cero Poa, 
. A hen ae 
le coefficient de 6” dans le développement de la fraction o sera 
I Cae Zee eS 
1.2.3...(8—1) dO8-1 a Ort! (6 —2')"\(6@— as”. 
1 gia P 


Tad (sai) d=! a0 ayo a”. 
I ds” Pp 


~ Toad. ( 1) =) GOO — ay (O— al)" 


eho SgieiE seks s¢) © el (epee ters, ie. iocs' se’ slain semted a da) Sitoma) wrens a as ae 


en faisant 6 = dans le premier terme, 6 =~’ dans le second terme, 
) =” dans le troisieme terme, et ainsi de suite. 
Maintenant, soit 
V=a(Gé—a)(6—a’'\(6—a”).. 


En développant la fraction 
1 


V— son 
dans une suite ordonnée par rapport aux puissances de z, on aura 


ri zn z2G2n Z3 Gar 
| 1 


Wi is 6 5 


le coefficient de 6” dans le développement de la fraction vi est, par ce 
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qui précede, égal a 


pourvu qu’apres les différentiations on suppose 9 == z dans le premier 
terme, 9 =~’ dans le second terme, 9 = x” dans le troisieme terme, ete. 


Sil n’yaqu’un seul facteur 6 — ~, la fonction renfermée entre les deux 
LN , is ‘ I A , iy = m7 
parentheses se réduit a ~~» 6 devant étre changé en « apres les diffé- 


Or+t 


rentiations, ce qui réduit la quantité (0) a 


Si dans l’expression de V quelques-uns des facteurs 6 — 2, 9—2’, ... 
sont élevés 4 des puissances plus hautes que l’unité; par exemple, si 
§9— a est élevé ala puissance m, il sera élevé & la puissance — ms 
I 
Vs 
dans le suivant : 


dans <> et alors il faut changer le premier terme de la quantité (0) 


I qins-\ ; 1 : 
1.2.3...(ms —1)as doms—* Or+1(6 — a')s(8— a” )s...” 


. 


et dans les autres termes, il faut changer (9 — ~)* dans (9 — a)”. 
Représentons généralement par Z° "la quantité (0); le coefficient de 6! 
p r >) 7 


; I 
dans le développement de la fraction ;——;, sera 
ZO 4 7 2+ Zi), 227+ Zi), 23+... 


on aura donc, pour le coefficient de 6’ dans le développement de la 


2h 
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A e tT 
deuxieme fraction de la page 1g, ou pour la valeur de 


| 


| 


\ 
\ 


1 
is 27(2) (3) . 
se 0 Le aL an ee Seen oe ae | 


ti t—R+4 


‘ 4 (2 (3) 
eC [Zi 2 2 Lis 4 / healer a Langs ml 


0) 1) 27 (2) (3) 
ai e[ Ze nis a ong 1 2 L iP snes + 22 Lanse + =| 
(0) 7 JA) (2) 
| Wy Asana rie B Le enti aa 2 Li snes picacas a 
| ca LZ has a 2 ne =e al A a ase | ( 


I PD 
\ (0) (1) 9°7(2) 
aa q [oe BLe ons 8 Li 3ns1 sie |: 


i 
yr-! 


Présentement, si l’on désigne par yy. la quantité 


par y?y. ce que devient yy, lorsqu’on y change y, dans Vx, par V° Vx 
ce que devient y’ y, lorsqu’on y change yy, dans y*y,, et ainsi de 
suite, il est visible, par le n° 2, que le coefficient de ¢* dans le déve- 


loppement de 


dente par wu et en ne considérant dans chaque terme que le coefficient de 
i”, c’est-a-dire en repassant des fonctions génératrices aux coefficients, 


on aura 


acre 


aVx2—- by x1 SI ee) Sein Goma fi prterie 


u 


a (0) (0) aio) (0) 
ee? [OL <7 CL n+ te O45 ng (Sees qZ; ] 

1 (4) 1 (4) (4) (AD 
me ViV-x AM a Ch ies mle CF ents aie taste q Zi, | 
= P (2) 72) (2) (2) 
NA 9s | OL aunt. C2) enaert © Li guys en ee qQze on | 


an ce [e Visa he Piz Chins TAP Sa gz 
“as Vy iL eZ gna Sn a Ae a as Qein-s 


eyoMbe ly 3 GZ) 
- Vanes [eZee ones SIRE Go qZyy | 


“i—n—2 


(0) 40 ; : ‘ 
+ OV xin Zeng) + OVS cin Daa QV Viet Le aya ee 


ES ‘4s , : eee 
=~ Sera VYrrr3 EN multipliant done l’équation précé- 
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Cette formule servira a interpoler les suites dont la derniére raison des 
termes est celle d’une suite récurrente; car il est clair que, dans ce cas, 
VY«e: V' Ye +--+ Vont toujours en diminuant et finissent par étre nuls 
dans l’infini. 


6. La formule (B)s’arréte lorsque l’ona yy, = 0, r étant un nombre 
entier positif quelconque, et alors l’expression précédente de y,,; de- 
vient l’intégrale de l’équation aux différences finies y"y;—= 0, ce qui 
est analogue a ce qu’on a vu dans le n° 8, relativement & l’équation 
A’ y; = 0. Supposons yy; = 0, ou, ce qui revient au méme, 


0 = ayi+ bY. HCYing +... + Vin} 


si lon fait 2 nul dans la formule (B) du numéro précédent, elle de- 
vient 
VA Jo (OL + CL nia + CLs ++ +++ gL") 
ICL ey HeLa, +... GZ) 


rye (ez, Sa Oe q Zio) 


+ gyn Lae 


Vor Nis Vane 2 Vnca sont les 7 premieres valeurs de.y;; ce sont les 
nconstantes arbitraires que l’intégrale de l’équation Vy;=o0 introduit. 
La valeur de Z;") 


tr 


est égale a 


: I 
av aai-n+2(q¢—al\(a—a’)... =, ag! t—N+2 (g' — @)(a’— a")... 


Ainsi, V.étant égal 4 a(9 — «)(®— «’)(9 — a”), ..., le premier de ces 


termes devient 
qir-2 
av 
do 


Paaichante Vineet te een avant. done égard aut: 
pourvu que l’on change 9 en « dans 7,5 en n’ayant done égard qu’au 


OLEuvres de L. — VI. h 
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oi ee I . (Aa? 
terme multiplié par —> l’expression précédente de y, deviendra 
a 


{  ¥o( bat! + cat-2+ ear-3+...+¢q) 


1 + yi (ca?! + ea?-2+...4+qa) 
2 aa ae GV) Piya eatel a gar ) 
Bi) ae a: 
ml iat gai 


En changeant successivement, dans le second membre de cette équa- 

tion, « ena’,a”,..., et réciproquement, on aura autant de termes qui, 

ajoutés au précédent, formeront l’expression complete de y,. 
Nommons & la fonction comprise entre les deux parentheses, en sorte 


: k 
que ce second membre soit — ———7y 
Gi 

dé 
égales, V sera de cette forme (6 — «)?L. On supposera que « et z’, au 


- Si les deux racines « et x’ sont 


lieu d’étre rigoureusement égaux, different infiniment peu, et que l’on a 
a’ =a-+ da. Alors la somme des deux termes de y; relatifs aux racines 


I k' k 
da Nolte Sere The 


k’ étant ce que devient £ lorsqu’on y change « en ~’; L et L’ étant ici ce 
que devient L lorsqu’on y change 9 en « et «’. Cette quantité est done 
égale a 


a eta’ sera 


mais on a 


9 devant étre change en « apres les différentiations. La somme des 
; 
termes de l’expression de y,, relatifs aux deux racines égales, est done 
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On trouvera de laméme maniere que, si V contient trois facteurs égaux, 


la somme des termes de l’expression de y; relatifs A ces trois facteurs 


est , 
I d? k 
bi21.20d Ga? .. a2V- 
git aa 
d63 


et ainsi de suite. Z;°’ étant, par ce qui précede, le coefficient de 6’ dans 
le développement de 7 il en résulte que vy; est le coefficient de 4 dans 


le développement de la fonction 


+ yy (COR-1 + e6r-2 +...4-q6) 
+ 72(e8"-'! +...+ G6?) 


¥o(b6%—-' + chr-2 +...+ 4) | 
; 


ei e,c. ele) e).e, (6) \) a, 4) ee. of aielonehe.e e) 


eee gern y 
aor + bor-!+ cor-24...4+ pi+q 


Cette fonction est donc la fonction génératrice de y; ou de la variable 
principale de l’équation aux différences yy; = 0. La formule (B) du nu- 
méro précédent donnera pareillement la valeur de y; ou lintégrale 
complete de l’équation aux differences V?.-y;= 0; y°, V¥os Viv +++ Yams 
V¥n-1 seront les 27 arbitraires de cette intégrale. Le cas des racines 
égales se résoudra de la méme maniere que ci-dessus. On aura par la 
méme formule l’intégrale des équations aux différences vy’? y;=0, 
vi y¥;=0,...,cequi montre l’analogie qui existe entre l’interpolation 
des suites et l’intégration des équations aux différences. 

Soit y;= y, +y;, et supposons que w’ soit la fonction génératrice 
de y;, et u’ celle de y;, u étant celle de y,; on aura u=w' + wu”. Soit 


encore 
A 


—-, 
Zz 
s ayant la signification que nous lui avons donnée dans le n° 5, et nom- 


mons X; le coefficient de ¢’ dans le développement de 2; on aura, par 


lena. 7 
) ee Voy. 


28 THEORIE ANALYTIQUE DES PROBABILITES. 


Maintenant on a, par le n° 5, 


T {rs 


Zs a (at? + bit Cie eee q)s’ 


or le coefficient de ¢’, dans le développement du second membre de 
cette équation, est égal a celui de 6” dans le développement de 


I 
(abe + bOn-' + cOP—2 + q)s” 


(§—1), 
i—ns ? 


et, par le numéro précédent, ce coefficient est égal a Z done le 


‘ : ; i 
coefficient de ¢' dans le développement de — sera 
Xi_nsZ9 9 + Xena LY + Xiins_aZy 9 +... + Ko Ze 


ou 2X,Z")),» lintégrale étant prise relativement a 7, depuis r=o 


t—ns—-r? 


jusqu’a r=zi— ns; ce sera la valeur de y;. Cela posé, si dans la for- 
mule (B) du numéro précédent on suppose V’y;= 0, elle donnera, en 
Us 
observant que y;= ¥; + Y;5 
Yi ra 2X LE s-r == 0 ( Daa — CL ss Sr apes at qZ;") 


+ Vyo{ BZ ner CZ nga tes + Zin) 


VEU yo OLF gees CLS nea ee 6 GL spin) 
Ey (CL eae Sg Ze ) 
(C) se Vos (eZ agit eat QZixa—1) 


Si QarniYn-' oi Qa ent V¥n=1 nae 
+ QZ sr VO" Yn—15 


Vor VY0r +49 Vo Vos Vis VY1> ~~» Etant les ns arbitraires de l’intégrale 
de ’équation V'y;= 0 ou 

Vsyi, + V5 yj = 03 
or, Voy; étant égale a X;, cette équation devient 


o = Vy X3 
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on aura done, par la formule précédente, l’intégrale des équations li- 
néaires aux différences finies dont les coefficients sont constants, dans 
le cas ot elles ont un dernier terme fonction de ¢. 

Lintégrale définie relative & r 2X,Z°;” _, peut étre facilement trans- 
formée dans une suite d’intégrales indéfinies relatives 4 7; car l’expres- 
sion générale de Z|). est formée de ns termes de la forme I7*2’, I 
étant une fonction de z indépendante de la variable r; l’intégrale pré- 
cédente est donc composée d’intégrales de la forme I 27" «” X,; cette der- 
niere intégrale devant étre prise depuis 7 nul jusqu’a r=7 — ns, elle 
est égale & Vintégrale indéfinie 


I2(i — ns)M "544 Xi nsat, 
prise depuis z = ns. 
. 7 . I : Ov. : 
7. On peut donner a l’expression de | une infinite d’autres formes 


dont plusieurs peuvent étre utiles. Donnons-lui, par exemple, cette 


forme 
: ) E (1) 2 * 72) ot 1) 
270) A212 9) pane nies eet (F—2 4: 
2 +(3 ) +(; ) : ) 

On déterminera ainsi les valeurs de Z®, Z, Z®, .... On mettra 


d’abord l’équation 


eee eee 
ai te AA i EL” 


‘ E : I ; 
sous cette forme, en y substituant (+ —I+ t) au lieu de 5,» et deve- 


. . I 
loppant suivant les puissances de — — 1, 


I rial = I Me 
s=a'+0'(+—1)+6 ery! eed Va li 


et l’on aura 
a=at+ b+ c+...+ 9, 


b’=—b+20e+3e+...+ nq, 


Co Caters aetnes 50 SS ee ee UE 
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On multipliera ensuite, comme précédemment, Je numérateur et le 


, . . I 
dénominateur de la fraction ——- par 


I—- 
t 


(a—-z)0"+ bOn-' + chr-2#+,,.+ p+ q, 


en observant de substituer dans le numérateur : 1° au lieu de ¢, 


Y way 
fa mapa 
on aura 
on oe oe 62 gn 
Woe Wes RE alte *[tr—oye— Fe +--+ af (eo) — 75 | 
(17) (aoe + b Orbe COP, ..-+ pO-+g — 28) | 


en divisant le numérateur et le dénominateur de la fraction précé- 


' 9 eat: : 
cédente par 1 — >» elle se réduit & celle-ci, 


of orre'(z—1)+e' (5-1) +...tg(g—1)" | \ 
Gn-i : Poe I n—2- 
fete (g—a)4. alg —r) | | 
{ gn-1 I n—-3 } 
“fs or [eteta(g—1) | : 


age -+ bor-t + cgn-2 +, ..+ pO +q — 26" 


De la il est aisé de conclure que, si l’on conserve a Z*~" la méme si- 
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gnification que nous lui avons donnée dans le n° 5, et que l’on consi- 
dere qu’en désignant q; le coefficient de 6 dans le développement 
dune fonction queleonque de 6, ce méme coefficient dans le dévelop- 


pement de cette fonction multipliée par (; - 1)" sera, par le n° 2, 


égal a AYg;, on aura 


Sy 
ii 0 De BoD nye ba? Vs Nos oe 


(0) 
=i CML aC GARY oo ee 22 AL, yeas 
270) 2 9 
“ek Lee + eZ A°Z ane + eZ GY Ale eee 
{ 174) 
Se NGAP ASOR re) 18 Vac Aaa a gs tf Sah Uae Aa rare or 
Oe ner + CBZ ny +. 
1 
+—¢ +e AZ +6 ZA yt. 


ihe 
lod oem ate het raeSaieticn fs Lal clleMe Marek eieat Waele dene reir 
es ae eZ; nea e 2Z; Qn 
Bee eee Meet whee oe Net hora it 
EN Ae chee Wale ttal ts cee ste. opens o Mekex reste. bio) syveuious. lahore 
(A 
a at 1 Ze nti BL ons SES ioe he 


Présentement il est clair, par le n° 2, que le coefficient de ¢” dans le 

, : uzs , . nel 
développement de la fonction ~ est A’V'y,; Véquation précédente 
donnera donc, en multipliant ses deux membres par wu et repassant des 
fonctions génératrices a leurs coefficients, 


9 =yr[b' Ze +E CATS Te CML mer ae gars Lass 


sey. y2(O / Eel oer ae NLS lg CY fk Spe as Gent 15 Sa ) 
EW 7p 0 Lee yee OL ager CO Dyeape en Ne ee 


+Ayr (CZ nas +€ N70 pet eos QAR Ae) 
+ AV yx (Zina + CAD nga tee QAP 2 nat) 


+ AV?y,(¢'Z? 3 te A Le nee ae sn) 


QED ner Pet QE ane AVI et QE one AOI VY eb oy 


32 THEORIE ANALYTIQUE DES PROBABILITES. 


la caractéristique y se rapportant & la variable a, et la caracteris- 
tique A se rapportant aux deux variables x et 7. 


8. Supposons, dans la formule précédente, x et z infiniment grands, 


de manieére que 1’on ait 


Yr; deviendra une fonction deo + 2’, fonction que nous désignerons 
par 9(o + ’). Supposons, de plus, 


deviendra 
eal b” : ee ses ae +f (5 1 . 
eee paula 6 | CORY : 


Cette derniere équation donne, pour ?—1, n racines fdx, f' dz’, 
f’ dx',..., et par conséquent, pour 9, les n valeurs 


6=1+fdz', =1+ f'dz', 6=1+f"dz', 


Maintenant, si l'on suppose 9=1-+ Adz’, on aura, 7 étant supposé 
infini, 


I I j i2 
ie es lf Ss 2 pee — pha! 
gi (rt hd’ 1— th dx! + at Cf ak I ea ad 


c tant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l’unité. D’ailleurs 
la quantité a est, par le numéro précédent, égale a a’ — b’+c' —.. 


biees4 
uv 


ye ee ya b n See aia 
et par consequent égale & a’— —. +... + 4, valeur qui se réduit 
dx dat 
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ason dernier terme, qui surpasse infiniment les autres; l’expression 
(S41) : : 
de Z*" du n° 5 devient, en y changeant r dans i — 1, 


/ onhe! 
(=f 
hx! 
Y Nath et ee da! MA Get R= FFU =f? )s j 
a} 1.2 350-(S — I)ioo g” \s dhs= ; a ea 
che! 
= i 
(mas (happy 
Se ayo «Wes tot LA oy died, tes, hs vasa aie } 


la différence d' étant prise en ne faisant varier que / et en substi- 
tuant, apres les différentiations, fau lieu de A dans le premier terme, 
f’ au lieu de A dans le second terme, et ainsi de suite. Nommons 
X°~" da’ la quantité précédente; on aura, a ]’infiniment petit pres, v. 
étant un nombre fini, 


Dig = DO ee KOO Des 
D’ailleurs on ay, = 9(o), et la caractéristique A des différences finies 
doit se changer dans la caractéristique d@ des differences infiniment 
petites, en sorte que |’équation 


yy aYx + b yrs Se A ee ai 9 On5 


ou, ce qui revient au méme, celle-ci 


b 
Versa’ + —— Aye t+ 5 Bet. 
Va dx’ Vx a! Aes 
devient, en y changeant dz’ en do, 


W d? ad” \ 
Vy ah 1. 5” d 9(@) L@ 9(@) Z ; q! 9(a). 


dw dw? fe May dw” 


L’expression de y,,;, trouvée dans le numéro précédent, deviendra 
OEuvres de L. — VII. 5 
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done 
' POX Dad 7 AA XO) 
Tat viceh _ (exeene Sen cetee noel 
F yp an) 1 AX) dr—-1X1) 
arias (6 meek dz’ ree: ae aa dgln-* ) 
” » AX?) : d2X() de! XC?) 
+2 9(m) (BX) of Ft 0 SE tg ) 


d ? (w) ( "X(0) 7 dX) - Glos, (0) 
Pais i ear ii X(0) + e “OF aa oe Pisin 
dV 9(@) c! (1) 7 ax) ; " esata 
cert see jaar Aang rapes 
Se oh OSSD a RE a hb og MOR ICED Hal aca ru u CA ALCia ROME CRMC ORO NOLAK RC LOLS 
d? o(s) , *, qd?2-3 X(0) \ 
cue “X(0) 4 = 
dw? (¢ : od dgin—3 } 
sak IY gr-3 XU) 
: WANA) SL AD igs 
+ fee e” XO) + A Be gre 
poets? (a) 7B \V olay 
me des? | 1 ei  dgn-! sae 


7-1 V2 
Jo oe. 
dw-! 
Cette formule servira a interpoler les suites dont la derniere raison 
des termes est celle d’une équation linéaire aux différences infiniment 
petites a coefficients constants. 


Silona 
VS o(ma+ 2’) =0, 
la formule se termine et donne la valeur de o(3 + 2), ou lintégrale 
de l’equation différentielle précédente; o(c), dei, Bisse OVID (8), 


d¥ 9 (5) dV? a. 
sett FeV Ol Ch), ie! ... étant les ns arbitraires de l’inté- 


grale. 
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Supposons que !’on ait l’équation différentielle 
@ = o(@o+ aa) — Ver, 


V, étant une fonction donnée de a’; il faut, par le n° 6, ajouter a l’ex- 
pression précédente de o(a +2’) le terme fV,X%_) dr, X*"" étant la 
méme fonction de x’ que X*~". L’intégrale relative & 7 doit étre prise 
depuis r= o jusqu’'ar = a’. Cette intégrale définie peut, parle numéro 
cité, étre transformée en intégrales indéfinies relatives a x’. 


De la transformation des suites. 


9. La théorie des fonctions génératrices peut servir encore a trans- 
former les suites en d’autres qui suivent une loi donnée. Considérons 
la suite infinie 


(V) Vo Vie aH I BO ee Ve osha 
et nommons, comme ci-dessus, uw la somme de la série infinie 


5 a ek Ws J Saal le le ata PP 


5 - . Uu L 
le coefficient de ¢” dans le développement de la fraction —— sera égal 


I1— — 
t 


a la somme de la suite proposée (V), prise depuis le terme y,,«” inclu- 
sivement jusqu’al’infini. Soit généralement z une fonction quelconque 
1 . . 
de => et nommons Ily,,«* le coefficient de 2” dans us. Les coefficients 


dez? dans 02°, uz*, ... serontl’y,«”, IP y,«”,..... Cela posé, on mul- 
u 


tipliera le numérateur et le dénominateur de la fraction park —<, 


I 


I— -— 


i 
et l’on prendra pour & ce que devient s lorsqu’on y fait ¢ égal a Vunite; 


aes T . 
k — s sera divisible alors par 1~~ >. Soit 
AO) Av) Ais) 


[p+ } ee 
i ie ay 
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le quotient de cette division; on aura 


u.h iz Z2 Zz? 
Bas ec G ee 
I ke a 


|] —_ - 
uh) pit es 22 ) 
t iii: Sina» 
kt | a 


u.h(?) Z 22 
Fierce AUSUete ar tame 


ce qui donne, en repassant des fonctions génératrices aux coefficients, 


hyro® — AN(yrat) — AI? (rra*) 
ke? ke 


MY x41 QE a2 AM (yr41 ey r. 
Ie he 


hh yrie ete A211 ( Px42 at?) 
ke ; fe 


Le signe S désigne la somme des termes depuis inclusivement jusqu’a 
Vinfini. Supposons maintenant 


‘i Co ere 
eS 8 BS 
at a? t a3 t3 : 


on aura 
W(yra?) = a? (Afuet by rai + CV x42 + CY xeg+...). 


En désignant par Vy,, la quantilé ay, + by,,,-+-.., on aura 
W(yra*) = a? Vpn, 


et généralement on aura 


On a ensuite 
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ce qui donne 


A) pa 
2 > 
BIN St SRE ys Sle : 
on aura done 
haa seca 
a a gs Vyr V2 
Sy" at = I a (Ir - = 7 ) 
(bs C; 
<b Sh. 
a a 5; VY x41 V2 9141 
SeAel s e e ee 
alan 
af Vyr+2 Ve Vr +9 
a pe pt Met) 


Kn faisant 2 = o, on aura une transformée de la suite proposée, dont 
les termes suivront une autre loi, et si les quantités Vy,, V7 Yq, ... vont 
en décroissant, cette suite sera convergente. Elle se terminera toutes 
les fois que l’on aura VY’ y,,= 0, ce qui aura lieu lorsque la proposée 
sera une suite récurrente. On aura donc ainsi la somme des suites ré- 
currentes, 2 compter d’un terme quelconque y,2”, et par conséquent 
on aura aussi la somme de leurs termes, comprise entre deux termes 


quelconques y,a@” et x0”. 


Theoremes sur le développement des fonctions et de leurs differences 


en serves. 


10. En appliquant 4 des fonctions particuliéres les principes géné- 
raux exposés dans le n° 4, on aura une infinité de théoremes sur le 
développement des fonctions en séries. Nous allons présenter ici les 


plus remarquables. 
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On a généralement 


Or il est clair que le coefficient de ¢* dans le premier membre de cette 
équation est la différence nim? de ye, x variant de ¢; car ce coeffi- 


A I z , 7 es a |. a 
cient dans u (5 — 1) est Yori— Yo Ou ‘Ay,, en désignant par la carac 
téristique ‘A les différences finies, lorsque x varie de la quantité 7; 
d’ou il est facile de conclure que ce méme coefficient, dans le déve- 


loppement de uz —1), est ‘A”y,. D’ailleurs, si l’on développe 


I z n =, C I ; 
nf (1 oP rae i) — | suivant les puissances de > — 1, les coefficients 


2 
de ¢” dans les développements de u(? — 1); u(> ~ :) b sro SOIR 
par le n° 2, <A 7;, 4°07; +2; sen sorte: que ce geneinerenn, dats 
I t n : i ; 
al (1 ae Fe 1) — | , est [(1 + Ay,)’—1]", pourvu que dans le dé- 
veloppement de cette quantité on applique a la caractéristique A les 


exposants de puissances de Ay,, et qu’ainsi, au lieu d’une puissance 
quelconque (Ay,.)’, on écrive A”y,; on aura done avec cette condition 


; ‘Anpem=[(1-+ Aye) 1p 

Si l'on désigne par la caractéristique ‘2 Vintégrale finie, lorsque x 
varie de z, ’2” y, sera, par le n° 2, le coefficient de ¢* dans le dévelop- 
I 
ti 
stantes arbitraires que l’intégration introduit; or on a 


I =1p) I t =p 
u a =u (1+ 7-1) -«| 5 


de plus, le coefficient de ¢” dans u(> _ 1) est 2"y,, en faisant abs- 


. eae . . 
pement de la fonction w( _ :) , en faisant abstraction des con- 


. . . yo. La 
traction des constantes arbitraires; ce coefficient dans u (+ a ') est 
A’y,3 on aura donc 


(2) yes [(1 + Age) — 1}, 
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pourvu que, dans le développement du second membre de cette équa- 
tion, on applique a la caractéristique A les exposants des puissances 
de Ay,, que l’on change les différences négatives en intégrales et 
que l’on substitue y,, au lieu de A°y,, et comme ce développement ren- 
ferme lintégrale 2”y,, qui peut étre censée renfermer n constantes 
arbitraires, léquation (2) est encore vraie, en ayant égard aux con- 
stantes arbitraires. 

On peut observer que cette équation se déduit de l’équation (1), en 
faisant dans celle-ci n négatif et en y changeant les différences néga- 
tives en intégrales, c’est-a-dire, en écrivant ‘2” y,, au lieu de A” y,, dans 
le premier membre; et généralement, dans le développement du se- 
cond membre, 2’ y, au lieu de A~’y,,. 

Les équations (1) et (2) auraient également lieu, si x, au lieu de va- 
rier de Punité dans Ay, variait d’une quantité quelconque o, pourvu 
que la variation de x dans ‘Ay, soit égale & va. En effet, il est clair 
que, si dans y, on fait «= as a’ variera de o lorsque x variera de 
Punité; Ay, se changera dans Ay,’, la variation de x’ étant a, et ‘Ay,, 
se changera dans ‘Ay,’, la variation de x’ étant to. Maintenant si, apres 
avoir substitué ces quantités dans les équations (1) et (2), on sup- 
pose o infiniment petit et égal 4 dx’, Ay, se changera dans la diffé- 
rence infiniment petite dy,;. Si de plus on fait z infini et ¢dx’= «, 
% étant une quantité finie, la variation de x’ dans ‘Ay, sera @; on aura 
donc 

(Arye [(1-+ dye) 1}, 
(9) I 
sai hechaael aC seo a 


\ 


Or ona 


dy x 


log(t + dyx)'= tlog(t + dya) = tdyy =a 7 


ce qui donne 
dx 


(rahdyy)' ere, 


ce étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l’unité; on a 
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done 
dy x! n 
5 An =, ( CP . 
(3) Jul =\e , 
I 
(4) Bye = rg 


ae! —~«\P 
C dx’ ay 


. 


en ayant soin d’appliquer & la caractéristique d les exposants des puis- 
sances de dy,’, de changer les différences négatives en intégrales et la 
quantité dy,” en Vz’. 

On peut donner & l’équation (3) cette forme singulieére qui nous sera 
utile dans la suite, 


n 
OL oy we OL AY gi 4m 
TAP Ye —\@ Cee ere dx! ; 


En effet, elle donne 


no dyn! ( & dys’ a dyx'\n 
An yx — @2 dz \ g2dx _ gq 2 dx’ ) 


Considérons un terme quelconque du développement de 


( & dys! nea 
12 dx’ me Reedloet 
Q2 dz! __ ig dx : 


d: NE 5 5 BONA Y ae! , 
tel que (a . En le multipliant par c? @’, et développant cette 


derniere quantité, on aura 


I d’ ne dyx ec 2dr 
dE? | eda 8\ 5.) 13 tare ; 
dry. no 


d n 
nO dye | OE Yce! % dyx'\n a Pa’ ees se 
Ce Cee ge Ha C. 2 dx ) = Cc dx' esige 2 dx' = "AR yy 


Si dans les équations (1) et (2) on suppose encore ¢ infiniment petit 
et égal a dx, on aura 


Avg diya, | (2 yea agian: 
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on a dailleurs 
(1 + Ay )i = c4¥ ot + Aye) — 1 4 dx log(1 + Aye); 


les équations (1) et (2) deviendront ainsi 


an Y» 
(5) “Fon = [log(1 + Aye), 
(6) SP yxda TESTA 


On peut observer ici une analogie singuliere entre les puissances posi- 
tives et les différences et entre les puissances négatives et les inté- 
grales. L’équation 


dV x 


og 
(0) Ay, = c oF) 


est la traduction du théoreme connu de Taylor, lorsque, dans le déve- 


; : dyx 
loppement de son second membre suivant les puissances de ee on 


applique & la caractéristique d les exposants de ces puissances. En éle- 
vant les deux membres de cette équation a la puissance n, et appli- 
quant aux caractéristiques ‘A et d les exposants des puissances de ‘Ay, 
et de dy,, on aura l’équation (3), d’ot résulte l’équation (4) en chan- 
geant les différences négatives en intégrales. 

L’équation précédente donne 


dY x 


co de —y 4. "AYx. 


En prenant les logarithmes de chaque membre, on aura 
(r) a “7 = log(t-+ Are). 


Supposant ensuite « =1, ce qui change ‘Ay, dans Ay,, et élevant les 
deux membres de cette équation a la puissance z, on aura l’équa- 
tion (5), pourvu que l’on applique les exposants des puissances aux 
caractéristiques. On aura l’équation (6) en faisant nz négatif et chan- 
geant les puissances negatives en intégrales. 
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Si, dans l’équation précédente (7), on change « dans z, on aura 


1 


Oe: log (1 Rye) 


Abie 


et si l’on y suppose « = 1, on aura 


dy, _ 
Bios log(1 == Ayr). 


4 dy. 
La comparaison de ces deux valeurs de donne 


1 
log(1 + Ayr) =log(1+'Ayx)', 
dou lon tire 
‘Ayr= (t+ Ayxr)i—t. 

En élevant chaque membre a la puissance nx et appliquant les expo- 
sants des puissances aux caractéristiques, on aura l’équation (1), d’ou 
résulte l’équation (2), en changeant les différences négatives en inté- 
grales. Les équations (1), (2), (3), (4), (5) et (6) résultent done du 
théoreme de Taylor, mis sous la forme de l’équation (0), en transfor- 
mant cette équation suivant les regles de |’Analyse, pourvu que dans 
les résultats on applique aux caractéristiques les exposants des puis- 
sances, que l’on change les différences négatives en intégrales et que 
l’on substitue la variable elle-méme y, au lieu de ses différences zéro. 
Cette analogie des puissances positives avec les différences et des 
puissances négatives avec les intégrales devient évidente par la théorie 
des fonctions génératrices. Elle tient, comme on l’a yu, & ce que les 


produits de la fonction u, génératrice de ar les puissances — —1 
I Q »§ Yar Pe p i 


sont les fonctions génératrices des différences finies successives de y,, 
x variant d’une quantité quelconque z, tandis que les quotients de wu, 


divisés par ces mémes puissances, sont les fonctions génératrices des 
intégrales de yz. 


<>» . I . 
En considérant, au lieu du facteur 5, — 1 et de ses puissances, les 


; ; : < ae I 
puissances d’une fonction quelconque rationnelle et entiere de 57 on 
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peut en conclure des théoremes analogues aux précédents, sur les de- 
rivées successives des fonctions. Je nomme derivée d’une fonction y, 
toute quantité quien dérive, telle que ay,+ bYn.4 + CY¥o.g ++... En 
regardant ensuite cette fonction dérivée comme une nouvelle fonction 
que je désigne par y,, la quantité ay’, + by',,, + ey, +... sera une 
seconde dérivée de la fonction y,, et ainsi de suite. Lorsque la fonction 
AY, + bYe., +... devient —y,+ yz2,,, la dérivée devient une diffé- 
rence finie. 
Maintenant on a 


’ ed é h n 
z beh Se oh es SL 
gy RM eae 


(q) at acy n 
I dx I dx 
| Ae on +e(1 Sarr ) al 


on a ensuite généralement, par le n° 2, en désignant par yy, la quan- 


tite AV_ + bY ae.) + CVar2 +++») V’¥e pour le coefficient de la fonction 


r 


génératrice du premier membre de cette équation ; de plus ona 


r 
l de r I : . r2 { an = 
u gate 2 SS saree jd Ug gfopa paw PRC (ks 


Le second membre de cette équation est la fonction génératrice de 


dx 


oudec “, en appliquant a la caractéristique d les exposants de puis- 


4 : d 0 5 
sances de de, et écrivant y,, au lieu de (#2) - De 1a on conclut que, 


dx 
sous les mémes conditions, le second membre de |’équation (¢) est la 


fonction génératrice de 


dyx 2dyx 3dyx n 
(a4 bot + ec + he ay...) ; 


et qu’ainsi cette équation donne, en repassant des fonctions genera- 
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trices aux coefficients, 


dy x 2dY x 8dYxr n 
(7) Tee ies. eC as. irea Saal 


On peut ainsi obtenir une infinité de résultats semblables. Nous nous 


: . . . I Ste 
bornerons au suivant, qui nous sera utile dans la suite : uv (=. ~ v") 
\ 
\ 
est la fonction génératrice de 


aes io MY e421 - ro ea ae Pk 


2 


oude A”y __,. De plus, ona 
x= 


1 1 n 


I Vi a ,; I Qdx it ae 
Vi —Vt s/s : | Cia es dx ‘) ie igao's ; 


dou lon tire, en repassant par l’analyse précédente des fonctions geé- 


nératrices aux coefficients 


11. Je n’ai considéré jusqu’ici qu'une seule fonction y, de x; mais 
la considération du produit de plusieurs fonctions dela méme variable 
conduit a divers résultats curieux et utiles d’analyse. Soit uw une fonc- 
tion de Z, et vy, le coefficient de ¢” dans le développement de cette fone- 
tion; soit w’ une fonction de /’, et y,, le coefficient de ¢’* dans le déve- 
loppement de cette fonction; soit encore uw” une fonction de ¢’, ety’, le 
coefficient de ¢’” dans son développement, et ainsi de suite. II est clair 
Que Vo¥ 7, V+». sera le coefficient de ¢7¢’*e’".., dans le développement 
du produit wu’w”...; ce produit sera done la fonction génératrice de 
Vaya: La fonction genératrice debya.9y ary ane ey ae 
ou de Aye ¥yYy-++ Sera ainsi 


/ 
I 
/ “ 
uu’ u (aan), 


Ny, 
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et la fonction génératrice de A”y, y’,y’,.... sera 


5 1 a 
WUE. aE — ) : 


On prouvera, comme dans le n° 2, que la fonction génératrice de 


Yi v 
ave yee Sera 
ure! u” soe es 
Mghw i gees hese 


c’est-a-dire que l’on peut changer n en — n dans la fonction génératrice 
de A” y, y,,..., pourvu que l’on change A~” dans 3”. 
Appliquons ces résultats 8 deux fonctions y, ety... La tonction gé- 


, . ! / I iM 
nératrice de A” y,y,, sera uu’ errand ak On peut la mettre sous cette 


rat efi ye 
ult i ae we eee ‘ 


en la développant, elle devient 


Fes A ed Care| n-\ (: n(n—t) (t Ue EP 
uu'|{—-—1) + -—|(-—1 ——1) + ———_— I =—1) +...]; 
WN NG ft ARGUS WU t 


les fonctions 


“ie nv i [ n-A if at I w=—2 I V2 
uu {—-—I uu —\-—-—I ——I uu — |+—I oh ait ou 
\é ; i\t ) (7 )> i? G (; : 


sont respectivement génératrices des produits y,A"y.2, AYA" Vou: 


forme 


Ney NRE ee Set CO UAOm 


ii nr an n n I n—i I ; 7 
ee ae == HiT || ls — {-—1 ——I)+... 
uu & 7 | (3 I = F (5 ) (F ) | 


donnera donc, en repassant des fonctions génératrices aux coefficients, 


; nin—1 ; - 
(8) Aeyroyy = Yr A” ye + NAY A" Yrs + alr A? y', Ae yin ee oe 
En changeant 2 dans — rn, on aura 
n(n +1) 


(9) 2’yey, = 7p lV ce n Ay Set ye.) = Azy! Sh 2 yr e—... 
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En général, ona 


1M I ue 
WE Rie | oe 


ety I I I Le 
SOUL bea 1s) i I IG I Relves Lt) 5 stealing 


ce qui donne, en repassant des fonctions génératrices aux coefficients, 


10) Ay ry eyes = [t+ A) (1+ A) (144%)... 17, 


pourvu que, dans chaque terme du développement du second membre 
de cette équation, on place immédiatement apres chaque caractéristique 
A, A’, A’, ...» respectivement y., ¥,» Yoo--+s et qu’on multiple ce 
terme par le produit des fonctions dont il ne contient point la caracte- 
ristique. Ainsi, dans le cas de trois variables, on écrira, au lieu de A’, 
la quantité y,, y/,A”y,3 au lieu de A’A”, on écrira y,A’y,A’y,, au lieu 
de A’ A”, on écrira y,A”y,,A’’y,,, et ainsi du reste. 

En faisant n négatif, équation (10) subsiste encore, pourvu que 
l’on change les differences négatives en intégrales. 

Dans le cas des différences infiniment petites, les caractéristiques A, 
A’, A”, ... se changent end, d’, d’, .... L’équation (10) devient ainsi, 
en négligeant les différentielles d’un ordre supérieur relativement 2 
celles d’un ordre inférieur, 


Bye Vy = (dtd+d’ +...) 


Cette equation développée donne, relativement 4 deux fonctions y,, 
et y,, 


n(n—t , “ 
ae : ES EY OE Pe oi ns. 


a x7 p= Jn "yn + ndy dye 


En faisant n négatif, les differences négatives se changeant en inteé- 
grales, on aura 


soft 
TR a Bae =). [Pe OL ae S24 y2dar*' 


n(n +1) OF preva, AxLRH2 _. 


LD dx? 
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oe, I u 1 t 1 i n 
Pas LUIVOLU Ake Sg rae re reg ot 7 a furan Se : 


En désignant donc par ‘A”y,y,,y,... la différence finie du produit 
YoY n+ ++» lorsque w varie de 7, l’équation précédente donnera, en re- 
passant des fonctions génératrices aux coefficients 


(11) ANY Ne = [t+ Alea + N14 A”)E.. . — 1], 


en observant les conditions prescrites ci-dessus relativement aux carac- 
téristiques A, A’, A”, ... et & leurs puissances. Cette derniere équation 
subsiste encore en faisant 2 négatif, pourvu que l’on change les diffé- 
rences négatives en intégrales. 

Supposons 


Yor Yo» +» deviendront des fonctions de x’, que nous désignerons par 
Yu's Yn +++5 Véquation (12) donnera ainsi la suivante, en observant 


que les caractéristiques A, A’,... se changent en d,d’,..., et que 


’ 
ona 
oy At 
(1+ dyu\® = 0°, 
op Ya fi ph os (gE ree \ 72 
(12) NOP SV AN « ecole dx dx eZ ey ; 


équation qui subsiste encore en faisant n négatif et changeant les dif- 
férences négatives en intégrales. 

Ne considérons que deux variables y, et y,, et supposons y,, =p"; 
on aura ws 
u(t —1) Aa 


1.2 


(Ae pee. Ape poo 


Or ona généralement, « variant de unite, 


At pie pr p ae es 
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on aura done 
(1-+ A’)'= p*p*, 


L’équation (11) deviendra ainsi 
(13) MY PP yk = Pp eae Aen) 15 
en faisant 2 négatif, on aura 


x 
14) a ya a + ax ber-2+,.., 


[pi(1t+ Aye)’ —1]" 


a, b, ... élant des constantes arbitraires dues a lintégration n fois ré- 
petée de py. J'ajoute ici ces constantes au second membre de l’équa- 
tion précédente, parce qu’elles ne sont implicitement renfermées dans 
son premier terme que lorsque p = 1. 
Si l’on fait dans les deux équations précédentes # = —_,1= ——, 
dx dx 
p=1-+dzx' logh, on aura 


iva! n 
15) SN A eae el (ed (axe te. 4 ; 
he 
16) 2? h2! y=, taal’ 4 b'g'n 2... 


dy x u 
(ne ct — y 
Sidans les équations (13) et (14) on suppose z infiniment petit et 
égal a dx, ‘A"p*y, se changera dans d“p*y,, et '2"p”y,, se changera 
I . 
dans 7), J’P’Y< dx"; on aura ensuite 
ae + Ayr l= ede log [p (1+ Aye) 5 
on aura done 
[p?(1 + Aye )'— 1]? = dx” | log[ p(1 + Ayx)] }", 


et les équations (13) et (14) deviendront 


qn Ly» ; 
(17) 5 = p®{logtp(1+ Aye)] |", 
jane 


(78) R prt ay, dak — aes ca 
) nF Piva jlog[p(1 ae Ayer) |}” 


+ ALMA 4. bynte 


Spleens 
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CHAPITRE II. 


DES FONCTIONS GENERATRICES A DEUX VARIABLES. 


12. Nommons uw une fonction de ¢ et ¢’; supposons qu’en la dévelop- 
pant suivant les puissances de ¢ et ¢’, elle donne la suite infinie 


Yo,0 'FH 71,08 + 79:90? alias os tee Ole Semele sogo me Maan 
= Wot ie a Viele et Vat Che ee ye Ey eT he 
+ 70,98 2+ 4 ott'2?+ foot? t? we Mx ot lA yyy ott 2+... 7, ott? 


sim ette/ie- 2) elralre' e's] 0a) &) 6)\el i) & ete) helre (0, 6 (OF ¢iue; (ei ie: aei@ 1-8" 8)16) (6) 01 (©) 10) 16) 0! 6) fet apie! (6) & ‘aileiie) send) ls. a a ae) a [aiJa' leltel a) igi '4: @ elwien © 


Le coefficient de ¢*7’’ sera yz’; usera donc la fonction génératrice de 
J a,0'* 

Sil’on désigne par la caractéristique A les differences finies lorsque a 
seul varie de l’unité, et par la caractéristique A les differences lorsque x’ 
seul varie de la méme quantité, la fonction génératrice de Ay, sera, 


par le n° 1, u(s -~ i); et celle de ‘Ayz,7 sera u (; = 1); dot il est facile 


de conclure gue la fonction génératrice de A’ A” y,,.’ sera 


En général, sil’on désigne par Vy yz,’ la quantité 


Ayzott+Byrjwt Cyriae +... 
+ Byy ait C'yr41 ati ad 
a Ue eae Ts 
a Sp cy 


si l’on désigne pareillement par y*yz,- une fonction dans laquelle 
vd 
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VY x,2 entre de la méme maniere que y,,. dans V¥z,073 Si on désigne 
encore par V° yz, une fonction dans laquelle vy? y,,,, entre de la méme 
maniere que ¥,7° dans VYz,«', et ainsi de suite, la fonction génératrice 


de V" J'r,0' sera 
i Seber \r 


, fae ir 


artant, la fonction génératrice de A*/A” V7y,, ». sera la fonction géné- 
° Yaya 


: ae me I ay i v 
ratrice précédente, multipliée par (5 - t] (5 _ :) 


D , : I [ : , 
s étant supposée une fonction quelconque de = et de =, si l’on déve- 
loppe s’ suivant les puissances de ces variables, et que l’on désigne par 


"un terme quelconque de ce développement, le coefficient de 


gmt’ m! 


pare ee : ; 
er” dans —> étant £y4m,c'+m's On aura celui de ¢7¢’”’ dans us’, ou, 


ym fim! 


ce qui revient au méme, on aura V’yz,.' : 1° en substituant, dans s, y,, 
‘ I . I . 
au lieu de +» y. au lieu de =; 2° en développant ce que devient alors 


us’ suivant les puissances de y, et de y,’, et en appliquant respective- 
ment aux indices x et a’ les exposants de ces puissances, c’est-a-dire 
en écrivant, au lieu d’un terme quelconque tel que £(y2)”(yx)"s 
EV rsm,x'+m'y Ct par conséquent sy,,,, au lieu du terme tout constant &, 
ou K(ya')° (Ya')s 
= : ; heh : I I 
Si, au lieu de développer s‘ suivant les puissances de > et de => on 
p c ° I I ’ 
le développe suivant les puissances de 7 at Ste hs Ol que on 
ee I me I m, 5 
désigne par (: — 1) (3 — :) un terme quelconque de ce dévelop- 
3 5a { \ m I mr 
pement, le coefficient de 7?’ dans ku (+ — ‘) (3 — 1) étant 


t 
kA™ A™ y,, «, On aura V‘y,,' : 1° en substituant dans s, Ay,,, au lieu 
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I : 1 } . A 
de 7 Let ‘Ays,« au lieu de a Ol développant alors s‘ suivant 


les puissances de Ay,,, et ‘AYz,”, et en appliquant aux caractéris- 
tiques A et ’A les exposants de ces puissances, c’est-a-dire en écrivant, 
au lieu d’un terme queleonque tel que &(Ayz,0')"(‘AYa,0')"”, celui-ci 
kA™'A”’y, 1, et par conséquent Ay...’ au lieu du terme constant 4. 
Soit © la caractéristique des intégrales finies relatives A x, et ‘3 
celle des intégrales finies relatives 4 a’; soit de plus s la fonction géné- 


5 e é I NE: ] Wide a 
ratrice de 2/2" vy, 0b aura Ae — :) iy — t) pour la fonction 


/ 


génératrice de y,,.. Cette fonction doit, en n’ayant égard qu’aux puis- 
sances positives ou nulles de ¢ et de #’, se réduire aw; on aura ainsi, 
par le-n° 2, 


a, b, c,..., g étant des fonctions arbitraires de ¢’, eta’, Uc’, ..., 7 
étant des fonctions arbitraires de ¢; partant 


De Vinterpolation des suites a deux variables, et de Uintégration 
des équations linéaires aux differences partelles. 


13. Yo+i,a'1i est évidemment égal au coefficient de ¢7z” dans le dé- 


veloppement de ; orona 


u 
rae 


on aura done, par le numéro précédent, 


Vint $20 e) —— (1 a Aye, x) (1 6 ‘Ay, we )"3 
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en développant le second membre de cette équation, on aura 


Vxri, x's = Vx, x ae CAV x, 2x! Bins rece : i Mei ai Gir 


+1 "AY x, x’ Se i IN Wonca ai iok ole 


Ut — 1) a 


Se Sy TE eal ee 
(ee ye, 


Supposons maintenant qu’au lieu d’interpoler suivant les différences 
de la fonction y,,,, on veuille interpoler suivant d’autres lois. Pour 


cela, soit 


Si l'on fait 


on aura pour z une expression de cette forme 


Ba Oe J oer ge 
7 t aa tr 
Nous supposerons ici que le coefficient Z de la puissance la plus élevée 


I : 2 : , 
de 7 est constant ou indépendant de z’, et que cette puissance est égale 


. I I 
ou plus grande que la somme des puissances de 7 et de | dans chacun 


des autres termes de s. Il est facile de conclure de l’équation précé- 
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I I 
pati? jae 


dente, comme dans le n° 5, les valeurs successives de 


y) 


i fe <i 2 
ee en fonction de a, b,c, ..., et s, et il est visible que, dans 


: f : ' , ! 
chaque terme de l’expression de 7? la puissance la plus élevée de | 


pee c es I I 
sera moindre que n, et lasomme des puissances de ; et de | ne sur- 
passera pas v. 


Considérons maintenant la formule (A) du n° 5, et supposons qu’en 


D . . I Caer 
développant suivant les puissances de 7 la quantité 


(0) FA) \ 
LW AN Sis ead Aas ap Satrema es 

: 7 (0) (4) ! 
CL nse + CBD nig +: 


he (0) as (4) 
=I CL +s i. CEL onss ee 


on ait 


I 
M+Nz+...4 7 (MO 4 NCO 2 +...) 


I I ' 
+ —~(M(2)+ N(2)z +...) +...+ = MM; 
Vice té 
. us I F . 
les puissances ultérieures de | disparaissent d’elies-mémes dans ce 
lével ment isque l’expression de -; ne doit point les contenir 
développe , puisque pression de j; oit point les contenir. 
Supposons pareillement qu’en développant la quantite 


7 (0) Pa AGD) zi 
CLE ns ae CEL ons ross 


he ex n+. at CBE inxs Pirin te 


on ail 
, | | 
M,-+- Ny2-+. asic ra (Mi) = NG ee. ».) SN Gua yey 
Supposons encore qu’en développant la quantité 


(8) 
CLE ey Boe 


rar athart cy eet us ) 
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on alt 


= (Mi) + NS’ +...) 4...+ 


Mo+Nos+...+ 5 2 


et ainsi de suite. La formule (A) du n° 5 donnera 


1 
G=M+Ne+.., 


aie " (M“) -- NG) z a 


I 
+- pa -+-N(@)z4...) 
_ + wi) 
+ iM 
M,-= Nie... 
I 
; Sra a ae +...) | 
(ee en ere 
| ios Me) | 
\ qli-s 4 | 
Mo+ Now eo: \ 
J 
+5 Mi? + NV 2 + | 
+ = 
i? SGA). 5 Seal = ee 
oils * -M&-?) 
{!t—2 2 
SY Cs i Oe A ae Ra ah os Aen 
Mani + Npope +e. 
I 
: -} 7 (Minds NWO 2+...) 
jn-i 


MiUar+4) 
nA 


{ine 


—. 
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Cela posé, si l’on nomme yyz,2’ la quantité 


AY x, x! a Byesy Late: C Sey oh Waite ee 
oie B ye, wt ae Cl rst ele Siaape 
— Ce wea in 
= ree 


u zl 
rer 


le coefficient 277?” dans le développement de sera, par le numéro 


précédent, V"yosr0’+r3 Véequation précédente donnera par conséquent, 
en la multipliant par w, et en passant des fonctions génératrices 2 leurs 


coefficients, 
/ My*x,a” aN Vx, x! tn | 


ae fs | =i MY yy ott NOV ES wat. ie 
Sai | Siento 1 wath ren behets sells 4 | 
VE MO pe wi 
(Mi yweet arb Ny Vyeet,arcb ee | 
+ MY ee tet ENO Ve ott... | 


P 1 - 
St Me etn alias NY Vy Mere ee edit 1s 


‘ Mn.-1 Vane A Ath ae N,--1 VY xs-n—1 a0 oe NC 
{ 
—b 


| AUP A EG WIR ances hls Roms dyer th at | 
LE MYO yy tated 
14. Si on suppose Vy = 0, léquation précédente donnera, en 
y faisant 7 = 0, 
Vi, xt =MYo, 2! a5 M) 79, 41 a= MM?) yo eye St ahene ota MO 7 xt+i 
+ My yer te MY ye + MiP yy xtra. eee Me gee ae 


; \ i ({—N-+1) ; 
+ Mn Yn-1,2° + Mee wan es See pr irsions, 


M”, M”, MY, ... étant des fonctions dez et de r. L’expression précé- 


dente de y;, peut étre mise sous cette forme tres simple, 


(2) 5) MO ower MENG acer MEM a, ate at | 
J 10 L Muar ee 
cai 


a 
n-A Vira weer ied 
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Vintégrale étant prise depuis 7 =o jusqu’a r=v par rapport au pre- 
mier terme, depuis r==1 jusqu’a r=z par rapport au second terme, 
et ainsi de suite. Cette expression de y;,. sera l’intégrale complete de 


Péquation V.yi2= 0, ou 


0 = AYi,a + B WA) tae C VEG Arn 66 a lV isn, x! 


' Ul . . H 
pig: B Wee eet Se CY ist x4 Sart MCR ee ey CUCU CAER 


ee ite 


Il est visible que yo,0's Vijo'» Yo,» +++» Yn—1,0/ sont les n fonctions ar- 
bitraires quwintroduit Vintégration de l’équation Vyi,:= 0. Pour les 
déterminer, il faut connaitre immédiatement ou du moins pouvoir con- 
clure des conditions du probleme les z premiers rangs verticaux de la 
table suivante : 


| 0,05 BAN We 2,05 3,00 Sean JAasis Vi+1,05 -t+9 Vu, 09 
VYo0,15 WA BPS AD V3,49 Prorony | WAaalG Vitis ety Vat 
Y0,29 Vi, 5/1 Pe V3, 29 ey A ed) Vi+A,25 ones 

7) > > ? uP. Na a py se ata ? > 3 

l 
V0, 2's Vi, 2's HERR ca") 3,29 seg Vi, xls Ji+1, x's Howie  WAracis 
HA eee,  JAmneericy | NAGY open ey ales Cem inate odeerige Or fen rae an 

SU ee Oe Resco ao hace see ra waits ee eae One Fhe Galeyeny?. Menoeometses 


| dE Oves) Bie) WOLD V3.0 20 CS oD) tixeos Vil, CEC) Wes 


Dans un grand nombre de problemes, les n premiers rangs verticaux 
sont donnés par des équations aux différences finies linéaires, et par 
conséquent par une suite de termes de la forme Ap*. Supposons que 
expression de y,,." continue le terme Ap*’; la partie correspondante 
de y;,.' donnée par la formule (1) sera 


A p?’(M + M( p +- M®) p?-+...+ M® pé); 


mais la fonction 
MQ) = M(2) M@) 
SS se { 


1 eae 1 “pi 


M+ 


for yee 
est le développement de 


(0) (0) 
DE oo CL nas Tees, 
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. . I a 
suivant les puissances de =; en changeant donc, dans cette dernivre 


Cen ee : 7 
quantite, | en p, et nommant P ce qu’elle devient alors, on aura APp*, 


pour la partie de y;., qui répond au terme Ap”. Il suit de la que, si 
la valeur de yo, est égale a Ap” + A’p’” + A’p’” + ..., et que l’on 
nomme P’, P’, ... ce que devient P, en y changeant p dans p’, p’, ..., 
on aura, pour la partie correspondante de y;,.’, 


AP p2! + A’P’ p' + ATP” py’ 4... 


On trouvera pareillement que, si la valeur de y,,. est exprimée par 
Ba 4 Big Big a4... étssi Lon nommeiQ, 0% O”,. 4..7,€¢ que 


devient la quantité 
CL af CL ne Gately 


. I : 
lorsqu’on y change successivement-, en q, 7’, 9”, ..., la partie corres- 


pondante de y,,, sera 


BQ gq?’ + B’ Q’q'¥’ a B’Q’q’" + oe 


et ainsi de suite. La réunion de tous ces termes donnera l’expression 
de y;,~’ la plus simple & laquelle on puisse parvenir. 


15. La valeur de y;,., donnée par la formule (2) du numéro précé- 
dent dépendant de la connaissance de M”, MY", ..., il est visible 


Ory) ys I 
que ces quantités seront connues, lorsque l’on aura le coefficient de 5; 


dans le développement de Z;"); tout se réduit donc & déterminer ce coef- 
ficient. On a, par le n° 5, 


T 


70) — is a 
: aa (a—a'\(a—a”)... 


I 


aa’tt'(e¢ — a)(a’— a’)... 


if 


7 aali™4(a" = a) (a — a). 
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r ’ I : . { a a 
a, a',0”,... étant fonctions de |- Si l’on fait 5 =s, et que l'on diffé- 
rentie l’expression précédente de Z;’, n fois de suite par rapport as, 


on aura, avec l’équation précédente, n-+-1 équations, au moyen dles- 
Hie ee 2 Ay Sy: a, 0 aed WE 1 I 
quelles, en éliminant les puissances indéterminees = 7 > Si? Gra? + 


: ; ; : sie bp pm Oe 
on parviendra & une équation linéaire entre Z’, —7—> —jo-> «++ dont 


les coefficients seront fonctions de «, a’, «”,... et de leurs différen- 
tielles prises par rapport as; or il est clair que «, «’, x”, ... doivent 
entrer de la méme maniere dans ces coefficients, que l’on pourra ainsi 
obtenir en fonctions rationnelles et entieres des coefficients de l’équa- 
tion qui donne les valeurs de «, #’, «”, ... et des différences de ces 
coefficients, et par conséquent en fonctions rationnelles de s. En fai- 
sant ensuite disparaitre les dénominateurs de ces fonctions, on aura 
une équation linéaire entre Z\” et ses différentielles, équation dont les 
coefficients seront des fonctions rationnelles et entieres des. Cela posé, 
ae Z 


Le 9 
dst 


0) 


considérons un terme quelconque de cette équation, tel que 4s” 


: I , : 
et nommons 2, le coefficient de — dans le développement de Z;” sui- 


. I . r 
vant les puissances de 7; ce coefficient dans le développement de 


k(rt+p—m)(r+p—m—1)(r+p—m—2)...(r—m+1)Anyum. 


En repassant ainsi des fonctions génératrices a leurs coefficients, l’ équa- 
tion entre Z\” et ses differences donnera une équation entre 3,, 4.45 -- 
dont les coefficients seront des fonctions rationnelles de 7 et dont l’in- 
tégrale sera la valeur de 3,. 

il suit de la que Vintégration de toute équation linéaire aux diffé- 
rences finies partielles, dont les coefficients sont constants, dépend : 
1° de Pintégration d’une équation linéaire aux différences finies dont 
les coefficients sont variables; 2° d'une intégrale définie. L’intégrale 
définie dont dépend la valeur de y,,, dans la formule () est relative a 7, 


b) 


et doit s’étendre jusqu’a 7 = 71 +1. 
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Relativementa l’équation aux différences partielles du premier ordre 


OSS AVG xt Byixt sal 


i By i, x4 ’ 


ona 


on ade plus 


ce qui donne 


d’ou lon tire cette équation différentielle 


(0) 
bee (A+ B's) — iB’Z)™, 


ce qui donne l’équation aux différences finies 


(GS (r+ 1) AApy — (i — r)B'dp: 
on a ensuite 
M() — B2,. 
La formule (1) du numéro précédent deviendra donc 


Ji, wt = Bs Arto SEED 


Vintégrale finie étant prise depuis r= o jusqu’a r=. C’est l’intégrale 
complete de l’équation précédente aux differences partielles du premier 
ordre. 
L’équation aux différences en 2, donne en l’intégrant 
UM eS eer) OE 


ha hp Dive 55 oth An? 


H étant une constante arbitraire, et le dénominateur étant l’unité 


lorsque rest nul. Pour déterminer cette constante, on observera que le 


: as, I A’ , 
coefficient indépendant de = dans Z°”’ est — —; e’est la valeur de 
if (— bys 
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A, et par conséquent de H; on aura done 


og i(f—n(i a). (arty) ASB 
ey tite (oS eer ey aA 


En passant du fini a infiniment petit, la méthode précédente don- 
nera l’intégrale des équations linéaires aux différences infiniment 
petites partielles dont les coefficients sont constants : 1° en intégrant 
une équation linéaire aux différences infiniment petites; 2° au moyen 
d’une intégrale définie. Mais ce n’est pas ici le lieu de m’étendre sur 
cet objet que j’ai considéré ailleurs avec étendue. 

On doit faire ici une remarque importante, relative au nombre des 
fonctions arbitraires que renferme l|’expression générale de y;.. Ce 
nombre, dans la formule (1) du numéro précédent, est égal & x; mais 
il devient plus petit dans le cas ot, la valeur de s du n° 13 ne renfer- 


- I : : ; 
mant que des puissances de = moindres que 7, la plus haute puissance n 


I . : , I = 
de 7 aun coefficient constant ou indépendant de Alors, en suivant 


Yiaas , . . J 
Vanalyse précédente et déterminant 4 son moyen la valeur de ——-: 
d y fiz 


comme nous avons déterminé celle de 26 en repassant ensuite des fonc- 
tions génératrices a leurs coefficients, on parviendra a une formule 
analogue a la formule (); seulement, l’intégrale définie, au lieu de 
s’étendre jusqu’a r=7i+1 devra s’étendre jusqu’a r= ax'+1. Cette 
nouvelle expression dey;,,;ne dépendra plus que des n’ fonctions arbi- 
traires Yio. Vir» Yias +++» Yi» et tandis que la premiere suppose la 
connaissance des n premiers rangs verticaux de la Table (Q) du n° 14, 
celle-cin’exige que la connaissance des n’ premiers rangs horizontaux 
dela méme Table. Ainsi les n fonctions arbitraires yo,2’, Vs ,0's Yo,x's +++ 
Y¥n-1,0° de la formule (A) n’équivalent qu’a 7’ fonctions arbitraires dis- 
tinctes. En effet, l’équation proposée aux différences partielles donne 
Yin' au moyen des valeurs de Yis+o. Vitris +++» Veerm’'—1» 7 étant un 
nombre entier. Elle donne pareillement y;,,,, au moyen de yj, 
Yierrseees Yiern's Ct éliminant y;.,., au moyen de son expression, ona 


Yan's, QU MOYEN de Yep o> tery +++» Viern'-1- En continuant ainsi, on 
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voit que l’expression générale de y,;,, ne dépend que des arbitraires 
Vier,or Vier +++» Jisr,n'=13 On peut donc, au moyen des n’ premiers 
rangs horizontaux de la Table (Q), former tous ses rangs verticaux, 
qui sont, chacun, des fonctions de «’ dans lesquelles ¢ est invariable. 

En passant du fini a l’infiniment petit, on voit avec évidence que le 
nombre des fonctions arbitraires des équations aux différentielles par- 
tielles peut étre moindre que le plus haut degré de la différentielle 
dans ces équations. 


16. Quoique les formules données dans les n° 13 et 14 aient une 
grande généralité, il y a cependant quelques cas qui n’y sont pas com- 
pris. Ces cas ont lieu lorsque l’équation s =o donne |’expression de 


I I 5 e es A A a 
7 © 7 par une suite infinie, ce qui arrive toutes les fois que la plus 


haute puissance de . est multipliée par une fonction rationnelle de 7 
Pour avoir alors l’expression de y,,,. en termes finis, il est nécessaire 
de recourir & quelques artifices d’analyse que nous allons exposer, en 
les appliquant a l’équation suivante : 


, 1 a b 
a = . 
@ Pe Pee te 
Cette équation donne 
a 
—+-C+2 
I t 
= 9 
t I b 


par conséquent 


u 


—— — - 2 


pepe ts ul ae 
t 


En développant le second membre de cette derniere équation, et 
repassant des fonctions génératrices aux coefficients, on aura l’expres- 
sion de yz,x', car cette quantité est le coefficient de z°¢’° dans le déve- 


: Pe Dee : u Suet i 
loppement de la fonction generatrice [a3 et le coefficient ¢°¢°, dans 


un terme quelconque du développement du second membre, tel que 
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he gv. , et ; 7a Pye de 
ul veers ENV ouer VV ne crane te coefficient de la fonction généra- 


irice ws, coefficient qui est ici égal a 
Nee sah cael ad OLY a 012 a bY x41, 2 — CViaaees 


Sil’onao=Vyz,x, les coefficients des termes affectés de < disparai- 
tront, et alors on aura l’expression de yz, en fonction de Yo,0', Yo,a'+19 
Vo.w'vg) +++. Cette expression sera l’intégrale de l’équation 


( b) 00 ay A cee (i As i 2) A A oer bY r+1 xt CY x, x. 


Pour avoir cette expression, s peut étre considéré comme nul, puisque 
l’on ne doit avoir égard qu’aux termes indépendants de =<; l’équation 
(a) devient ainsi 
I a ob 
Op ee oe a 
‘hae bel ae at 
’ Eels 2 , L) U if * OI f, . . , 
c’est ce que je nomme equation géneratrice de léquation (6) aux diffée- 
rences partielles. En effet on obtient cette derniere équation en mul- 
tipliant la précédente par wu et repassant des fonctions génératrices 
aux coefficients. 
L’expression que l’on obtient par analyse précédente pour y,,x’ est 


une suite infinie. On parviendra de cette maniere a une expression finie. 


Uu . a 
Reprenons la valeur de —,.» et donnons-lui cette forme 


CU! 


u( 4 = se 0)" E Se lh a (2 = 0) |’ 
u Ae am oe By a2 ae 


bee i x 
a ») 


Si l’on développe le second membre de cette équation par rapport aux 


. I 
puissances de — — 6, on aura 


w—4 a 
xX | at+ x(c + ab) ae aati ite + ab)? eon 


i Tae I 2 
dinns (ew 
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Vi = 2! bar «(e+ ab)a*—, 


Vioiuatale oe 1) pe 2a% + ax' xb(c + ab) ati + TIES ioe binges, 
— Yas, ceed 
se Noy ae es a 
TeDae) 
, (x —1) 
— b(c + ab)2a*- 
Fe ca ee ee ee 
ie : sae (¢ - ab) ae 
on aura 
vq Es 0" Vn a by + ve) (3 = b) Cee VON 
g eee ee Mis (ily) | 
a, (; -5) (7-5) \ 
if! t t 
Or Péquation 
I go AD 
=o aaa Oe =o 
it’ ti t 
donne 
eee 
I PRE 
fae c+ ab’ 
f 
partant 
I piss I zit 
Bre + V0 (-—) “He. VO") 
il Hel ] 


£2 ft! gh ae 


V(zl+t) 
fucke we 


V (2!+2) 


—«) i (c+ ab)? 


I 2 
a Po 9 use 
nae 


WACZESiay If za | ; 
ceerrm ar iG) | 


Pour repasser maintenant des fonctions génératrices aux coefficients, 


nous observerons : 1° que le coefficient de 2°2’° dans 


ee 2 que 
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j I ; 
ce méme coefficient, dans un terme quelconque, tel que ule — b) 


ou ub” (ay = ae est br ‘A’ (3) » la caractéristique ‘A des differences 


se rapportant a la variabilité de a’, et cette variable devant étre sup- 
posée nulle apres les différentiations; 3° que ce coefficient dans 


‘y 7 , os ? 
ut i a a) est a’A” (2); la caractéristique A se rapportant a la varia- 


bilité de x, et cette variable devant étre supposée nulle apres les dif- 
férentiations; on aura donc, avec ces conditions, 


VO 88 art = Sy One Dwr 
Vc, Vb" Ax! Gea Sey be ia (pt). + V2) vo 0 
4 —2_yerng (Y20\ © yearen a2 (tet a 
>+ ab ar ) (c + ab)? ak 


Qe Vielen) Ax (722) 2 


(e+ ab) a 


c’est Pintégrale complete de l’équation (b) aux différences partielles. Il 
est clair que cette intégrale suppose que l’on connait le premier rang 
horizontal et le premier rang vertical de la Table (Q) du n° 14. 


17. L’expression précédente de y,,” offre cela de remarquable, sa- 
voir que les caractéristiques A et ‘A des différences finies ont pour 
exposants les variables x et a’. En voici un autre exemple. Considérons 
’équation aux différences partielles 


a b 
0= A’ V¥x, x! =a a Ava ‘AYx, x! Se a es "AY x, x! ard de 


la caractéristique A se rapportanta la variable x dont l’unité est la dif- 
ference, et la caractéristique ‘A se rapportant ala variable x’ dont « 
est la difference. L’équation génératrice correspondante sera, par le 
numéro précédent, . 
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Cette équation donne les n suivantes : 


9.9595 ++. etant les n racines de l’équation 


O= Ze gze4 sb gr 2... 
L’équation 


donne 


u u q qt i" 
——— = —5 (1+ 4+ — += — 
wee f'n ay hee CG, 


( qe I peer q I \ 
u * | Gee (eee x = se as Yue) 


,° 


= px! nae. 
ae 
En repassant des fonctions génératrices aux coefficients, on aura 


eee Cad 


Qe 


Le second membre de cette équation peut étre mis sous la forme 


(ees (ear 
q/ % oa! ae 


En désignant done par la fonction arbitraire 9(a’) la quantite 


x 


o4 . 
(4) Yo,0's expression de ¥z,,° deviendrs 


er od 
a es g\x 
Yea = a 'AX g(x"), 
, 


OkEuvres de L. — VU. 4] 
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Cette valeur satisfait done a l’équation proposée aux différences par- 
tielles. Il est visible que chacune des racines q’, g’,... fournit une 
valeur semblable, dans laquelle on peut introduire une autre arbi- 
traire. Nous désignerons par 9,(#’), 92(2’), ... cesnouvelles arbitraires. 
La réunion de toutes ces valeurs satisfera a l’équation proposée, parce 
qu'elle est linéaire, et cette reunion en sera l’intégrale complete, qui 


est ainsi 


Ripe cL er hele 
Pla ee 


Si l’on suppose « infiniment petit et égal a dx’; si l’on observe d’ail- 


dx' ag = 
( ae beh == GH). 
q 


comme il est facile de s’en convaincre, en prenant les logarithmes de 


leurs que 


chaque membre de cette équation, on aura 


; A d®o( x") a yf a2 01 (2" 
Jae CU wa See ‘| spate Eile eee + 


Ce 9° Dee x , ° 2 ae . 7 . 
c'est Vintégrale complete de ’équation aux differences partielles finies 
et infiniment petites 


\ 


= AP Vx, x SN 8 (Se) ae b Ae-2 (SEs) zi 


Toutes les équations aux différences partielles que nous avons exa- 
minées jusqu’ici n’ont point de dernier terme indépendant de la va- 
riable principale. Si elles en avaient, on y aurait égard, et l’on inté- 
grerait ces équations par la méthode que nous avons donnée pour cet 
objet, relativement aux équations aux simples diflérences, et qu’il est 
facile d’appliquer aux équations a différences partielles. 


LIVRE PREMIER. 67 


Theoremes sur le développement en séries des fonctions 


de plusieurs variables. 


18. Si Pon applique aux fonctions de plusieurs variables la mé- 
thode du n° 41, on aura sur le développement de ces fonctions en 
séries des théoremes analogues & ceux du n° 10. Considérons la fone- 


B pve ; I n : 
tion génératrice u ( ie — ') , et donnons-lui cette forme 


ei ert I n 
ty A da tpem erie Taub! hi gi pars yiad EE Re GN > 


uw étant supposé une fonction de ¢, 2’, 2’, ..., dans le développement 


de laquelle y,,.,’,... est le coefficient de 277’"r’".... Ce coefficient 
: I ea 

dans le développement de wu Gea = r) Sela A Ving a ee 

x”, ... étant supposés varier de l’unité dans y,,~’,1",... Ce méme coef- 


ficient, dans le développement de la fonction génératrice 


sera 
les caractéristiques ‘A, “A, "A, ... se rapportant respectivement aux 
variables x, x’, x”, ...; on aura donc, en repassant des fonctions géné- 


ratrices 2 leurs coefficients, 


A? Wx, x',x", tr, 
= [ (2 = "AY x, 2,2", ed ) (1 Sic "AVx,2x',2", ee ) (1 =F "AY x, 2x',2x", am ) Si ri age 


pourvu que, dans le développement du second membre de cette équa- 
tion, on applique aux caractéristiques ‘A, “A, ... les exposants des 
puissances des'A vor asitiung “Alm aietns aie: 

En changeant z dans — 7, laméme équation subsiste encore, pourvu 
que l’on change, comme dans les n°* 10 et 11, les caractéristiques A, 


‘A, “A, ..., lorsqu’elles ont un exposant négatif, en intégrales finies 
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correspondantes, les signes X, ‘2, “2, ... étant les caractéristiques des 
intégrales, correspondantes aux ca ractéristiques A, ‘A, “A, ... des dif- 
ferences. 

Il est clair que w (apap — 1) est la fonction génératrice de la 


différence finie ni®™? de y,, »’,0",..., © Variant de z, a’ variant dev’, x” va- 


riant dew’, .... Orona 


I n I Mz I ul I we dR 
«(sage —* | =| Ne ah) Aa egy ae 1+ 7-1) Ac pes ; 


en désignant done par A la caractéristique des différences, lorsque x 
varie de i, a’ dev’, x” de uw”, ..., et par = la caractéristique intégrale 


correspondante, On aura 


An AAR RS Sher Be [( a= ‘AY x, 2,2", 2 Ms } (1 + "AV x, x',2", ae ae 66 == 1|?, 
] 


Ya pr. oF ee Be ee Se i OLS oe : 
oe EOE! wae (Yat Agtake edie Ut oY Aare ae ape ee 


pourvu que, dans le développement du second membre de ces équa- 
tions, on applique aux caractéristiques ‘A, “A, ... les exposants des 
puissances de’Ay,, «' af.» AVx,c'x',..9 +++» et que l’on change les dif- 
ferences négatives en intégrales. On peut ainsi se dispenser d’indiquer 
les arbitraires que lintégrale finie * doit introduire, parce qu’elles 
sont censées renfermées dans les intégrales que donne le développe- 
ment de son expression. 

Les deux équations précédentes ont encore lieu en supposant que 
dans les differences “Ay, jca7 0 qyee A Vr o'r es ey a A eU 
de varier de Punité, varient d’une quantité quelconque o, pourvu que, 
dans la difference AYVz,x',0", , «@ varie de in, «a dei’a, x’ dela, . 
Maintenant, si l’on suppose a infiniment petit, les differences ‘Ay,0,0",...> 


Up ad 


dx 
dy. PO ae . . tr) , 5 5 
conde dans dx READ --++ De plus, si l’on fait z, v’, v’, ... infiniment 


es lat Se 


“AY a,a'.0",,.2 »+» Se changeront, la premiére dans dx“ 


grands, et tels que l’on ait 


BOG ox AD Me sat ed 
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on aura 


ce étant toujours le nombre dont le logarithme hyperbolique est l’unité. 
On aura pareillement 


ata i es 


et ainsi de suite; partant 


= Oo AY er y+ on dx» ae rte sh n 
AP Yr, Poe eS Cc dx dec ay . 
> i 
n fae we We ee ie a 
PEI 8 Boa a ee me? 
C 1 dx = 7 


x variant de «, a’ de «,..., dans les deux premiers membres de ces 
équations. 

Si, au lieu de supposer o infiniment petit, on le suppose égal a 
Punité, et ¢infiniment petit et égal a dx; si l’on suppose encore 7, 
tv, ... Infiniment petits et respectivement égaux a da’, dx”, ..., on 
aura 


[a Air en Sete Mee. |e 1 ae log (toe Avy 2,3 
on aura pareillement 
(Aye vy WS 1 dx’ log(r4 "Ay: x....), 
D’ailleurs A”y,,., se change alors dans d”y, ~ 3 on aura donc 
d® vy x,.,.=[dxlog(1+’Arz, x,...) + dx’ log(1+”’Ayz,x,...) +... ]% 


équation qui, en faisant nr négatif, subsiste encore, pourvu que l’on 
change les différences négatives en intégrales. Ces divers résultats 
sont analogues 8 ceux que nous avons trouvés dans le n° 10, relative- 
ment aux fonctions d’une seule variable, et l’on y retrouve l’analogie 
que nous avons observée entre les puissances positives et les difie- 
rences, et entre les puissances négatives et les intégrales. 
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Considerations sur le passage du fini a Uinfiniment petit. 


19. Le passage du fini a linfiniment petit consiste a négliger les 
différences infiniment petites par rapport aux quantités finies, et gé- 
néralement les infiniment petits d’un ordre supérieur relativement a 
ceux d’un ordre inférieur. Cette omission semble éter a ce passage la 
rigueur géométrique; mais, pour se convaincre de son entiere exacti- 
tude, il suffit de le considérer comme le résultat de la comparaison 
des puissances homogenes d’une variable indéterminée, dans le déve- 
loppement des termes d’une équation qui subsiste, quelle que soit 
cette indéterminée; car il est clair que les termes affectés de la méme 
puissance doivent se détruire mutuellement. 

Pour rendre cela sensible par un exemple, considérons |’équation 
suivante que donne l’équation (g) du n° 10, en y faisant n = 1, 


a 


"A py = (1+ dye) —1. 
‘A est la caractéristique des différences finies, a’ variant de «, et d est 
la caractéristique des différences, x’ variant de dx’. L’équation précé- 
dente développée donne, en appliquant, conformément a l’analyse du 


numéro cité, les exposants des puissances de dy, a la caractéris- 
tique d, 


/ _ & 2 a dx 
Be i eee 


dy» est égal & Yxae' — Ye’. Supposons qu’en développant la fonction 
de x’ + dx’, représentée par yz,a,’, on ait 


Vxtedx' = xi + Ax! fy + Ax’? By +...3 


On aura 
OV: = OB pe AE ee re a 


dott Von tire 
dy = da! dy -- dx dey... 


Développons pareillement y'y ae, Zyyax’,+++ suivant les puissances 
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de dx’, et supposons que l’on ait 


} 
Yh ah Nl oe a dx! ¥,3 + dz'2sy+... 5 


2x'edxi—= Sy + da'2,+..., 
on aura 
yb Oy  a 6 t., 
ABxt = AH! Big shy 
partant 
CPV gpae Oe tye Ao Ot Sit te an i aA? Bia 


L’expression précédente de ‘Ay, deviendra ainsi 


he : —— 
A ye ny yy BO 


a (0-4: 
(9) + da! +a%(sw+ 25,4...) 
h anseonyes, ioe) | 
ae, 


dx’ étant indéterminé; les termes indépendants de dx’ doivent étre 
égalés séparément entre eux; on a donc 


CMF 
Are = AV aq =a is eran eyed 


Maintenant y’, est le coefficient de dx’ dans le développement de 


re Ovey. ‘ ayV 
Yo'rax'3 C'est ce que l’on désigne dans le Calcul différentiel par a 
J &+AS AX 

Pareillement y”, est le coefficient de dx’ dans le développement de 


dy’ aed ee 
, ‘ 9 9 pares ae, al OTe a s : 
V'v'sac's C est ce que lon désigne pat ai? OU par 7-72) et ainsi de 


suite; en substituant donc, dans l’équation précédente, y,.,—y, au 


lieu de ‘Ay,’, on aura le théoreme suivant : 


CE ea a lee Oe SNe TiS a ate 


Considéré comme résultat de la comparaison des termes indépendants 
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de dx’, ce théoreme ne laisse aucun doute sur son exactitude rigou- 
reuse, et il est visible par l’analyse précédente que cette comparaison 
revient a négliger les termes multipliés par da’ et ses puissances, rela- 
tivement aux quantités finies; cette omission n’dte donc rien a la ri- 
eueur du Calcul différentiel. Mais on voit de plus, @ prior, que les 
termes affectés de la méme puissance de Vindéterminée dx’ doivent se 
détruire mutuellement, ce que l’on peut verifier @ posteriori. Ainsi ce 
que l’on néglige comme infiniment petit est rigoureusement nul, en 
sorte que l’omission des infiniment petits, relativement aux quantités 
finies, n’est au fond qu’un moyen facile d’éliminer les termes superflus 
qui doivent disparaitre dans le résultat final. 

Ce rapprochement du Calcul aux différences finies et du Calcul diffe- 
rentiel met en évidence la rigueur des résultats de ce dernier calcul, 
et donne sa vraie métaphysique; mais ses applications a l’étendue, a 
la durée et au mouvement supposent de plus le principe des limites. 
On peut, par un rapprochement semblable, éclaircir divers points de 
l’Analyse infinitésimale, qui ont été des sujets de contestation parmi 
les géometres : telle est la discontinuité des fonctions arbitraires dans 
les intégrales des équations aux différences partielles. Ceux qui ont 
vejeté cette discontinuité se fondaient sur ce que l’analyse ordinaire 
des différences infiniment petites suppose que les différentielles suc- 
cessives dune fonction doivent é¢tre infiniment petites relativement 
aux précédentes, ce quin’a point lieu lorsque la fonction est discon- 
tinue. Pour éclaircir cette question délicate, il faut Ja considérer dans 
les différences finies, et observer ce qui arrive dans le passage de ces 
différences aux differences infiniment petites. 

Prenons pour exemple l’équation suivante aux différences finies 
‘partielles : 


(a) (You pte = ON Regs dk 3 VY x-1,2") =a (x,t eee pia Vx,x!—1) = 03 


son équation génératrice est, par le n° 16, 
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et, en suivant l’analyse donnée précédemment, il est facile d’en con- 
clure que l’intégrale complete de l’équation proposée (a) est 


Y2,c0= (e+ 2')+h(r—2"), 


(a -+ x’) étant une fonction arbitraire de «+ 2’, et (a — x’) étant 
une fonction arbitraire de x — a’. Il est facile d’ailleurs de s’assurer 
que cette valeur satisfait 4 la proposée, et qu’elle en est l’intégrale 
complete, puisqu’elle renferme deux fonctions arbitraires. 

Supposons présentement que, dans la Table suivante 


¥0,09 V1409 2,09 PSOE etey Vn-1,05 Vn.0s 

Wil. Aiki s/o A/S enon Whoo. Jaane 
(e 5 ‘ 3 ; ‘ 
(Z) VOR AP AE YDS 0 Coke Ha RatEpio iano 


“9 ety see y eee g eerpig © @) 618 © > eeey 


J0,%9 V1.2) JV 2,0 V3,05 Pedasis Vn-\,29 Vnie, 


on connaisse les deux premiers rangs horizontaux compris entre les 
deux colonnes verticales extrémes 


Yo,09 Yo,19 Vo,2> teen Y0,0> 
Vis Vi Poor os; AeeRca5 


et que l’on connaisse de plus tous les termes de ces deux colonnes; on 
pourra déterminer toutes les valeurs de y,,.. qui tombent entre ces co- 
lonnes. Car, si l’on veut former le troisieme rang horizontal, on obser- 
vera que l’équation (a) donne 


nea Vere Nae ais Ye Ane me) eA 


En faisant, dans cette dernitre équation, «’=1, et successivement 


U=1,en=2,02=3,...,¢=n—1, onaura les valeurs dey, 2, V2, 
3,09 «++» Ynt2» OU le troisieme rang horizontal, au moyen des deux 
premiers rangs horizontaux. On formera de la méme manitre le qua- 
trieme rang horizontal, et ainsi de suite a Vinfini. Mais, si l’on veut dé- 
terminer les valeurs de y,,2’, qui tombent hors de la Table (Z), les con- 
ditions précédentes ne suffisent pas, et il faut leur en ajouter d'autres. 
Olbuvres de L.— VII. 10 
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Reprenons I’intégrale 
Yr, 2=o(4+2')+y(4—2’), 


et supposons que le second rang horizontal, qui détermine une des 
deux fonctions arbitraires, soit tel que l’on ait 


Wie epee Ys 
on aura 
¥x,0=9(x+2')+9(x—2"'). 
En faisant x’= 0, ona 
o(@) =sYx.05 

partant 

Vu, 0S SV xu2, Oat 5Vx ECONO 
Il est facile de voir que cette équation satisfait & léquation pro- 
posée (a); mais elle n’en est qu’une intégrale particuliere, qui répond 
au cas ou le second rang horizontal se forme du premier, au moyen de 
Péquation 

Vx, A= ZV r41,0+ FP 2-1, 0: 
Tant que # + «’ sera égal ou moindre que n, et que x — x’ sera positif 
ou nul, on aura la valeur de y,,., au moyen du premier rang horizon- 
tal. Mais, lorsque, # croissant, #2 + a’ deviendra plus grand que n, ou 
lorsque « — x’ deviendra négatif, il faudra déterminer les valeurs de 
Vero'o CL de Yxa,, au moyen des deux colonnes verticales extrémes. 
Supposons que tous les termes de ces colonnes soient nuls, et que 
lon ait ainsi ¥o,." = 0 et ¥p,2"== 0. En faisant x nul dans l’équation 


Vx, xe = VY r+2',0 Se SV x2, 0> 
on aura 
LALA Yr: 


En faisant ensuite 2 =n dans la méme équation, on aura 
J ny-2z', 0 = — Yn=x', 0* 


ie . a ony i = ’ 
Si on change ensuite, dans cette derniere équation, 2 en rn +2’, on 
aura 


P10 == —— Vat Oo —— Va 
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en changeant encore x’ dans n-- x’, on aura 
J3n2', 0 = Yn+x',0= — Vn—x', 0» 
et généralement on aura 
J 2rn+x',0 = YS x',05 


JV (27+ )n+x', 0 = — Vn—x', 0+ 


On pourra ainsi, au moyen de ces deux équations, continuer les va- 
leurs dey, 4 Vinfini, du cété des valeurs positives de a, et l’on en 
conclura celles qui répondent a a négatif, au moyen de |’équation 


ieee NES HS WETS 


De la résulte la construction suivante. Représentons les valeurs de yz 9, 
depuis x = o jusqu’a x = n, par les ordonnées menées aux angles d’un 
polygone dont l’abscisse soit a, et dont les deux extrémités, que je dé- 
signe par A et B, aboutissent aux points ol # = 0 et a =n. On portera 
ce polygone depuis « = n jusqu’a w = 2n, en lui donnant une position 
contraire 4 celle qwil avait depuis «=o jusqu’éa «=n, c’est-a-dire 
une position telle que les parties qui étaient au-dessus de l’axe des 
abscisses a se trouvent au-dessous, le point B restant d’ailleurs dans 
cette seconde position, ala méme place que dans la premiere, et le 
point A répondant ainsi a l’abscisse 2 = 2n. On placera ensuite ce 
méme polygone depuis x = 2n jusqu’a 2 = 3n, en lui donnant une 
position contraire a la seconde et par conséquent semblable a la pre- 
miere, de maniere que le point A, dans cette troisieme position, con- 
serve la place qu'il avait dans la seconde, et qu’ainsi le point B ré- 
ponde a l’abscisse # = 3n. En continuant de placer ainsi ce polygone 
alternativement au-dessus et au-dessous de l’axe des abscisses, les or- 
données menées aux angles de cette suite de polygones seront les va- 
leurs de yz, qui répondent a & positif. 

Pareillement, on placera ce polygone depuis # = 0 jusqu’a w= — xn, 
en lui donnant une position contraire a celle qu’il avait depuis x = 0 
jusqu’a «=n, A restant d’ailleurs 4 la méme place dans ces deux 


positions. On placera ensuite ce polygone depuis «= — 7 jusqu’a 
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x = —2n, en lui donnant une position contraire a la seconde, le 
point B conservant la méme place, et ainsi de suite 4 linfini. Les or- 
données de ces polygones représentent les valeurs de y,, qui ré- 
pondent & # négatif. On aura ensuite la valeur de y,,,, en prenant la 
demi-somme des deux ordonnées qui répondent aux abscisses # + a’ 
ee a. 

Cette construction géométrique est générale, quelle que soit la na- 
ture du polygone que nous venons de considérer. Elle servira 4 déter- 
miner toutes les valeurs de y,,,, comprises depuis # = 0 jusqu’a xv = 27, 
et depuis 2’ =o jusqu’a 2’ =x, pourvu que l’on ait y,.=o0 et 
Yn! = 0, et que d’ailleurs le second rang horizontal de la Table (Z) 
soit tel, que l’on ait 

Vo $V r+, Ow Vr, 0: 


On a, par ce qui précede, 


Vx, van =$V x4 v4n,0 + FY x-x—n, 03 
de plus, 
ET —— tat Te ts PLO ae) te Oy 
donc 
Ve gt) SS —— $¥n—-x—2', (js $V n—x+2', SS dai aa 
Il suit de la que, dans la Table (Z), le (n + a’ )*™* rang horizontal est 
le a’ rang pris avec un signe contraire et dans un ordre renversé, 
en sorte que le terme r’™* du rang (n + a’)e™e est le méme que le 
terme (rn — r)e™? du a*™¢ rang pris avec un signe contraire. On a en- 
suite 
Vx, 220! SV onset’, On $V x-a'—2n,0 ; 


ona dailleurs, par ce qui précede, 


V2n+ae+2',0 = Vx+2',09 


x—t'—2n, 0== — VY 2n+2'—2,0 = — Vx'—e = Vx—2' 3 
partant 
eat 
Vn, 2n+-2' = 5 Yx42',9 $V x2’, 0— Sax,x's 


dou il suit que le (22 +a je rang horizontal est exactement égal au 


goeme ra ng. 


LIVRE PREMIER. ae 


Considérons présentement les vibrations d’une corde tendue, dont 
la figure initiale soit quelconque, pourvu qu’elle soit tres rapprochée 
dans tous ses points de l’axe des abscisses. Nommons 2 l’abscisse, ¢ le 
temps, yz, l’ordonnée d’un point quelconque de la corde apres le 
temps z. Concevons de plus l’abscisse « partagée dans une infinité de 
parties égales 4 dx, et que nous prendrons pour unité, ce qui revient 
a considérer 2 comme un nombre infini. Cela posé, on aura, par les 
principes de dynamique, 


O77 x,t a? 


AE = dx? (Yeu, t SS Yin + Vx-1,)5 


a étant un coefficient constant dépendant de la tension et de la grosseur 
a, : x! dx! ; 
de la corde. Si l’on fait ¢ = —? on aura de —7 et Yx,e deviendra une 


fonction de a et de x’, que nous désignons par y,,.; or, la grandeur 
de dt étant arbitraire, on peut la supposer telle que la variation de 2’ 
soit égale a celle de x, que nous avons prise pour l’unité; léquation 
précédente devient ainsi 


Wiese) = re ey VRP erat) VASE | ea OY Pr celle fare eas 


x et x’ étant ici des nombres infinis. Cette équation est la méme que 
celle que nous venons de considérer ; ainsi la construction géométrique 
que nous avons donnée précédemment peut étre employée dans ce cas; 
le polygone dont les ordonnées des angles sont représentées par y,,,, 
est ici la figure initiale de la corde; mais il faut pour cela supposer la 
longueur 7n divisée dans une infinité de parties égales a dx. Il faut de 
plus que la corde soit fixe a ses extrémités, afin que l’on ait ¥»,,/= 0, 
Yn, == 0. D’ailleurs l’équation de condition 


YxA=tVxti,0o + sVx-1,0 
ou, ce quirevient au méme, 


hea J — ¥u,0= 3 (Yxv1,0-— 2 x,0 + 7xr-1,0) 
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se change en celle-ci, 


Open Sirs 
dt “Vie ‘dx 7° er 
ce qui donne 
OF 2.6 
Ohi Ge F 
Or ss est la vitesse initiale de la corde; cette vitesse doit donc étre 


nulle a l’origine du mouvement. Toutes les fois que ces conditions au- 
ront lieu, la construction précédente donnera toujours le mouvement 
de la corde, quelle que soit sa figure initiale, pourvu cependant que, 
dans tous ses points, Yx.2,0 — 2Ye+1,0-- Ya,o SOit un infiniment petit du 
second ordre, c’est-a-dire que deux éléments contigus de la corde ne 
forment point un angle fini. Cette condition est nécessaire pour que 
Véquation différentielle du probleme puisse subsister, et pour que 


celle-ci 
0 
dt “ts 7 (Y2r+41,0— 2Vx,0 + ¥x-1,0) 
donne ues = 0. Mais d’ailleurs il est évident, par ce qui précéde, que 


la figure initiale de la corde peut étre discontinue et formée d’un 
nombre quelconque d’arcs de courbes différentes, pourvu que ces arcs 
se touchent. 

Les diverses situations de la corde dans son mouvement sont repré- 
sentées par les rangs horizontaux de la table (Z), et comme les rangs 


qui correspondent aux valeurs de x’, x’ + an, x’+4n,... sont les 
mémes par ce qui précede, il en résulte que la corde revient & la méme 
: : : 2n 4n 

situation apres les temps ¢, ¢-+ ~~» t + cat 


On voit encore, par la construction géométrique donnée ci-dessus, 
que, si l’on congoit une suite de cordes liées entre elles et placées al- 
ternativement au-dessus et au-dessous de l’axe des abscisses, comme 
dans cette construction, toutes ces cordes vibreront de la méme ma- 
niére, en sorte que, leurs figures initiales étant les mémes, leurs figures 
seront constamment pareilles. On peut méme ne fixer que les deux 
extrémités de cette suite, et laisser leurs nceuds entierement libres; 
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car les éléments des deux cordes au point de leur jonction étant en 
ligne droite et également tendus, ce point n’a aucune tendance a se 
mouvoir et doit conséquemment rester immobile, ce que l’expérience 
confirme. 

Cette analyse des cordes vibrantes établit d’une maniere incontes- 
table la possibilité d’admettre des fonctions discontinues dans ce pro- 
bléme, et on en doit généralement conclure que ces fonctions peuvent 
étre employées dans tous les problemes qui dépendent d’équations A 
différences partielles infiniment petites, pourvu qu’elles puissent sub- 
sister avec ces équations et avec les conditions du probleme. On peut 
en effet considérer ces équations comme des cas particuliers d’équa- 
tions aux différences finies, dans lesquelles on suppose que les variables 
deviennent infinies; or, rien n’étant négligé dans la théorie des équa- 
tions aux differences finies partielles, il est visible que les fonctions 
arbitraires de leurs intégrales ne sont point assujetties a la loi de con- 
tinuilé, et que les constructions de ces équations au moyen de poly- 
gones ont lieu, quelle que soit la nature de ces polygones. Maintenant, 
lorsqu’on passe du fini a l’infiniment petit, ces polygones se changent 
dans des courbes qui, par conséquent, peuvent étre discontinues; ainsi 
la loi de continuité n’est nécessaire ni dans les fonctions arbitraires 
des intégrales, ni dans les constructions géométriques qui les repré- 
sentent. Il faut seulement observer que, si l’équation aux différentielles 
partielles en y,,,, est de l’ordre xn, ilne doit point y avoir de saut entre 


F ‘ Qr-r hae 
deux valeurs consécutives de eer 
xs Oa N-r-s 


»rets étant des nombres en- 
tiers positifs, s pouvant étre nul; c’est-a-dire que la différentielle de 
cette quantité doit étre infiniment petite par rapport a cette quantité 
elle-méme. Cette condition est indispensable pour que l’équation dif- 
férentielle proposée puisse subsister, parce que toute équation diffé- 
rentielle partielle suppose que les différentielles partielles de y2,. 
dont elle est formée, et divisées par les puissances respectives de dx 
et de dx’, sont des quantités finies et comparables entre elles; mais 


rien n’oblige d’admettre la méme condition relativement aux diffe- 
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rences de y,,q de l’ordre n ou d’un ordre supérieur. En prenant pour 
fonctions arbitraires les différences les plus élevées des fonctions ar- 
bitraires qui entrent dans Vintégrale d’une équation aux différences 
partielles, cette infégrale ne renfermera plus alors que des fonctions 
arbitraires et leurs intégrales successives qui sont continues, parce 
qu’en général Vintégrale fdso(s) est continue dans le cas méme ot la 
fonction 9(s) ne lest pas. La condition précédente se réduit done a ce 
que la différence (m — 1)*™* de chaque fonction arbitraire soit continue, 
c’est-a-dire que sa différentielle soit infiniment plus petite. Il ne doit 
done point y avoir de saut entre deux tangentes consécutives de la 
courbe qui représente la fonction arbitraire de l’intégrale d’une équa- 
tion aux différentielles partielles du second ordre; ainsi, dans le pro- 
bleme des cordes vibrantes que nous venons de discuter, il est néces- 
saire et il suffit que deux éléments quelconques contigus de la figure 
initiale de la corde forment entre eux un angle infiniment peu diffé- 
rent de deux angles droits, Il ne doit point y avoir de saut entre deux 
rayons osculateurs consécutifs de la courbe qui représente la fonction 
arbitraire continue dans l’intégrale, si ’équation aux différences par- 
tielles est du troisi¢me ordre, et ainsi de suite. 


Considerations géncrales sur les fonctions generatrices. 


20. Il est souvent inutile de connaitre la fonction génératrice d’une 
quantité donnée par une équation aux différences finies, ordinaires ou 
partielles, parce que, l’Analyse offrant divers moyens pour développer 
les fonctions en séries, on peut ainsi obtenir d’une maniere fort simple 
la valeur de la quantité cherchée. Il résulte dun® 5 que la quantité y,., 
donnée par l’équation aux différences finies 


0 = Afr by zi + CY 2+... PY xren—1 + VU x+ns 
est le coefficient de ¢” dans le développement de la fonction 


A+ Bt+Cf+...+H-! 
at DIRS + Ct—2 ee peg” 
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A, B,C, ..., H étant des constantes arbitraires. En effet, si l’on com- 
pare cette fonction 4 celle-ci, 


Vor Vil = 92 Pek wa Ve Ai 24 a oa sl, 


on aura, en faisant disparaitre le dénominateur et en vertu de |’équa- 
tion aux différences en y,, 


A Bis CP.) oe Heel te" (b 79 + cy, +. -) 


+ t’-2(eyo tery, +...) 


en égalant ensuite les puissances homogenes de @, on aura les valeurs 
de A, B, C, ... au moyen des nv valeurs yy, ¥;, ---5%n—-43 On aura done 
ainsi la fonction génératrice de y,. 


Si lon suppose 2‘y,= y,, on aura vy, = A‘y.,, et alors l’équation 


O = AYxr+ bY r+ CY rea +. + GOV xin 


devient 
o— abiy’, + bAl yy Hee +g NY ans 


ce qui donne, en intégrant, 
ay, + OY ye. +O nin Mai-'4+- Nai-?2+..., 


M, N, ... étant des constantes arbitraires. Par le n° 2, wu étant la fone- 


tion génératrice de y,, celle de y, est 


ULAR ap a 


eee oe 


la fonction génératrice de y’, ou de la quantité donnée par l’équation 
précédente en y, est donc 


(A+ Bt+Ci+...+ Hie) (A'e 1+ Ble ee...) (aim bie + +g) 


(1 — ¢)f(ate + bint + cin 2 +... + pt +q) 
Conceyons maintenant que a, 6, c, ... soient des fonctions ration- 
nelles et entieres de ¢ de Vordren, et que A, B, C, ... soient des fone- 


tions arbitraires de la méme quantité; y, sera fonction de a et dev. 
OLuvres de L. — VII. 11 
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En la développant par rapport aux puissances de ¢’, nous nommerons 
xv, le coefficient dev” dans ce développement. Cela posé, si l’on sup- 


pose 
axa’ tir+ Di n+ tin-2 +, ,,, 


baal U2 + bb Ur! ec Pn-2+..,., 


es REY 
On Oe ils eee ee 


’équation différentielle, précédente en y, donnera, en comparant les 
coefficients de la puissance ¢"*”, l’équation suivante aux differences 
partielles en ¥z,2', 


OS U Vx, x! zs b! Yr, e441 + c¢' Vu,ate2 Toews 
Sie UV 044 hia bY Yx04-2,.2x'41 tele ¢ 

Ui 
igs Yao: a! eae > ee 


Sean’ 
la fonction génératrice de la variable y,,,, de cette équation sera done 


Map Bie OR reso 
QE ea ay ee ey eee 


Eh TiO Oe TON ot Ste 
Us 


Hed ha2 0 Ne as. 


es 


A, B, GC, ... étant des fonctions arbitraires de 7’, elles donneront, par 
leur développement, les fonctions arbitraires qui doivent entrer dans 
expression de yz,.’. 

On peut encore déterminer les fonctions génératrices des équations 
aux differences finies, dans lesquelles les coefficients sont variables. 
Considérons pour cela l’équation aux differences 


O== Qe a b Ue ees orely ae cn dma Ch) Vaasa: 
+24 (@' yr yori + C'frse aut “+g Fein) 
+ 27a" ¥e + bY yxy + C'yre tb... + Q" Vain) 


CPE GEG TO Poker sins ayohe ays. Silolet bielishia bays ie Oke ig PEE Te le <cbhe oom fe 
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Si lon nomme wu la fonction génératrice de y,, on aura, en vertu de 
Véquation précédente, 


u are pone + Gis 
t po eer) 
AU MOET tres q 
+tGlu(d+t+S+ al 
: sped d ls xt q’\]) 
41 | (a ae RS ee Ty | 
a 


iw Bie Ge laltie Ie fe or Gye he's fave tedee! Cie Glew @) e © olere 6 2 Ouse 0 «0 8 


A, B, CG, ..., H étant des constantes arbitraires, qui dépendent des 
valeurs de yo, Yi» Yo. +++» Yn-1- En effet, si l’on substitue dans cette 
équation la valeur précédente de wu en série, on voit qu’en vertu de 
Péquation différentielle proposée, tous les coefficients de la méme 
puissance de ¢ disparaissent lorsque cette puissance est égale ou plus 
grande que v, et la comparaison des puissances inférieures donne 
un nombre rv d’équations, qui déterminent les constantes A, B, C, ..., 
au moyen des valeurs yo, ¥;, --++ Yn—-41- 

L’équation différentielle précédente n’est intégrable généralement 
que dans le cas ott elle est du premier ordre, et alors les coefficients 
de ’équation aux différences finies en y, ne renferment que la pre- 
miere puissance de a; dans ce dernier cas, on peut obtenir la fonction 
génératrice u par des quadratures. 


21. La connaissance des fonctions génératrices des équations diffé- 
rentielles donne l’expression des intégrales de ces équations au moyen 
de quadratures définies. Reprenons, pour cela, l’équation 


Laon: WiC Vote. Wale Vi ee oye 


Substituons dans ses deux membres c?®V~' au lieu de ¢, ¢ étant 
toujours le nombre dont le logarithme hyperbolique est unité, et 
nommons U ce que devient alors uw. En multipliant léquation par 


8h THEORIE ANALYTIQUE DES PROBABILITES. 


c *°V-' do et intégrant, on aura 


— (ere c7eo V=4 4 . ele ay=t ety ) 
fUdwe-= dal” ! _ ( 

| seal ern ine) oe \ ho V4, | 

Si l'on substitue, pour c*’°v—', sa valeur cosra + y— 1sinro, et si 
l’on prend l’intégrale depuis « = — zjusqu’a o=7, 27 étant la cir- 
conférence, le second membre se réduit a 27y,; on a done 


r= — su dw (cosxa — /—1sinxo); 


mais cette formule a l’inconvénient d’introduire des imaginaires dont 


on peut se débarrasser de la maniere suivante. 
Considérons l’équation 


0 == Af x+ bye te. + dV xtn 
aie tla’ yr SS BD yr41 Se GaSe q’ Yx4n Ne 
et supposons 
yr ft-r'T dt, 
T étant une fonction de ¢ qu’il s’agit de déterminer, ainsi que les li- 
mites de l’intégrale. En substituant pour y, cette valeur dans l’équa- 
tion différentielle en y,, et observant que l’on a 


x fr dt . = = [-# io ee (=) 
i’ tT le 


ve 


ce qui fait disparaitre le coefficient variable w, on aura 


f b/ 1 
om Tim (al “pitta wack | 


{” 
(h) ( \r(4 pia toa x ; | 
+ ft-2-1dt : : De 
Dale Big ara q' | 
| +05, [T(a+ e454 £)| 


En égalant a zéro la partie sous le signe f, on aura 


per tiie RWC irl ee 11) 
oaT(atp tet Blea tare +...+ 2), 
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Cette équation intégrée donne T en fonction de ¢. Elle est la méme que 
Véquation différentielle en w du numéro précédent, en négligeant 
dans celle-ci le terme indépendant de wv. La valeur de T est done la 
partie de w qui est indépendante de ce terme. 

Pour avoir les limites de l’intégrale ft-*-'T de, on égalera a zéro la 
partie hors du signe f dans l’équation (A), ce qui donne 


/ I 
o=Te*(a'~ : ae zr). 
t tq? 


Cette équation est satisfaite en supposant ¢ infini, et en le supposant 
égal a l'une des racines de |’équation 
/ 

o=a'’+ +... rs 
on aura ainsi zn + 1 limites de Vintégrale fz-*-'Tdt; en multipliant 
ensuite chaque intégrale, comprise entre une de ces limites et les 7 
autres limites, par une constante arbitraire, la somme de ces produits 
sera la valeur complete de yz. 

On peut étendre cette méthode aux équations a différences partielles 
finies et infiniment petites, comme nous le ferons voir dans la seconde 
partie de ce Livre. 

On voit, par ce qui précede, l’analogie qui existe entre les fonctions 
génératrices des variables et les intégrales définies au moyen des- 
quelles ces variables peuvent étre exprimées. Pour la rendre encore 


plus sensible, considérons l’équation 


Vx syiFut Gas 


T étant une fonction de ¢, et l’intégrale étant prise dans des limites 


déterminées. On aura, & variant de «, 


Ay =f Y¥att = (5 = :) : 
et, généralement, | 
Ayn (ids rH a ee t) 5 
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en faisant ¢ négatif, la caractéristique A se change dans le signe inté- 
gral 3. Si l’on suppose « infiniment petit et égal a dx, on aura 


I J 
raat ay Oe logis 


on aura donc, en observant qu’alors A‘y, se change dans d‘y,, 


dy, r Se r\? 
aii Syit dtt (1087) ‘ 


On trouvera de la méme maniere, et en adoptant les dénominations 


au ne. 


Viye {Tate (a+ Z is an ak 


Ainsi la méme analyse, qui donne les fonctions génératrices des déri- 
vées successives des variables, donne les fonctions, sous le signe /, des 
intégrales définies qui expriment ces dérivées. La caractéristique V‘ 
n’exprime, & proprement parler, qu’un nombre z d’opérations consé- 
cutives: la considération des fonctions génératrices réduit ces opéra- 
tions a des élévations d’un polynéme & ses diverses puissances, et la 
considération des intégrales définies donne directement l’expression 
de y'y~, dans le cas méme oti l’on supposerait z un nombre fraction- 
naire. . 

Mais le grand avantage de cette transformation des expressions ana- 
lytiques en intégrales définies est de fournir une approximation aussi 
commode que convergente de ces expressions, lorsqu’elles sont for- 
mées d’un grand nombre de termes et de facteurs; c’est ce quia lieu 
dans la théorie des probabilités, quand le nombre des événements que 
l’on considére est tres grand. Alors le calcul numérique des résultats 
auxquels on est conduit par la solution des problemes devient impra- 
ticable, et il est indispensable d’avoir pour ce calcul une méthode 
W’approximation d’autant plus convergente que ces résultats sont plus 
compliqués. 

Leur expression en intégrales définies procure cet avantage, et 
celui de donner les lois suivant lesquelles la probabilité des résultats 
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indiqués par les événements approche de la certitude & mesure que les 
événements se multiplient, lois dont la connaissance est l’un des 
objets les plus intéressants de la théorie des probabilités. Ce fut a 
l'occasion d’un probleme de ce genre, dont la solution dépendait de 
expression du terme moyen du binodme élevé a une grande puissance, 
que Stirling transforma cette expression dans une série tres conver- 
gente; son résultat peut étre regardé comme une des choses les plus 
ingénieuses que l’on ait trouvées sur les suites. Il est surtout remar- 
quable en ce que, dans une recherche qui semble n’admettre que des 
quantités algébriques, il introduit une quantité transcendante, savoir 
la racine carrée du rapport de la circonférence au diametre. Mais la 
méthode de Stirling, fondée sur un théoreme de Wallis et sur l’inter- 
polation des suites, laissait a désirer une méthode directe qui s’étendit 
a toutes les fonctions composées d’un grand nombre de termes et de 
facteurs. Telle est la méthode dont je viens de parler, et que j’ai donnée 
@abord dans les Mémoires de l’ Académie des Sciences pour l'année 1778 
et ensuite, avec plus d’étendue, dans les Mémoires de la méme Aca- 
démie pour l’année 1782. Le développement de cette méthode va étre 
Pobjet de la seconde Partie de ce Livre, et complétera ainsi le Calcul 
des fonctions génératrices. 

Les séries auxquelles cette méthode conduit renferment le plus sou- 
vent la racine carrée du rapport de la circonférence au diametre, et 
c’est la raison pour laquelle Stirling I’a rencontrée dans le cas particu- 
lier qu’ila considéré; mais quelquefois elles dépendent d’autres trans- 
cendantes dont le nombre est infini. 

Les limites des intégrales définies que cette méthode réduit en séries 
conyergentes sont, comme on vient de le voir, données par les racines 
d’une équation que l’on peut nommer éguation des limites. Mais une re- 
marque tres importante dans cette analyse, et qui permet de l’étendre 
aux fonctions que la Théorie des Probabilités présente le plus souvent, 
est que les séries auxquelles on parvient ont également lieu dans le 
cas méme ou, par des changements de signe dans les coefficients de 
l’équation des limites, ses racines deviennent imaginaires. Ces pas- 
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sages du positifau négatif, et du réel a l’imaginaire, dont les premieres 
applications ont paru, si je ne me trompe, dans les Mémoires cités, 
m’ont conduit, dans ces Mémoires, aux valeurs de plusieurs intégrales 
définies, qui offrent cela de remarquable, savoir qu’elles dépendent 
a la fois de ces deux transcendantes, le rapport de la circonférence au 
diametre et le nombre dont le logarithme hyperbolique est Vunite. 
On peut done considérer ces passages comme des moyens de décou- 
vertes, pareils a induction dont les géometres font depuis longtemps 
usage. Mais ces moyens, quoique employés avec beaucoup de précau- 
tions et de réserve, laissent toujours a désirer des démonstrations de 
leurs résultats. Leur rapprochement des méthodes directes servant a 
les confirmer et a faire voir la grande généralité de l’analyse, et pou- 
vant par cette raison intéresser les géometres, j’ai insisté particulie- 
rement sur ces passages qu’Euler considérait en méme temps que mol, 
et dont il a fait plusieurs applications curieuses, mais qui n’ont paru 
que depuis la publication des Mémoires cités. 
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SECONDE PARTIE. 


THEORIE DES APPROXIMATIONS DES FORMULES QUI SONT FONCTIONS 
DE TRES GRANDS NOMBRES. 


CHAPITRE PREMIER. 


DE L'INTEGRATION PAR APPROXIMATION DES DIFFERENTIELLES QUI RENFERMENT 
DES FACTEURS ELEVES A DE GRANDES PUISSANCES. 


22. On vient de voir que l’on peut toujours ramener a l’intégration 
de semblables différentielles les formules données par la théorie des 
fonctions génératrices. Nous allons donc nous occuper d’abord avec 
étendue de l’approximation de ce genre d’intégrales. 

Si Pon désigne par wu, u’, u”,... eto des fonctions quelconques de x, 
et pars, s’, s”, ... de tres grands nombres, toute fonction différentielle 
qui renferme des fonctions élevées 4 de grandes puissances sera com- 
prise dans le terme 9 dxwu'’u"”.... Pour avoir en série convergente 
son intégrale prise depuis x =o jusqu’’a # = 9, on fera 


CUS Aus”. ae V; 


et en désignant par Y ce que devient y lorsqu’on y change a en 6, on 
supposera 

ee Gas 
c étant toujours le nombre dont le logarithme hyperbolique est lunite. 
On aura ainsi ; 


floes 
y 
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Sil’on considére « comme une fonction de ¢ donnée par cette équation, 
on aura, en supposant dt constant, 


4 pa ae Pa Ce Be 
ee ays ~ +... 
dt 1.2 dt? 1.2.3 dt3 ‘ 


é devant étre supposé nul apres les différentiations, dans les valeurs de 
alae On a généralement 
dt 2) dt2 Drala) 5018 d ge e 


d"x I I I dx 
ip aie ree ean 
la caractéristique différentielle se rapportant 4 tout ce qui la suit, et d 
pouvant varier d’une maniere quelconque dans le second membre de 


cette équation; de plus, si l’on différentie l’expression précédente de # 


: we dx dx 
eny, et si l’on désigne — me par», on aura dé = —~; on aura done 
d*e “odudvi..du 
Gi age * 


dx étant supposé constant dans le second membre de cette équation. 
Ainsi, en nommant U ce que devient v lorsqu’on y change « en 9, la va- 


d’x zee 5 3 : F : 
leur de qe ql répond a x = 4, ou, ce qui revient au méme, a t= 0, 
sera égale a 
UdUdU... dU. 
don! ) 
on aura donc 
U dU U dUdU 
tet Fo i oy, eS = oy = i 
shee Rial cee eh : 1.2.3.d62 Se 
d’ot l’on tire 
dU. dUdU . 
dx =Ude(r+ do t+ aie t? 4+. ) . 


par conséquent 


= i _ dU dUdU . 
fede: = UN adic (1 et aeaere eae 


Si l’on prend l’intégrale depuis ¢ = 0 jusqu’a ¢ infini, on aura généra- 
lement 
te dient ae te oes nets 
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partant 


na dU  dUdU_ d.U dUdU 
fy dz= uy (14 5 + eked lane Le’: a x) 


lintégrale relative & a étant prise depuis x = 6 jusqu’a la valeur de x 
qui répond & ¢ infini. 

Nommons Y’ et U’ ce que deviennent y et v lorsqu’on y change x 
en 9’; on aura pareillement 


dU dU'dU' d.U'dU'dU' 

ee PY | fe IPS SS 

fy d= UY (1+ ig es ag" any 
Vintégrale relative 4 x’ étant prise depuis 2 = 6’ jusqu’a la valeur de x 
qui répond a ¢ infini. En retranchant done-ces deux équations l’une de 


Vautre, on aura 


dU dUduU d.U dUdU \ 
ea | uy (14 dU' _@U'dU' n d.U' dU'dU' 
a ay ~~ dG do's ae 


lintégrale relative 4 a étant prise depuis 2 = 6 jusqu’a a = 0’, en sorte 
que la considération de ¢ disparait dans cette formule. Si 4 et 6’ étaient 
primitivement renfermés dans y, il ne faudrait faire varier que les 
quantités 9 et 6’ qu’introduisent dans U et U’, les changements de x 


en 9 et 9’ dans la fonction v. 


F ; dx ; 
La formule (A) sera tres convergente, si v ou — ks est une tres 


/$1 4,080 


petite quantité; or y étant, par la supposition, égal a gu’w’’u’”, ..., 


ona 
I 


ee errr ; 
sdu s' du’ s” du’ 
udzx wdzx'  u'dzx 


el, ends 
bebo 


= [i= 


Ainsi, dans le cas ou s,s’, s”, ... sont de tres grands nombres, v sera 
fort petit, et si l’on fait 5 = % & étant une fraction tres petite, la fonc- 


tion» sera de l’ordre«, et les termes successifs de la formule (A) seront 


respectivement des ordres «, «7, «, .... 
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Cette formule cesserait d’étre convergente, si la supposition dea = 9 
rendait tres petit le dénominateur de l’expression de v. Supposons, par 
exemple, que (a — a)" soit un facteur de ce dénominateur; il est clair 
que les termes successifs de la formule (A) sont respectivement divisés 
par (9 — a)*, (6 — a)?**', (9 —a)?**?, ..., et deviendront tres consi- 
dérables, si est peu different de a; la convergence de cette formule 
exige donc que (9 — a), (6’ — a)* soient plus grands que «; elle ne 
peut conséquemment étre employée dans l’intervalle ot (a — a) est 
égal ou moindre que «; mais, dans ce cas, on pourra faire usage de la 


méthode suivante. 


23. Si on nomme Y ce que devient y lorsqu’on y change « en a, il 


est visible que (a — a) étant un facteur de — —2-, ou, ce qui revient 
vag 
Y 
au méme, de —7—~ 5 (a — a)**' sera un facteur de logs Soit done 
yi cea. 


x—a 


——— : 
(log¥ — logy)#*! 


7 


on aura 
Lin aU, 


une devenant point infini par la supposition de « = a. Si l’on désigne 


ula ce que deviennent a 
dx’ dx? °"° q ; "9 “da? dx? 


qu’on y change « en a apres les différentiations, on aura, par la for- 


ensuite par U, Sc kGeet KORS= 


mule (p) du n° 24 du Livre If de la Mécanique céleste, 


: dU? d2U3 
a ! a ee 2: Peas soe 
C4 -Ut t eee ras ine ao ae se 
ce qui donne 
1U2 d2U3 
B Ix =V f dtc" : P 2 ; 
(B) Sy dx Sf dtc (u+ qe 5 ea +...)3 


cette formule pourra étre employée dans tout l’intervalle ot. a differe 
tres peu de a; elle peut conséquemment servir de supplément a la for- 
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mule (A) du numéro précédent; mais, au lieu d’étre ordonnée, comme 

elle, par rapport aux puissances de «, elle ne l’est que par rapport aux 
1 

puissances de «"*'; car il est visible que, dans ce dernier cas, v n’est 
1 

que de ordre «"**. 


Rove D ene jak x: sve te Ul? 
Pour déterminer plus facilement les quantités U, “Te? +7) Supposons 
logY — logy = (x — a)*"[A + B(x — a) + C(a —a)?+...]. 


Nous aurons, en changeant x en a apres les différentiations, 


ee d¥*' logy ; 
T V2. 30 (pe 1) dart 
es dt? logy 


1.2 3...(u 2) dxvr2’ 


O(a Ce: 1, (ees (SS) 181 eine, duce 00.e, 8) 0) ave 6.16) 19, 6) 110) 0! 10) "0 


Nous aurons ensuite, quel que soit r, 

uv [A+ B(x—a)+C(x—a)?+4...] #*1, 
dot il est facile de conclure, en développant cette expression de v” et 
nommant Q(a — a)! le terme de ce développement qui a pour facteur 


(a ey aye 
@-'Ur 


justo. -(r—t) dx?" 


—Q. 


La formule (B) ne présente plus ainsi d’autres difficultés que celles qui 

, 9° , . rays 1 
résultent de l’intégration des quantités de la forme fz? dtc", et l’on 
a généralement 


( — 2—u)\(m— 2-1 
1 eae ee peat Carat BPR TY pemomay 
: sh Cam! pas I (eer) 
fdie™ =— : / } 
p+ | a (ee dire el, S ET ied Saul ee dla) ee eae 


(eur 


I <=. Ls Poe ass a pel 
ae ae neo D pm-n-rdte*, 


r étant égal au quotient de la division de x par v. +1, si la division est 
possible, ou au nombre immédiatement inférieur, si elle ne l’est pas. 
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La détermination de l’intégrale fy dx dépend done des intégrales de 
cette forme 
Oba. x (ROBE Tei tunny s [llgudh ann, 


Il n’est pas possible d’obtenir exactement ces intégrales par les mé- 
thodes connues, mais il sera facile dans tous les cas d’avoir leurs va- 
leurs approchées. 


24. Nous aurons principalement besoin, dans la suite, de Ja valeur 
de fy dx, prise pour tout l’intervalle compris entre deux valeurs con- 
sécutives de a qui rendent y nul; nous allons conséquemment exposer 
les simplifications dont cette valeur est alors susceptible. La variable y 
ayant été supposée, dans le numéro précédent, égale ’ Ye—*™’, il est 
visible que les deux valeurs de a qui rendent y nul rendent également 
nulle la quantité c-“"", ce qui exige que p.-+ 1 soit un nombre pair, 
et que l’une des valeurs de x réponde 4¢= — © et l’autre a t= ; 
Y est done alors le maximum de y compris entre ces valeurs. Soit 
u.-+ 1 = 21; sil’on prend l’intégrale fe?"*' dtc—™ depuis t = — & jus- 
qu’a t=, sa valeur sera nulle; car il est clair que les éléments de 
cette intégrale qui répondent aux valeurs négatives de ¢ sont égaux et 
de signe contraire 4 ceux qui répondent aux mémes valeurs prises posi- 
tivement. L’intégrale ft?” dic—™ est égalea 2 ft?” dtc—™, cette derniére 
intégrale étant prise depuis ¢ nul jusqu’a ¢ infini, et dans ce cas, on a, 
par le numéro précédent, 


(2n—21+1)(2n—4i+1)...(2n—e2t+1 
(20)7 


serdt c= ) pener dt et, 


r étant égal au nombre entier du quotient de la division de 7 par ¢. Soit 
donc, en prenant les intégrales depuis ¢ nul jusqu’a ¢ infini, 
k =f at eta 
iQ) =e dt oats 
kh2)— fie dte-™, 


KEV = 22-2 dt e-"; 
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la formule (B) du numéro précédent deviendra 


d2?U21 ase dai Uaies 
‘da = k vy} U oie = Be ; o = Sat errd Mute ( 
Jy wae Ce oe AU 2,953... 4002" ae \ 

| d2U3 3 q2it+2 [2t+2 

Se rury 1.2.dx2 ° 91 Pe SEE Ua oles tls | 
oe 3(27 + 3) qiit2 sits 

4? 1.2.3...(4i +2) dxit2 
NEES et RST INAe cum clead ce nae aah ws vty TAA ERs oe Pests OG ERE ee ee 
d2i-2 2-1 YP esi qii-2 4-1 
aes ahh BOC een ag u 21 i aca | meni Le | 
(21 —1)(4i —1) q6i—2[ei—t 

tis ; Sarr a ee 
4i 1.2.3...(67 — 2) dxsi-2 


Cette formule est la somme d’un nombre ¢ de suites différentes, dé- 


aie 


croissantes comme les puissances de «, puisque U est de l’ordre a”, et 
multipliées respectivement par les transcendantes 4, A, ..., qu’il est, 
par conséquent, important de connaitre; mais il suffit pour cela d’en 


n 4 - 1 
connaitre un nombre égal au plus grand nombre entier compris dans -- 


Considérons pour cela la double intégrale 
Sj dslt eee, 


les intégrales étant prises depuis s et a nuls jusqu’a leurs valeurs infi- 
nies. En l’intégrant d’abord par rapport a s, elle se réduit a 


Us ae 
te POU 


° *y ee ae T , 2 
mais cette derniere intégrale est »n étant un nombre quelconque 
nsin — 
nv 
entier ou fractionnaire; on a done 
Lf AS OC pile 
n sin — 


Intégrons maintenant cette double intégrale, d’abord par rapport a a. 
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En faisant sx” = 7”, elle devient 


ds c7s 2 
S— fdte", 
er 
et si l’on fait s = 2”, on aura 
115 
nf(die’ [tt dic?’ =———, 
n sin — 


les intégrales étant prises depuis ¢ nul jusqu’a ¢ infini. Si l’on change 


men 


=» cette equation devient 


sakes fea heath ee psy le 
RV Gt ee it ee uO hea aie tae 


et si dans cette nouvelle équation on change ¢ en @’~', on aura 


(T) np? di Cae, dt (ais TT 


On aura, au moyen de cette formule, en y faisant n = 217, toutes les va- 
leurs de &, A", ..., A”, lorsque l’on en connaitra la moitié, si 7 est 
pair, ou la moitié moins un demi, si z est impair. 

En faisant n = 2 et r= 2, cette formule donne ce résultat remar- 
quable 


(al e=e = ae 
25. On peut, en vertu de la généralité de lanalyse, étendre les ré- 
sultats précédents au cas ot ¢ est imaginaire. Considérons l’intégrale 


Jdx cosrac-“™, prise depuis x nul jusqu’a x infini. On peut la mettre 
sous cette forme 


t fdx oO etre yi +4 fdx Co Ett re y=1 


Liintégrale fda c~“’""'""V— est égale a 
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Si Von fait 


EV 1 
is Oe 
2a 
elle devient 
rz 
Ae 
-jdtce"; 
a 
A eter eee ¢ R Oy - . hye OF 
ic lintégrale relative a ¢ doit étre prise depuis ¢ = —- —~jusqu’a ¢ 


2a 
infini, parce que ces deux limites répondent a x nul et 2d & infini. 


En faisant r négatif dans cette formule, on aura expression de lin- 


tégrale fda co “"—"V—'; mais, dans ce cas, les limites de l’intégrale re- 


/ 

; A Za 3 i é : eel 
lative a ¢ sont ¢ = ee et ¢infini; la réunion de ces deux intégrales 
est done égale a 

r2 
Cu 4a* : 
dt o-*, 
a 
Vintégrale étant prise depuis ¢ = — oo jusqu’a¢ =o; car la premiere 


intégrale ajoute a la seconde ce qui lui manque pour former la moitié 
de l’intégrale prise entre les deux limites infinies; or cette derniére in- 


9 


re 


tN 


“=; on a donc 
a 


tégrale est 


Vda cosre.c° 0 = 
2a 


L’analyse qui vient de nous conduire a ce résultat est fondée sur le 
passage du réel a limaginaire; car on y traite les intégrales relatives 
a ¢ et prises entre deux limites, dont une est imaginaire et l’autre est 
infinie, comme si ces limites étaient toutes réelles. Mais on peut par- 
venir a ce résultat de la maniere suivante. 


a? 


Nommons y l’intégrale fda cosrx.c’, prise depuis x nul jusqu’a x 


infini; on aura 


dy _ 


dr 


OkEuvres de L. — Vil. 13 


I . = r = 252 
(Par sian eC “Ore mater -—— [dx cosre.c- 
Doi DG 
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on aura done, en prenant l’intégrale depuis x nul jusqu’a x infini, 
g 


B étant une constante arbitraire que l’on déterminera en observant que, 


rétant nul, ona 
y= B= fdxc-*™, 


Al 


VT 


Cette derniere intégrale est, par le numéro précédent, ~~; done 
vz 
B= (3 par consequent 
fie gees 
WIGE: COST@ Ga a= we Cc are 


2a 


ce qui est conforme au résultat trouvé ci-dessus par le passage du réel 
a Pimaginaire. 
En différentiant 27 fois par rapport a7, on aura 


/ q2n mL 

4 T ; 

fYAeUB COSTS CHEE ese me = a 
2a dr2” 


le signe -+ ayant lieu si x est pair, et le signe — si n est impair. Cette 
derniere équation, différentiée par rapport a 7, donne 


fe eneeg oa 
UE ICAI ENS ph ag bees aia slosh uaa errs: 
: “9a drt ' 


$ 


En intégrant une fois par rapport a 7 l’expression de {dx cosra.c-*™ 
on aura 


x 2a 


s = py? 
[CFSE pate VE pp Hm, 


e/ 


r - ‘ , cnkat dr -2, : 
Lorsque a est nul, ~devient infini, et Vintégrale fc ‘“, prise de- 


puis rnul, devient > Vz; donc 


dxsinrx = 
x 2 
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26. On peut de la conclure les valeurs de quelques intégrales défi- 
nies singulieres auxquelles j’ai été conduit, comme on le verra dans la 
suite, parle passage du réel a l’imaginaire. 

Considérons la double intégrale 


Spfadzy dy cP eosra, 


les intégrales étant prises depuis a et y nuls jusqu’a x et y infinis. En 
Vintégrant d’abord par rapport ay, elle devient 


dx cosra 
I+ x2 


Intégrons-la maintenant par rapport 4a. On a, par le numéro préceé- 
dent, 


ra 


2 2 T 3 
PAUP COSReG! = as abs 
2yV 
ce qui donne 
r? 


Nhaviay dz connec CP) == vzfdre” 


Il s’agit maintenant d’avoir cette derniere intégrale, prise depuis y nul 
jusqu’a y infini. 
Pour cela, donnons-lui cette forme 


(2 2 


{ ‘ sit Se Ge EN Bll ; 
r étant supposé positif, la quantité |=—~—] a un minimum qui 
2 
, . If . at ae 2 
répond a y= \/2 ce qui donne 27 pour ce minimum; soit donc 
s 2 
yatz+iy2? + 2r; 


y devant s’étendre depuis yo jusqu’a y=, = doit s’étendre 


depuis s = — © jusqu’a s = 0. Cette valeur de y donne 
Dyes ieee zdz 
22 + ar 


Yniv. of Arizona Library 
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En prenant les intégrales depuis s = — 2% jusqu’a s =o, ona 
Bd2C-= 
faze" = eo == Oi 
22+ 27 


ona done 


Qyis- 7 \F Mee 
Sdy C. (Geree) fay e@727—-2r — e-2r fs dz ts C727 VR, 


partant 


— v2 = 


prise depuis y nul jusqu’a y infini, et par conséquent aussi, dans les 
mémes limites, l’intégrale 


a et b étant positifs et z étant impair. Cela posé, on aura 


Teer a ate Vee T p 
Wf f2yay Ae COsT Be) tte ees 
on a done 
Ge COSr tat 
1+a¢2 ocf 


En différentiant par rapport ar, ona 


xdxsinrx T 
Dra? © <> ewer? 


de 1a il est facile de conclure la valeur de l’intégrale 


m+ anxe+ 22 


fi bx) dx cosrx 


prise depuis w= — 2% jusqu’a x= +2, le dénominateur n’ayant 
point de facteurs réels en # du premier degré. Si l'on fait 


Ln o' Vm =— nt, 
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cette intégrale devient, en supposant eae 


’ 
m — n> 


(a’+ ba’) dx' [cos(rx" Vm — n2) cosrn + sin(r2’ ¥m — n2) sinrn | 
1+ 4"? 
Cette intégrale doit étre prise comme celle relative a x, depuis v= — 


x’ dx!’ cos(ra' Vm — n?) 


jusqu’a aw’ = o; or l’intégrale dr ~ 7 » prise dans ces 


Tee 
limites, est nulle, parce que ses éléments négatifs détruisent ses élé- 
ments positifs correspondants; il en est de méme de l’intégrale 


it da’ sin(r2' Vm — n?) 
e 


a ; la fonction intégrale precédente se réduit donc a 


ri [ a’ cosrn cos( ra’ ym — n?) + 6 sinrnsin(ra! ym —n® )2! | de 
12. ‘aor aa a F, u 


l+- 2 
On a, par ce qui précede, 


Y Ryle SD eto 
ali cos(ra Vm—n ) Pere jae 


t+ x’ 


Kn différentiant cette expression par rapport a7, ona 


Es dzx' sin ( Re Vm — n?) 


Li, Re remy 
2a we — Te rym me 


I+ 4" 
ona done 
a+ bx\dxcosrz : : 
ip —— =(a'cosrn+ bsinrn)new7v™—", 
M-2nNnxH + x 


On trouvera, par la méme analyse, 


es be ee = (bcosrn — a'sinrn)nc7v"—, 
mtoanxk+ x? 


fc dx sinrx 


Si l’on différentie la premiere de ces deux équations ¢ — 1 fois par 
rapport am et ensuite 2s fois par rapport a 7, on aura l’expression de 
Vintégrale 


() 


xs dzx(a+ bx) cosrx 
(m+ 2nx + x?)i 


Maintenant, M et N étant des fonctions rationnelles et entiéres de x, 
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le degré de la premiere étant supposé plus petit que celui de la se- 
conde, et N étant supposé n’ayoir aucun facteur réel du premier degré, 
on pourra, comme on sait, décomposer l’intégrale [xe cosra en 
différents termes de la forme (z); on aura donc généralement |’expres- 


sion de cette intégrale définie. 
On aura de la méme maniere la valeur de l’intégrale 


°M , 
| N dx sinrz. 


27. Reprenons maintenant la formule (B) du n° 23. Le cas de 
v. + 1= 2 étant le plus ordinaire, nous allons exposer ici les formules 
qui y sont relatives. La formule (B) devient, dans ce cas, 


foes aes By dus )s 


(b) fr dee = V Sat e-* (U4 tae ae Se lates Gi 


icl Yon a 
a 


ts Noe Y Sy: ‘ r, oS SS SS 
ee af VlogY — logy 


Y étant le maximum de y, et @ étant la valeur de @ qui correspond 


: ~ aU . dv , 
ce maximum; U, —»--+ sont ce que deviennent »v, 7” lorsqu’on y 
ax = 


change x en a. Cette formule donne, en l’intégrant depuis ¢ = T jus- 


quant 1% 
lebraud? Ute 8 artic ou 
| fyde=Y|U "3 1.2.de * 92 1.2.3.4 .02% +...|fdte ‘ 
ne eee ang eu is Ta2U3 (T? +1) d3U!4 
pie ght 2° dx Dade?" ia dadas | 
Yo Sa ae. Tzu: (T’2-+1)d3U! 
rea? == : 
2 dx L<21de® ~ 1.9.3,082 |: 


Vintégrale fdtc~* étant prise depuis ¢—=T jusqu’a t=T’, et l’inté- 
grale fy dx etant prise depuis la valeur de # qui convient & ¢ = T jus- 
qu’a celle qui convient a¢= T’. 

Si l'on suppose T = — oo et T’= 0, on aura généralement 


AV not Me Te ee 
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On a dailleurs par le n°? 24 fdtce* = V7; la formule précédente de- 
vient ainsi 


Sy us 1.3 dus 
d dx —=Y a (U ie eee ae ee 

i JY PE ls eae aat a2 err eee 
lintégrale fy dx étant prise entre les valeurs de x qui rendent y nul, 
et Y étant le maximum de y, compris entre ces valeurs. Les différents 
termes de cette formule se détermineront facilement par le n° 28, et 
l’on aura 


I 


U a aR ae cae TK, J 
_ # logy 
2 dx? 


x devant étre changé en a, apres les différentiations. Ona 


la supposition de # = a fait disparaitre dy; on aura donc 


logy . dV 
dx?  Vdx?' 


a2zy , 2 dy ’ 
Y et “5 étant ce que deviennent y et 73> lorsqu’on y change x en a. 


Ainsi, en ne considérant dans la formule (d) que le premier terme de 


la série, on aura a tres peu pres 


Cette expression de fydx sera d’autant plus approchée que les fac- 
teurs de y seront élevés a de plus hautes puissances. 

La formule (c) renferme*l’intégrale indéfinie {dtc prise depuis 
t= T jusqu’a t=’, ce qui revient 4 la prendre depuis =o Jjus- 
qu’aux limites T et T’, et a retrancher la premiere intégrale de la se- 
conde. Il n’est pas possible d’obtenir en termes finis l’intégrale prise 
depuis ¢nul; mais on l’obtiendra d’une manitre fort approchée, si T est 
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peu considérable, par la série suivante : 


: T3 ip Abe ite bY I T? 
[a oe i eS ee ee, & ae ere | gi Bo ee eS 
2G oo Pa eee Lei Hl oO ene 


Cette série a l’avantage d’étre alternativement plus petite ou plus grande 
que l’intégrale, suivant que l’on s’arréte & un terme positif ou négalif. 
Ce genre de séries, que l’on peut nommer séries-limites, a ainsi l’avan- 
tage de faire connaitre les limites des erreurs des approximations. 


On a encore 


pale a= To*| 1 +: 


2 
> ~ I © 
es Oe Tooke 


QMO) 
+ Geet e+... |. 


Ces deux séries finissent toujours par étre convergentes, quelle que 
soit la valeur de T; mais leur convergence ne commence qu’a des 
termes éloignés du premier, si 2T? a une yaleur considérable; il con- 
vient donc de ne les employer que pour des valeurs égales ou moindres 
que quatre. Pour de plus grandes valeurs, on pourra faire usage de la 
série suivante, qui donne la valeur de l’intégrale fdtc—" depuis ¢ = T 
jusqu’a Z infini, 


ee Cae 1 Tio L350 
ifdtcs: = I = - = -— Sea ab fhe 
oT oT? 32 Ts UK 


Cette série est encore une série-limite. En la retranchant de 4 yx, va- 
leur de Vintégrale fdéc-* prise depuis ¢ nul jusqu’a ¢ infini, on aura 
la valeur de l’intégrale prise depuis ¢ nul jusqu’a¢ = T. Mais la série a 
l’inconvénient de finir par étre divergente : on obvie a cet inconvénient, 


en la transformant en fraction continue, comme je l’ai fait dans le 


° 7 7 r C ? ‘ e ie r M4 I 
Livre X de la Mécanique céleste, ol j’ai trouvé qu’en faisant g = eS 
oT? 


5 


on a, lintégrale étant prise depuis ¢ = T jusqu’a l’infini, 


—T? 
d met = Os ens ee 
JS dtc r oe 
1+ a= 
pee 
oq 
l= ———*—_ 
beige ee 
A Sg 
Us faa 
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Pour faire usage de cette expression, il faut réduire la fraction con- 
tinue 


en fractions alternativement plus grandes et plus petites que la fraction 
I 

ae 
fractions suivantes sont tels que le numérateur de la fraction “™* est 


on on . I r 
entiere. Les deux premieres fractions sont -> ———; les numérateurs des 


égal au numérateur de la fraction (¢ — 1)*™* plus au numérateur de la 
fraction (¢ — 2)*™e, multiplié par (¢ — 1)q; les dénominateurs se for- 
ment de la méme maniere. Ces fractions successives sont 


I 1 1+ 2g 1+5q re este k 


a eta Tog i+ 6qg+3q? 1+ 10g +15q?" 


I , : I . 
Lorsque g ou —,5 sera égal ou moindre que 7» ces fractions donneront 


aE i 
dune maniere prompte et approchée la valeur de la fraction entiére. 


28. On peut facilement étendre l’analyse précédente aux doubles, 
triples, etc. intégrales. Pour cela, considérons la double intégrale 
Sfydxdx', y étant une fonction de x et de x’, quirenferme des facteurs 
élevés a de grandes puissances. Supposons que |’intégrale relative 
a x doive étre prise depuis une fonction X de # jusqu’a une autre fonc- 
tion X’+ X de la méme variable. En faisant x’= X + ¢X’, l’intégrale 
Sf y dx dx’ se changera dans celle-ci, ffyX’dx dt, Vintégrale relative 
4 ¢ devant étre prise depuis ¢ =o jusqu’a ¢=1: on peut donc réduire 
ainsi l’intégrale [fy dx da’ a des limites constantes et indépendantes 
des variables qu’elle renferme. Nous supposerons quelle a cette forme, 
et que l’intégrale relative & a est prise depuis # = 4 jusqu’’ x =a, et 
que l’intégrale relative & a’ est prise depuis a’ = 0’ jusqu’a 2’ = o’. Cela 
posé, en nommant Y ce que devient y lorsqu’on y change & et 2” en § 


et 6’, on fera 
y=Vor; 
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en supposant ensuite 


x—=O+U4, a0 +, 
, . Y ° , . 
on réduira log. dans une suite ordonnée par rapport aux puissances 
de uw et de w’, et l’on aura une équation de cette forme 
Mu+M'w=t+t, 
: , re 4 : 
dans laquelle M est la partie du développement en série de log y? qui 


renferme tous les termes multipliés par uw, et M’ est l'autre partie qui 
renferme les termes multipliés par w’ et qui sont indépendants de w. 
On partagera l’équation précédente dans les deux suivantes 


Mu=zt, Mut, 
d’ou l’on tirera celle-ci, par le retour des suites, 
u=Ni, UN, kK, 


N étant une suite ordonnée par rapport aux puissances de ¢ et de 7’, et 
N’ étant uniquement ordonnée par rapport aux puissances de Z’, et étant 
indépendante de z; ces deux suites sont tres convergentes, si y ren- 
ferme des facteurs tres élevés. Maintenant on a dxdx’=dudu'; de 


plus ona 
_O.Nt O.Né 


dite aT dt + —- dt’, 
ee ae 
ie oF dt’; 


mais, dans le produit du dw’, la différentielle du est prise en faisant w’ 
constant, ce qui rend 2¢’ constant ou dé’ = 0; on a done 


frit Ne 


par conséquent 
MA i aks Bk iam) 


ce gui donne 


d.Né O.N't' 
J fy dx dx'=¥ i 3 cas dt dt’ c-t-’, 
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Il est facile d’intégrer les divers termes du second membre de cette 
équation, puisqu’il ne s’agit que d’intégrer des termes de la forme 
fe dics. 

Sil’on prend Vintégrale relative a ¢’, depuis ¢’ nul jusqu’a ¢’ infini, 
et que l’on nomme Q le résultat de l'intégration, on aura 


jd ri— NO. 


Vintégrale relative 4 a’ étant prise depuis a = 6’ jusqu’a la valeur de x’ 
qui répond a7’ infini. Si l’on change ensuite, dans Y et Q, 6’ eno, et 
que l’on nomme Y’ et Q’ ce que deviennent alors ces quantités, on 
aura 
Sy da'=V'Y, 

Vintégrale étant prise depuis x’ = o’ jusqu’a la valeur de x’ qui répond 
a ¢’ infini. 

En nommant R et R’ les intégrales fQ de et {Q’dt prises depuis ¢ nul 
jusqu’a ¢ infini, on aura 


S Sy dx dz'=YR—Y'R’, 


Vintégrale relative a «’ étant prise depuis 2’ = 6’ jusqu’a a’ =o’, et 
Pintégrale relative a a étant prise depuis « = 4 jusqu’a la ‘valeur de x 
qui répond a Z infini. Si dans Y, R, Y’, R’, on change 6 en o, et que 
lon nomme Y,, R,, Y,, R, ce que deviennent alors ces quantités, on 
aura 
S Sy dx da! = Y¥,R,— Y', Bi, 

l’intégrale relative a «’ étant prise entre les limites 6’ et ow, et l’inté- 
grale relative a a étant prise depuis w = o jusqu’a la valeur de x qui 
répond a ¢ infini; on aura donc 


S Sy dx dz’ =VR—YR'—Y,R,+ YR, 


l’intégrale relative a a étant prise entre les limites 6 et a, et l’intégrale 
relative & a étant prise entre les limites 0’ et o’. 

Cette formule répond a la formule (A) du n° 22, qui n'est relative 
qu’a une seule variable; elle a, comme elle, l’inconvénient de ne pou- 
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voir s’étendre aux intervalles voisins du maximum de y. Il faut, pour 
ces intervalles, employer une méthode analogue 4 celle du n° 28. 
Ainsi, en supposant que, dans l’intervalle compris entre 9 et o, y de- 
vienne un maximum relativement a x, en sorte que la condition de ce 
maximum ne fasse disparaitre que la différentielle de y, prise par rap- 
port a x, on fera 
Yoave o, 

Y étant la valeur de y qui convient & ce maximum eta x’= 9; et si, 
dans l’intervalle compris entre les limites des intégrations relatives a x 
et ax’, y devient un maximum, on fera 


Wie. Oe es 


Comme nous aurons besoin principalement, dans la suite, de l’inté- 
grale { fy dx dx’ prise entre les limites de x et de x’ qui rendent y nul, 
nous allons discuter ce cas. 

Considérons lintégrale ffydxdx', y étant une fonction de 2, a’, 
quirenferme des facteurs élevés a de grandes puissances. Sil’on nomme 
a, a@ les valeurs de x, x’ qui répondent au maximum de y, et que l’on 
nomme Y ce maximum, on fera 


= {i= f73, 


5 aan Me: ; 
en supposant ensuite 
xr=a+, woe a See, 
: . Y , 
on substituera ces valeurs dans la fonction log wn et, en la développant 
dans une suite ordonnée par rapport aux puissances et aux produits 
de 9, 6’, on aura une équation de cette forme 
M6?-+ 2N60’-+ P6’2— ¢2-+ 22, 
Cette équation peut étre mise sous la forme 


/ N ae IN? LA ee 19, 
M(0-+ 59 (Ree) 2 p24 p's 


on fera done 


LIVRE PREMIER. 109 


En différentiant ces équations, on aura des différentielles de cette 


forme 
dt=L d6+1 dé’, 


dt'=UL'd6+ I'd. 


Maintenant on a 
Siydadz' =f fy do dq’; 


dans le produit dd’, d) est pris en supposant 9’ constant, et alors 


ona 
Ofer Bw tele 


ensuite de’ doit étre pris en regardant ¢ constant dans le produit d¢ dt’; 


alors ona 
o=Ldé +1 dé’, 


dt' = L' dé + I'dé", 
ce qui donne 
Ebel 


d= ear dG’; 


on a donc 
dt dt' = do d9'(LI' — L’{); 


par ce moyen, l’intégrale f fy d0 d4’ est transformée dans celle-ci : 


y Udo 
LY’ — L'I 
Le dénominateur LI’ — L’I est une fonction de 4 et de 9’ que l’on ré- 
duira en fonction de ¢ et de ¢’, au moyen des valeurs de ¢ et de Z’ en 9 
et 6’. On obtiendra ainsi l’intégrale précédente dans une suite de termes 
de la forme f fe"t'” dt dt'c-*—*", les intégrales étant prises depuis ¢ et 7’ 
égaux 4 —o, jusgu’’ leurs valeurs infinies positives. Ces intégrales 
§ q 8 
sont nulles lorsque l’un des deux nombres vn et n’ est impair, et dans 
le cas oti ils sont tous deux pairs, nr étant égal a 27, et n’ a 2’, ona 


ppeits de dt ce = LO edn aE a enol. (20 —1) =) 


gt ? gt! 


Si les puissances auxquelles Jes facteurs de y sont élevés sont tres 


110 THEORIE ANALYTIQUE DES PROBABILITES. 


grandes, alors on a, & tres peu pres, 


02 Y 027 Y¥ 02y 
Ox? Ox Ox’ Ox! 
Ma Sy 2N=— VY ) Ee a 


O2Y Pil 02 Y¥ dz gr t ay 
Ox?’ Ox Ox!” Ox? 0x2 Ox Ox! : Ox’? 


y change x et x en aeta; lintégrale {fy dx dx’ devient ainsi, a fort 


étant ce que deviennent lorsqu’on 


peu pres, 


\ 2% YX? 
0?¥ 0?Y¥ o7Y \2 
Nx” ox'2 Ox aoa 


SS eee 
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CHAPITRE Il. 


DE L'INTEGRATION PAR APPROXIMATION DES EQUATIONS LINEAIRES 


AUX DIFFERENCES FINIES ET INFINIMENT PETITES. 


29. Ona vu, dans len°® 21, que les intégrales des équations linéatres 
aux différences entre une variable s, dont la différence est supposée 
constante, et une fonction y, de cette variable, peuvent étre mises sous 
la forme y, = fa*o dx, o étant une fonction de « de la méme nature que 
la fonction génératrice de l’équation proposée aux différences, et l’in- 
tégrale étant prise dans des limites déterminées de x. En supposant s 
un tres grand nombre, on aura, par l’analyse précédente, une valeur 
tres approchée de cette intégrale et par conséquent de y,. Mais cette 
méthode d’approximation étant tres importante dans la Théorie des 
Probabilités, nous allons la développer avec étendue. 

Considérons l’équation aux différences finies 


(1) S=Ays+ BAy;+ CA2y;+..., 


A, B, C,... étant des fonctions rationnelles et entieres des, auxquelles 
nous donnerons cette forme 


A=a+a")s + a) s(s—1) +a) s(s—1)(s—2)+..., 


B= b+ b\)s + b(2) (5 —1) + b3)s(s—1)(s—2)+..., 


C=e+e s+ e@ s(s—1) +e) s(s —1)(s — 


ie) 
= 
+ 
. 


Ay, est la différence finie de y,, s étantsupposé varier de l’unité; A®y,, 
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A*y,, ... sontlesseconde, troisieme, ... différences de y,, et S est une 
fonction de s. Cela posé, représentons y, par fx*odx, o étant une fonc- 
tion de x qu’il faut déterminer, ainsi que les limites de l’intégrale. En 
désignant a par Sy, on aura 


Ay; = foy(a# —1)9 dz, At ye [oy a —1)20 07.) #85 


on aura ensuite 


l’équation (1) aux différences devient ainsi 


aya +6 (w—i)te (e—1e...] 
cite a niorab oe 
Sti fiodsx (* 
2 q2 
xd ein seer apes 2 


dx? 
Au lieu de faire y, égal 4 fa*odx, on peut le supposer égal a 
fe" dx; alors ona 
Ay; = fe-**(c-* —1)9 dz, A2y. == [c-5*(e-* —1)2o dz, 
De plus, si l’on désigne c~*” par Sy, on aura 


doy Aha doy 


sce = — +, = ; ata 
dx dx? ¥ 


en mettant done les coefficients de l’équation (1) sous cette forme, 


A=at+as+al%s24+,.., 


= b+ dU1)s + b2)52 +. .., 


C=e-+ elils + e(2)52 +, 


S29 
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cette équation prendra la forme 


oy[a +6 (e*—1)+e (e-*—1)?+...] | 

Ree te ea} 

S=fodzx | ne 2 
> oy ‘tty § ee : . 

=} pie Oe r—y) + e(2(E Fateh 


©) 1@ 56) la @) fo) Vo) 1) 820; ie! (6) (6) Sho is) (6, 10) co) (9) 6)))e: © (01,8) 4. (0); © (9) (aiid) is) Dpe [@ 18) #6) \<) * 1010 


in représentant généralement y, par fSyodzx, les deux formes que 
’équation (1) prend dans les suppositions de $y = a et de Sy =e“ 
seront comprises dans la suivante 
doy doy d3éy 
— de (Ma SN ee ee ie ae ta), 
fo ie, paves ot Qe: ; 
M, N, P, Q,... étant des fonctions de x indépendantes de la va- 
riable s, qui nentre dans le second membre de cette équation qu’au- 
tant que dy et ses differences en sont fonctions. 
Maintenant, pour y satisfaire, on intégrera par parties ses différents 
termes; orona 


doy are >, 2(N¢) 
[ GE Node = aye — fay EB dx, 


d 
d? oy _ doy d(P¢) | a (Po 
dx? ne oP Fs dx E airy 05 ad ae Ae dx 2 


fe} fajita) [01 te) (@) (a/ ee) 0: 63 ohio) 010815) -0! fe) ete. oe. /o1 5.501 e ole fa¥ 8 “OF \0) (ale, (0 ais eufe) 8) ee aw! gre! ee) 8 (6) e 


-Péquation précédente devient ainsi 


= fay de | My eM i) 7 al he ee On) a 


dx dx? 4m: 
+ C+ ay| Ne nd = ee —.. | 
+ Z| Ps - ANE | 
4 7 (Qp—..-) 
Bea isd, Re: 


C étant une constante arbitraire. 
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Puisque la fonction @ doit étre indépendante de s et par consequent 
de dy, on doit égaler séparément & zéro la partie de cette équation af- 
fectée du signe f, ce qui partage l’équation précédente dans les deux 


suivantes : 
aj pape nltesany oie UR 
= C+ ay| Ng oO onl 
(3) | + G2 [pg — Sees... ]; 
| eer eG 


La premiere de ces équations sert & déterminer la fonction 9, et la se- 
conde détermine les limites dans lesquelles Vintégrale [dy dx est com- 
prise. 

On peut observer que l’équation (2) est l’équation de condition qui 
doit avoir lieu pour que la fonction différentielle 


doy doy 
(May +N Se es pes +... lode 


soit une différentielle exacte, quel que soit Sy; et dans ce cas l’inté- 
grale de cette fonction est égale au second membre de |’équation (3); 
» est donc le facteur en # seul qui doit multiplier l’équation 
Cra OKee Ne a AP 0g 

pour la rendre intégrable. Si 9 était connu, on pourrait abaisser cette 
équation d’un degré, et, réciproquement, sicette équation était abais- 
sée d'un degré, le coefficient de Sy, dans sa différentielle divisée par 
M dx, donnerait une valeur de 9; cette équation et l’équation (2) sont 
conséquemment liées entre elles, de maniére qu’une intégrale de 
une donne une intégrale de l’autre. 


La valeur de 9 étant supposée connue, on aura celle de y, au moyen 


LIVRE PREMIER. 115 


dune intégrale définie. L’intégration de l’équation (1) aux différences 
finies est done ainsi ramenée a l’intégration de l’équation (2) aux diffé- 
rences infiniment petites et & une intégrale définie. 


Considérons présentement |’équation (3) et faisons d’abord S = o. 


ale ? do 126 . 9 
Si on suppose que Sy, 7 “yor --» deviennent nuls au moyen d’une 


méme valeur de x, que nous désignerons par h, et qui soit indépen- 

dante des, il est clair qu’en supposant C nul, cette valeur satisfera a 

l’équation (3), et qu’ainsi elle sera une des limites entre lesquelles on 

doit prendre l’intégrale [Sy dx. La supposition précédente a lieu visi- 

blement dans les deux cas de Sy = a et de Sy = c~*; dans le premier 
o7 . o7 . 

cas, ’équation a = o, et dans le second cas, l’équation « = « rendent 


doy doy 
‘dx’ dx?’ 


Vintégrale {Syo dx, on observera que, ces limites devant étre indépen- 


nulles les quantités dy, -++» Pour avoir d’autres limites de 


dantes de s, il faut, dans l’équation (3), égaler séparément a zéro les 


: do ; ; : : 
coefficients de Sy, eae --+» ce qui donne les équations suivantes : 


sangeet Oe ake 


dx “% 
oP nee ; 
0=Q9o— b 


© * » © © %) 8) 880 a0 


Ces équations sont au nombre dez, siz est l’ordre de l’équation diffé- 
rentielle (2); on pourra donc éliminer, 4 leur moyen, toutes les con- 
stantes arbitraires de la valeur de 9, moins une, et l’on aura une équa- 
tion finale en w, dont les racines seront autant de limites de l’intégrale 
fSyodx. On cherchera par cette équation un nombre de valeurs dif- 
férentes de x, égal au degré de l’équation différentielle (1). Soient 
gq, g, g, ... ces valeurs; elles donneront autant de valeurs diffé- 
rentes de , puisque les constantes arbitraires de 9, moins une, sont 
déterminées en fonctions de ces valeurs. On pourra ainsi représenter 


116 THEORIE ANALYTIQUE DES PROBABILITES. 


les valeurs de » correspondantes aux limites g, g, g®,... par Ba, 
BODO, Be), ..., B, BY, Be, ... étant des constantes arbitraires, 


et l’on aura, pour la valeur complete de y,, 
Ys=Bfoy idx + BY [dy MK) dx + BR) foy M2) dx +..., 


Vintégrale du premier terme étant prise depuis «=A jusqu’a «= 4q, 
celle du second terme étant prise depuis «=f jusqu’a x =q"", et 
ainsi du reste. On déterminera les constantes B, B,... au moyen 
dautant de valeurs particulieres de y,. 

Supposons maintenant que, dans l’équation (3), S ne soit pas nul. 
Si Pon prend lintégrale [dy o dx depuis x =h jusqu’a x égal a une 
quantité quelconque p, il est clair que l’on aura C = 0, et que S sera 
ce que devient la fonction 


lorsqu’on y change x en p. Ainsi, pour le succes de la méthode précé- 
dente, 11 est nécessaire que S ait la forme de cette fonction. Faisons, 


par exemple, Sy = a’, et 
S= ps[d + lO)s + U0) s(s—1) + 1@)s(s —1)(s —2)+...]; 
en comparant cette valeur de S a la précédente, on aura 


d(Po) | 


al ery 


l=No— 


x 


« devant étre changé en p dans les seconds membres de ces équations, 
dont le nombre est égal au degré de l’équation différentielle (2). On 
pourra donc, a leur moyen, déterminer les constantes arbitraires de la 


pre oe ’ ee, een, 
valeur deo, et si l’on désigne par Y ce que devient 9 lorsqu’on a ainsi 
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déterminé ses arbitraires, on aura 


Ys= fury da. 


De la et de ce que |’équation (1) est linéaire, il est facile de conclure 
que, si S$ est égala 
peti + ls + 2) s(5 —1) +...] 
ep fhe Ul se 1% le 1) 55,1] 


en nommant V’,... ce que devient 4 lorsqu’on y change successive- 
mene yl” jee. CMD as Ce aces OUP sat. Ol AUTA 


V¥r= [ee Vda7- fa dx +.. 7 
+) a = A A : 2] 7 — - +s — Q a 
la premiere intégrale étant prise depuis «=A jusqu’a w =p, la se- 
conde étant prise depuis x = A jusqu’a « =p,, .... Cette valeur de y, 
ne renferme aucune constante arbitraire; mais, en la joignant a celle 


que nous avons trouvée précédemment pour le cas de S nul, on aura 
expression complete de y,. 


30. Supposons maintenant que l’on ait un nombre quelconque 
d’équations linéaires aux differences finies entre un pareil nombre de 
variables y,, v,, y,,---, et dont les coefficients soient des fonctions 
rationnelles et entieres de s. Faisons alors 


vie= | OUR; vi eo Oe. Bm PECL AE. 25. 


ces diverses intégrales étant prises entre les mémes limites détermi- 


nées et indépendantes de s. Nous aurons 


Les équations dont il s’agit pourront ainsi étre mises sous les formes 


suivantes 


S= fazdx, Sa faisedx; SS fas aa, end 
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S, S’, S’”,... étant des functions de s seul, et z, =, 3”,... étant des 

fonetions rationnelles et entivres de la méme variable, et de x, 9, 9’, 

o”, ..., dans lesquelles 9, 9’... sont sous une forme linéaire. 
Considérons d’abord l’équation 


S == a's dz, 
on a 
7 , 8($—1) s(s—1)(s —2) 
2=2 + sAZ + ——— A?Z+ = AMZ +. .., 
1.2 1.2.9 


la caractéristique A des différences finies étant relative & la variable s, 
et Z, AZ,... étant ce que deviennent s, Az, ... lorsqu’on y suppose 
s =o. On aura donc 


eee [z+sacs So Uans... |, 


Si lon fait a2’ = $y, on aura 


Hee s(s—1)x5 


dx 


| 
x 


Péquation précédente devient ainsi 


Sif der (Zar +2 Az Ue 


dx 1.2 dx? 


x7 M27, doy | 
7 Ee oe i6 , 
d’ou lon tire, en intégrant par parties comme dans le numéro précé- 
dent, les deux équations suivantes 
d(xvAZ)_ d?(x? A?Z) 


4) oe om dx foe Ob ealiiae 


S=C+ a[2az— SESE 3 


1.2.dx 


ast a 
dx 1.2 


(6) | _ doy bee 


C étant une constante arbitraire. L’équation 


Si == (aia! da 
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traitée de la méme maniere, donnera 


a(£ AD) a? (22 N77) 


a ro dx See 
fees Gt Ne / i] d(x? A?Z') ; 
See + ay| @ M7 a ee ae Be | 
() | cage. oi 
| eo aa aera 
RAl=eG Ola 5G) Sick O CHOROID Ene OPE EE 


Les équations S’ = fa* 2” dx, S” = fats" dx, ... produiront des équa- 
tions semblables, que nous désignerons par (a”), (b”); (a”), (6); .... 

Les équations (a), (a’), (a”), ... détermineront les variables 9, 9’, 
o”, ... en fonction de x, et les équations (0), (b’), (5”), ... détermine- 
ront les limites dans lesquelles on doit prendre les intégrales fx‘s dx, 
fats’ da, ....L’une de ces limites est x = o. Pour avoir les autres, on 
supposera d’abord S, 8’, 8’, ... nuls; les constantes C, C’, C’, ... se- 
ront par conséquent nulles dans les équations (0), (b’), ..., puisque 
la supposition de x =o rend nuls les autres termes de ces équations. 


ran . Rocke cs Heer . do 
En égalant ensuite séparément a zéro les coefficients de dy, sr, o 


dans ces mémes équations, on aura les suivantes : 


Oss xz NZ —- e- Gade 9 
x2 A°7, 
0 == = ; 
b.2 
Oe NT: dice’ 2) - 
Tee 
x2 A227! 
= — ; 
oD 


On éliminera, au moyen de ces équations, toutes les constantes arbi- 
traires, moins une, des valeurs de 9, 9’, 9”, ..., et on arrivera a une 


equation finale en x, dont les racines seront les limites des intégrales 
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fate dx, foro dx, .... On déterminera autant de ces limites qu'il est 
nécessaire pour que les valeurs de y,, ys, ... Solent completes. 
Supposons maintenant que S ne soit pas nul, et qu’il soit égal a 


Bo Ease Tels ($1) Evia ds 


En faisant C = o dans l’équation (&) et en y mettant 2 au lieu de dy, 
on aura 


2 2 oT 
p+ lls + 12s (5— +e Jaa | oi i tee +... | 
(xr A2Z 
rae ey ad i 
a A a ee ; 


dou l’on conclut d’abord « =p, en sorte que les intégrales fa‘ o dx, 
fx'o'dx,... doivent étre prises depuis 2 =o jusqu’’ x = p. La com- 
paraison des coefficients de s, s(s —1),... donnera ensuite autant 
@équations entre /, J, ... et les constantes arbitraires des expres- 
sions deg, 9’, .... L’égalité a zéro de ces mémes coefficients, dans les 
équations (b’), (b”),..., donnera de nouvelles équations entre ces ar- 
bitraires que l’on pourra ainsi déterminer au moyen de toutes ces équa- 
lions; on aura, par ce procédé, les valeurs particulieres de y, qui satis- 
font au cas oll, S’, 8”, ... étant nuls, S a la forme que nous venons de 
lui supposer, ou, plus généralement, est égal & un nombre quelconque 
de fonctions de la méme forme. 

Pareillement, si l’on suppose que, S, 8’, ... étant nuls, S’ est la 
somme d’un nombre quelconque de fonctions semblables, on détermi- 
nera les valeurs particulieres de y,, y,,... qui salisfont a ce cas, et 
ainsi du reste. En réunissant ensuite toutes ces valeurs a celles que 
l’on aura déterminées dans le cas ott S, S’,... sont nuls, on aura les 
expressions completes dey,, y,,..., correspondantes au cas ouS, S’, ... 
ont les formes précédentes. 

I] est facile d’étendre cette méthode aux équations aux différences 
infiniment petites, ou en partie finies et en partie infiniment petites, 


et dans lesquelles les coefficients des variables principales et de leurs 
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différences sont des fonctions rationnelles de s, que l’on peut toujours 
rendre entieres en faisant disparaitre Jes dénominateurs. Si l’on dé- 
signe, comme ci-dessus, par y,, ¥;, ..- les variables principales de ces 
équations, et si l’on fait 

Vf 00 dx, ¥e= fase dx, Aaa 


on aura 


DAs 
ee =f aso dz (logr)?, heya 


Ays=fx5(x —1)odzx, Ay) wee 1) Oz; 


Les équations proposées prendront ainsi les formes suivantes : 
Ses far da, SS fase dz, 


Kn les traitant par la méthode précédente, on déterminera les valeurs 
de 9,9’, ... en fonction de x, et les limites des intégrales fx'o dx, 
fa'o'dx, .. 
En faisant 
= (CO oar, yo afc 2 o' dx, eye 


on parviendrait & des équations semblables. Dans plusieurs circon- 
stances, ces formes de y,, y;, ... seront plus commodes que les précé- 


dentes. 


31. La principale difficulté que présente l’application de la méthode 
précédente consiste dans lintégration des équations différentielles li- 


W 


néaires qui déterminent 9, 0’, 9”, ... en x. Les degrés de ces équations 
ne dépendent point de ceux des équations aux differences en y,, y,, .-.3 
ils dépendent uniquement des puissances Jes plus élevées de s dans 
leurs coefficients. En ne considérant done qu'une seule variable yg, 
Véquation différentielle eno sera d’un degré égal au plus haut expo- 
sant des dans les coefficients de ’équation aux différences en y,. L’¢- 
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quation différentielle en @ ne sera ainsi résoluble généralement que 
dans le cas ot ce plus haut exposant est l’unité. Développons ce cas 


fort étendu. 
Représentons |’équation differentielle en y, par la suivante 


o—V-+sT, 
V et T étant des fonctions linéaires de la variable principale y, et de ses 
(différences, soit finies, soit infiniment petites. Si l’on fait 

vie food, 
dy étant égal a x’ ou a c%, elle deviendra 


ar ta ny CO 
o= oar (May ae? 


M et N étant des fonctions de x; on aura donc, en intégrant par parties 


comme dans le numéro précédent, les deux équations suivantes : 


o=Mo—- 


o=C+N ody. 


La premiere donne, en l’intégrant, 


H étan€ une constante arbitraire. Supposons C nul dans la seconde 
equation; «=o ou x =~ seral’une des limites de l’intégrale [Sy odx, 
suivant que l’on prend 2* ouc~” pour Sy. On déterminera les autres 
limites en résolvant l’équation o = No dy. 

Appliquons a cette intégrale la méthode d’approximation du n° 23. 


Si Von désigne par @ la valeur de x donnée par I’équation 
o= d(N ody), 
et par Q ce que devient la fonction Ng dy, lorsqu’on y change x en a, 


on fera 
Nodv=Qe-*, 
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ce qui donne 


‘ 4 ; Ra 
logSy est de l’ordre s; sil’on suppose s tres grand, et si l’on fait ~ = 4, 


x sera un tres petit coefficient. La quantité sous le radical prendra cette 


(x — a)? 


forme anes X, X étant une fonction de x — aet de «; on aura donc, 
par le retour des suites, la valeur de xen ¢, par une série de cette forme 


3 
his ah at hep... 


|= 


H=aA+e 
Maintenant, y, étant égal a [yo dx, si l’on substitue dans cette inté- 


d coe : GR Je : 
grale au lieu de ody sa valeur Ses elle deviendra Q {<> g-- bs 


dx j ee 
dans > on substitue pour x sa valeur précédente en ¢, on aura y, par 


une suite de cette forme 


4 4 3 
Vs= CO Ofdt.c-P [lL elMt+ alD2+ 2kOMB+...], 


les limites de l’intégrale relative a ¢ devant se déterminer par la condi- 
tion qu’a ces limites la quantité Ne dy ou son équivalente Qc“ soit 
nulle, d’ot il suit que ces limites sont t= —.% et¢—= 20; on aura 
donc, par le n° 24, 


‘ 


.A I BS ee. \ 
yea OT (1 SG. {- = CIPS PAS 


Cette expression a l’avantage d’étre indépendante de la détermination 
des limites en x, qui rendent nulle la fonction NoSy, en sorte qu'elle 
subsiste dans le cas méme ou cette fonction, égalée a zéro, n’a point de 
racines réelles; elle subsiste encore dans le cas de s négatif. Cette re- 
marque, analogue a celle que nous avons faite dans le n° 25, et qui tient 
comme elle & la généralité de l’analyse, est tres remarquable en ce 
qu’elle donne le moyen d’étendre la formule précédente & un grand 
nombre de cas auxquels la méthode qui nous y a conduits semble d’a- 
bord se refuser. 

Cette formule ne renferme que la constante arbitraire H, et par con- 
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séquent elle n’est qu’une intégrale particuliere de l’équation différen- 
tielle proposée en y,, si cette équation est d’un ordre supérieur a 
unité. Pour avoir dans ce cas l’intégrale complete, il faudra chercher 
dans ’équation o = d(Ne dy) autant de valeurs différentes de x qu’il 
y a d’unités dans cet ordre. Soient a, a’, a”, ... ces valeurs; on chan- 
gerasuccessivement, dans l’expression précédente dey), cena; ayn, 
et Hen H’, H’,...; on aura autant de valeurs particulieres qui renferme- 
ront chacune une arbitraire, et dont la somme sera l’expression com- 
plete de y,. 

Quand les coefficients de la proposée en y, renferment des puissances 
de s supérieures a l’unité, on peut quelquefois décomposer cette equa- 
tion en plusieurs autres qui ne renferment que cette premiere puis- 


sance. Sil’ona, par exemple, l’équation 
si = Mys, 


M étant une fonction rationnelle et entiere de s, on mettra cette fone- 


tion sous la forme 
q(s + 6) (s+ b'\(s+ 6”)... 


(s+ fl(s+f list fo.’ 


on fera ensuite 


Zse1 = {s+ b)2s, EAU eis Ne yey 
bsp = (s apy | ts, ie wee (s +f") es 
Il est facile, par ce qui précéde, de déterminer <,, ¢,, ... en intégrales 


définies, et de réduire ces intégrales en séries convergentes, lorsque s 
est un grand nombre. On aura ensuite 


Dans plusieurs cas ot Péquation différentielle-en 9, étant d’un ordre 
supérieur au premier, ne peut étre intégrée rigoureusement, on peut 
déterminer 9 par une approximation tres convergente; en substituant 
ensuite cette valeur de 9 dans Vintégrale fa’ odv, on peut obtenir 
(une manieére fort approchée la valeur de cette intégrale. 
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32. L’analyse exposée dans les numéros précédents s’étend encore 
aux équations a différences partielles, finies et infiniment petites. Pour 
cela, considérons d’abord l’équation linéaire aux différentielles par- 
tielles dont les coefficients sont constants. En désignant par y,, la va- 
riable principale, s et s’ étant les deux variables dont elle est fonction, 
et représentant cette équation par celle-ci, V=o, V étant une fonction 
linéaire de y,,. et de ses differences partielles, on y supposera 


V's,s° ok odx, 
9 étant une fonction de x; alors l’équation V =o prend cette forme 
o= f[Masz'" odz, 


M étant une fonction de x et de 2’, sanss nis’. En égalant done Ma 
zero, on aura la valeur de x’ en x, et cette valeur, substituée dans l’in- 
tégrale fx'x o dx, donnera l’expression générale y,,, dans laquelle 
o est une fonction arbitraire de x, les limites de l’intégrale étant indé- 
pendantes de x, mais d’ailleurs arbitraires. Si léquation proposée 
V =o est de l’ordre n, il faudra, au moyen de |’équation M = 0, déter- 
miner un nombre n de valeurs de x’ en x. La somme des 7 valeurs de 
fe'x® odx qui en résulteront, et dans lesquelles on pourra mettre 
pour o des fonctions arbitraires différentes de x, sera l’expression 
dey, 

Il résulte de ce que nous avons dit dans la premiere Partie de ce 
Livre que l’équation M =o est l’équation génératrice de l’équation 
proposée V = o. 

Considérons présentement l’équation aux différences partielles 


o=V+s5T + s’/R, 


dans laquelle V, T et R sont des fonctions quelconques linéaires de 
¥,,5' et de ses différences partielles, soit finies, soit infiniment petites. 
Si l'on y suppose, comme ci-dessus, 


iss = fasz's’ Q dz, 
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x Glant une fonction de « qu’il s’agit de déterminer, on aura une 
équation de cette forme 


o=fetz' odz(M --Ns+ Ps’), 
M, N et P étant des fonctions de x et de a’, sans s nis’; or ona 


d(asx's’) , (: aA : 
Gee ee ‘ eee 


donc, si ’on détermine x’ par cette équation 


On ee, 


— 7 9 
ee INES 
on aulva 
h a ( x5 x'5") 
as als! (Ns + Ps) Noe “% 
az 


par conséquent, si l’on désigne a*’™ par Sy, et si l'on suppose que l’on 
a substitué dans M et N pour x’ sa valeur en @, on aura 


\ 


doy 


o= Se dx (May+ Nx 


\ 


dx 


Cette Gquation, mtégrée par parties, comme dans les numéros préce- 


dents, donne les deux sutvantes: 


La premiere détermine 9 en x, et la seconde donne les limites de lin- 
tégrale [Sy odx. 

Cette valeur de y,,. ne renfermant point de fonction arbitraire, elle 
nest qu'une intégrale particuliére de l’équation proposée aux diffé- 
rences partielles. Pour-la rendre complete, on observera que Vinté- 
grale de ’équation 

an Faz 


alin NBe 


qui détermine 2’ en x, est a’ = Q, Q étant une fonction de x et d’une 


constante arbitraire que nous désignerons par w; en représentant done 
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par Y une fonction arbitraire de w, l’équation proposée aux différences 
partielles sera satisfaite par cette valeur de y, ¥, 


Vs; ===) BY fa Q»’ vy dx du, 


Pintégrale relative & a étant prise entre les limites déterminées par 
léquation o = N ody, et lintégrale relative 4 w étant prise entre des 
limites quelconques. Cette valeur dey, , sera done Vintégrale complete 
de l’équation proposée aux différences partielles, si celle-ci est du pre- 
mier ordre; mais, si elle est d’un ordre supérieur, il faudra, au moyen 
de ’équation o = N ody, déterminer autant de valeurs de « enw qu'il 
y a dunités dans cet ordre. La réunion des valeurs de y,, auxquelles 


on parviendra sera expression complete dey, ¥. 
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CHAPITRE Uf. 


APPLICATION DES METHODES PRECEDENTES A L’ APPROXIMATION 


DE DIVERSES FONCTIONS DE TRES GRANDS NOMBRES. 


Parmi les diverses fonctions auxquelles ces méthodes peuvent s’ap- 
pliquer, je vais considérer les produits des nombres, les développe- 
ments des polynémes et les différences infiniment petites et finies des 
fonctions, ces diverses quantités étant celles qui se présentent le plus 
souvent dans l’Analyse des hasards. 


Dei ‘approximation des produits composes d'un grand nombre de facteurs, 


et des termes des polynémes éleves a de grandes puissances. 


33. Proposons-nous d’intégrer l’équation aux differences finies 


Os (SI) 7s eis 
Si lon y suppose 
pe= Sarg de, 
on aura, en désignant a par dy, 


ee doy 
OS dz | (1— 2) ay + «20 
I¢ [| Af dz \ 
ees ’ . . , » . . , , , 
d’ou Von tire, en intégrant par parties, suivant la méthode précédente, 
les deux équations suivantes: 
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La premiere équation donne, en l’intégrant, 


Ca A Cres 


et la seconde donne, pour déterminer les deux limites de l’intégrale 


fa’ o dx, 
Oa 7 Cart 


ces limites sont par conséquent « =o et =o. Ainsil’ona 
Y= A faidxe, 


Pintégrale étant prise depuis 2 =o jusqu’a x infini, et A étant une 
constante arbitraire. 

Pour avoir cette intégrale en série, on déterminera, conformément 
ala méthode exposée dans le n° 23, la valeur de w qui rend ac" un 
maximum ; cette valeur est s. On fera done, suivant la méthode citée, 


ee tas soe. 


En supposant x = s + 0, cette équation devient 


partant, 


2 3 h% 
= —slog(: He)s eee i {- a ben 


as 382 483 


ce qui donne, par le retour des suites, 


— 2 
=f Vas ocala as 


par conséquent, 


= ht 2 } 
pan = lo3 + ab ies : 
dz== Go Sadie (+ 5 bas te) 


la fonction fas dxc~* deviendra done 


» | qt 1? 
sesfdect yas (1 =} ges ale 7S Sayer: 
3 2s s vf 


L’intégrale relative & 2 devant étre prise depuis x nul jusqu’a x infini, 
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Vintégrale relative az doit étre prise depuis ¢= — 2 jusquat=%. 


En intégrant comme dans Je n° 34, on aura 


128 


1 
$= a I 
yee As tetVan (re pie 


‘ . U 
On peut déterminer fort simplement le facteur 1 + —~ +>... de cette 


maniere. Désignons-le par 


ce qui donne 
1 
DAEs ae B C 
es AS tetyan(t -- ns ae Sete se 


En substituant cette valeur de y, dans l’équation proposée 


Veni Sot 1) Ys; 
on aura 


ou 


orona 
(s+ ‘) i6 on We I I I I au) 
— = I cd) ee 1 aR 
. sped! ;) § 282 35° Ash 
_ (et 
ice 12s 
— got I rae 
On aura done, en observant que C 3 SS Ue Same a SS aa ae 
12 12 
/ B (C I I 1B == oy 
(rtetsa... ee eee | ee eee ar 
\ GS” & , Peo ace s? s3 


. . I 
ce qui donne, en comparant les puissances semblables de = 


I 
D) = ——=» sierene 
re 285 
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done 


1 
Scr = cae I I 
= AS 708 Vogl is + —-— +...]. 
Je V 12s 28852 © 
On déterminera la constante arbitraire A au moyen d’une valeur parti- 
culiere de y,, en supposant, par exemple, que, s étant égal a pv, on ait 


V, == NG-OM dura 
Ne A faidacn, 


ce qui donne 


par conséquent, 


1 
tae; Ys 2¢-s yam ON TA \ 
(q) an fxr dxc-® (: "Tos 28882 =k 


Voyons maintenant de quelle nature est la fonction y,. Pour cela, 1 
faut intégrer l’équation aux differences finies” 


Veer = (SHI)Ys. 
On trouve facilement que son intégrale est 
ys ¥(p 1) (pe 2) (+3)... 5; 
on aura donc, en comparant cette expression a la formule (7), 


s+ 


S 2¢ 5 y/ (: : : 

26> VO a <4 .) 

: 2 288 s2 

(q') (u+1)(u+2)(p3)...8= — fal : . 


fate 


Si lon fait » = 0, on aura fx dxc-* = 1; partant 


Se 1 


~ —— i \ 
2 =e 
3 de 06. 68) Sas CaN NGEA Mt Fel yeu tS sfovalic 
1.2.3 v ( 125 | 28852" 


5 ye 7 , : 
Si l’on fait p= 7m étant moindre que 7, on aura 


eae 
SSS tg 
rhe 
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s’ étant un nombre entier; ainsi 


or ona 


i, . @ I ene a, Ue I m m? 
s+ —+-}) logj( r+ —%)=(s'4 ; wir taees 
n 2 NS n & J \ ns 27s 


m m2+ mn 
n 2n25’ 


Ona d’ailleurs, en faisant x = 2”, 


iE a mm 

an Mm nh nae ‘ oa a 

1B: drt aa. = i” 4 dare aan [TP dite’, 
n 


Vintégrale relative & ¢ étant prise depuis ¢=o jusqu’a ¢ infini. En 
substituant ces valeurs dans la formule (q’), elle donnera 


/m(m+n)(m+2n)...(m+s'n) 


St oS ae 2 2 
(q”) ns) =? i 20—s! (27 (: at n® + 6mn + 6m’ See 
zs 12n2s' , 
f Ra a ik fires Fe a arin 


en sorte que la valeur approchée du produit des termes de la progres- 
sion arithmeétique m, m-+n,m-+2n,... dépend des trois transcen- 
dantes¢, wet [7 ‘dte—’. 

Si dans cette équation on fait, pour plus de simplicité, n= 1, ce 


. . T 
qui change m en p., et si l’on observe que ft! dtc = aie dtc-, on 


aura 
1+ 6u + 6p? 
1 1 “a oe ea T Caer ee) 
S++ S i 12s, 
T= pt) (2 Se pe) sn as! fie oye 
( )( p-) ( L) y 4 ieadle 
En changeant ». dans — pv, on aura 
1—6n+ 6p2 
(1—p)(2—p)...(s’—p) =o" 205! am — 
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En multipliant ces deux équations l’une par l’autre, on aura 
q p 


1+ 6p2 
siento on (14 ae Se, | 


L’équation (T) du n° 24 donne 


neji ale jt Fate f=. Noe ee 


En faisant n = 1 ety=r—r, ona 


LT 
pf iidter* fit dic-t = site 3 


on a done 
: 1-+ 6p2 Ke 
sin pr = 5pu.(1— pw?) (4 — p?)...(s'? — p?) (: —. — +. )s Roo ee 
Si Von fait ». infiniment petit, cette équation donne 
27 == 12.22.32,..5/2 (: pF ae ag 02s". 
ivisant equation précédente par celle-ci, on aura 
divisant done l’éq 


ingr = EA praises oa ee is eae 
sin pm = pr(i— p. )(: 7) ( =) ( &) (: . Hees) 


Si l’on fait s’ infini, on a pour l’expression de sing, o étant égal a uz, 
’ ‘ ‘ >) \ 


Je produit infini 


9? A coment Pe \ ew ewer 
2-8) (- ate) (= sf) (- 2) ~ 


expression de sing est ainsi décomposable dans une infinité de fac- 


teurs, ce que l’on sait d’ailleurs. 
E sant o imaginaire et égal do! V/ eerenie 
n supposant 9 imaginaire gal 4 o’ /—1, sing devient --— Sey 


on a done 


/ 52) 12 ol? 1 alon S oe 
Co = eo = 29! (test a Desks: ¢ 5 1 aS = \ evade ¢ == — 5 ee Silaessanrah |i cy 
iS 2° Tt DRE) ¢ Sea Treva Sain 
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et en faisant s’ infini, on voit que c?’— c-® est égal au produit infini 


Aas ane 
29 (3+ =) (1+ re oS 
On aura, par un procédé semblable, le produit continu de facteurs 
dont le terme général est une fonction rationnelle entiere ou fraction- 
naire de s. Mais l’expression & laquelle on parviendra pourra contenir 
d’autres transcendantes dépendantes d’intégrales définies de la forme 
fautdae*. 

On peut observer ici que, ces produits étant mis sous la forme 
fx'o dx, leur différentiation par rapport a la variable s présente une 
idée claire, et alors on a pour cette différentielle fa°o dx logax. 

Les expressions de y, données par les formules (¢) et (g’) du nu- 
méro précédent ont encore lieu, suivant la remargue du n° 30, dans le 


cas oll s et » sont négatifs, quoique dans ce cas |’ équation 
Oo = gst Gia a 


qui détermine les limites de l’intégrale définie qui représente la va- 
leur de y,, n’ait pas plusieurs racines réelles. Si, dans la formule (q) 
du numéro précédent, on change s dans — s et ». dans — pv, elle de- 


vient 
— — I 1 
a, S 1 ——- 
f se 1c ven(1 earn <i) 
2 PIR ee Fe “ 
Bena oH duc 
xP 
Y étant la valeur de y qui répond a s = —.y. Toute la difficulté se ré- 


ae bsiliee ps OL Ko 2 so iess ‘ . 
duit a intégrer { —-- Pour y parvenir, il faut suivre le méme pro- 
Gay 


cédé dont on a fait usage pour réduire en série l’intégrale fea’ dx. 
On fera done 
a a 


— p. etant la valeur de x donnée par l’équation 
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A deo-® _ chy—1 1 eG Iw ah 
xv (aot tae) Goat ae 


Lintégrale relative 4 a devant s’étendre entre les deux limites qui 


on aura ainsi 


ee Oe : Beth 5 ‘ 
rendent nulle la quantité —, il est clair que lintégrale relative a o 


doit s’étendre depuis o = — oo jusqu’a o = 0; en réunissant done 
ae e-oVvt coy ahi 
les deux quantités ay ot —=,? qui répondent aux 
(e—oyail (ato) 
mémes valeurs de o affectées de signes contraires, on aura 


a | corm HEV E+ (n= Vn) | 
Clas py aa (pp? + w?) 
i av == (—1) ds ah one rg De ns aa 2 ? 
Be ng eee + Aes Meet vee 
(pu? + ow?) 


Vintégrale relative 4 o étant prise depuis o = 0 jusqu’a o = ». Sil’on 
développe les quantités sous le signe f, les imaginaires disparaissent, 
et il ne reste qu’une fonction réelle que nous désignerons par Qdo; on 
aura ainsi 


partant 


Vos? Var deaf « 
cs- Van | 1 — — + —~— Ree 
V 125 288582 


(—1)s-#s 2 (Qda 


Voyons présentement quelle fonction de s est y_,. Pour cela, reprenons 

léquation primitive 
Oi Socte UV AY cas 

en y changeant s dans —s, et faisant y_,=,, elle devient 


O= (Ss —1)Us+ Us, 
¢ 


équation dont l’intégrale est 
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Y étant, comme ci-dessus, égal & y_,. Si l’on compare cette expression 
de y_, a la précédente, et si l’on observe que s — p. est un nombre en- 


tier et qu’ainsi l’on a (— 1)?*"?# = 1, on aura 


re eee a) 
AE a a ig its AD es Bp 
(u+i)(pte2)...(s—1) ~ Oa rods 


En divisant les deux membres de cette équation par s et les renversant 


ensuite, on aura 


x 
Se 
Sime CueS I Nels 
(uti)(p+2)(u+3)...5= mn (14 rag fj ao 


Si on compare cette équation a la formule (q’) du numéro précédent, 
ona ce résultat remarquable 

(QO) [Qds = - LS ie 

fae Ore 

Je suis parvenu a cette équation générale dans les Meémoures de [ Aca- 
déme des Sciences pour Vannée 1782, par l’analyse précédente, fondée, 
comme on voit, sur le passage du réel & l’imaginaire. En faisant suc- 
eessivemment, dans OQ). == 1) 1 = 2,20, o5., On aura les yaleurs 
d’un nombre infini d’intégrales définies; ainsi, dans le cas de » =1, 
’équation (O) donne 


l= @- 


fe (cosw + osin @) T 
é 


formule que j’ai donnée pareillement dans les Mémoires cités. Cette 
formule et toutes celles du méme genre peuvent se vérifier par les for- 
mules du n° 26; car on a, par ce numéro, ' 


(oe. mt  [(odosina 
J oYse 2 wy nee 1+ w? 
dxc-* 


Nous observerons ici, comme dans les Mémoires cités, ques (rae 
x 


; j , oh YY —1 , i 
étant égal a pea fQds, ona, en substituant au lieu de fQdz sa va- 
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leur donnée par |’équation (0), 
dxe-* _ 2un(—1) a __ an(—1) : 
RN | dec af xi ae co’ 


L 
Ey ase 
v 2 


role 


la premiere intégrale étant prise entre les deux valeurs imaginaires 
. aCe my 
de x qui rendent nulle la quantité =u? et les deux autres intégrales 


étant prises depuis # nul jusqu’a & infini, ce qui donne un moyen fa- 


: a . Cea dx sin x dx COSx 
cile de transformer dans celles-ci les intégrales [ 7 et f ea 
34. Considérons maintenant l’équation générale 


o= (a+ U's) 541 — (at bs) ys. 
Si l’on fait 
a a ? 
= pee ania ae 
elle prend cette forme 


o= (n' +s +1) 7s41—(N +5) pys. 
Supposons 
Vo (#V oO dr: 


nous aurons, en intégrant par parties, 
o= x o(x— p)+ fx'| oda (n'x — np) + (p — x) x dg]. 
Cette équation donne, pour déterminer ¢, la suivante 
o=(n'x — np) odx+(p—-2x)xdo, 
dot: l’on tire, en intégrant, 
g = Aan (p— a), 


A étant une constante arbitraire. On aura ensuite, pour déterminer les 


limites de l’intégrale, l’équation 


o= 2 o(p— x) 


ou 
oO gnrs (p eee ge) tirn, 
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Ces limites sont done e=oet «=p, sin+set n'+1—n sont des 
ay, Oi 3 5 ° , é . 
quantités positives. Ainsi l’on aura, en prenant Vintégrale dans ces 
limites, 
Y= Nel ee A dx (p = a \r =e 
On déterminera la constante A, au moyen d’une valeur particuliere de 


Ys. Soit y, cette valeur; on aura 


A Mp 


par conséquent, 
vu [ars di (p — gn —n 
= [arr dx |p — we )jnimn 


Intégrons présentement |’équation proposée aux différences en ys. Son 
intégrale est 


(n-+pu)(n+uti)...(n+s—1) 
(mo! +e 1) (n+ pt 2)... (nm +s) 


ys= Yu pr. 

Dans cette expression, comme dans toutes celles formées de produits, 
les facteurs du numérateur ne commencent que pour la valeur des qui 
rend le dernier facteur égal au premier, ce qui a lieu ici lorsque s est 
égal a ». +1; il en est de méme des facteurs du dénominateur. Pour 
la valeur de s égalea v., le numérateur et le dénominateur se réduisent 
a Punité qui est censée les multiplier l’un et l’autre. Si l'on compare 
les deux expressions précédentes de y,, on aura 


(ta WAR sete Seat) 8 fet alder pia 
(n'+p+i)(n + u+2)...(n+s)% ~~ farti-idz(p— x)v’— 


Faisons p — x = pu; le second membre de cette équation deviendra 


s—p ip y2n!—2n+1 du (1 AS u2)n+s—| 
Sf ur 2n4 i du(1 = u2 \aiod ? 


les intégrales étant prises depuis w= jusqu’a u=1, parce que ces 
limites répondent aux limites x = p et # = 0. Ona donc 


(Woe ea oe)... (nbs 1) fo urr’—2244 du (1 — u2)\a+s—4 
(Wo + pi) (m+ wt-2)...(n' +s) fure’—2e41 du (1 — were 
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Supposons n= 4, n’= 0 et p = 1; sil’on observe que 


On aura 


1 

gt 

-~& 9 2 
cies Sdu(1— wu?) ?, 


Le premier membre de cette équation est le coefficient du terme 
i s 5 hy I \ Qs 
moyen, ou indépendant de a, du bindme (< = a) ; on aura donc, au 


moyen des méthodes précédentes, ce coefficient par une approxima- 


tion rapide, lorsque s est un grand nombre. Pour cela, nous ferons 


{ 2 
(patel eed eC 2 Ome 

ce qui donne 

i= ete 
et 
ne 

faa 1?) Fa fade, 
Supposons 


de Ne ae 4 
Vi C8 = a? ta + ag) 2 + a2 gl) t4 + oF g(8i84...). 


En prenant les différences logarithmiques des deux membres de cette 
équation, on aura 


1+ 3aq@) 2+ Sarg) t+ 7arq@ie+... ate ae 
P- aquyt =e atgt) 8 ar ger tl aaa 1 — ena? 


et ce dernier membre est égal i 


Cee as 
1— at?+ {4 — ~ (8+... 
iD Nis: 
F at? i art ete = \ 
I a Saar sive) 
(oo) ee) re ae } 


On aura donc, en comparant cette quantité au premier membre et ré- 
duisant au méme dénominateur, |’équation générale 
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g étant égal a Vunité. Sil’on fait successivement dans cette équation 
i=1,t=2,i=3,..., on aura les valeurs successives 7’, PT 0s is 
et ’on trouvera 
W) : cia we 

OM BSS orto) “1S Re 

: Ms 196 
On aura ensuite 

— x 
fduji=u?) =a fdic-8 (14+ 30g Ps darq? it goer gttt.,.}. 

L’intégrale relative 4 w devant étre prise depuis vu = 0 jusqu’a uv = I, 
l’intégrale relative & ¢ doit étre prise depuis ¢ nul jusqu’a ¢ infini; on 


aura donc, par le n° 24, 


if 
s 


fdu(1—wu?) ? 


wey a ln ane 1.3.5, ey 123.009 (3) 2 
= 5 Van (14 ead ee 52 A Sai ne arg Hees ds 
partant, 
[Set] (Sr 2s ol as 
Le2eso ees 
«2 ~ \ 
= a(t Sey je ERS Cae ae 2-7 g8qgi)+...). 
Vics ee 23 28 : 


Ainsi l’on aura, par une suite tres convergente, le terme moyen, ou 
: , eer I 2s 
indépendant de a, du bindme (3 4 a) 4 

C 


On parviendra plus simplement a ce résultat par la méthode sui- 
vante, qui peut s’étendre & un polyndme quelconque. 


35. Nommons y, le terme moyen, ou indépendant de a, du bindme 
J 25 ; ; Y ; A 
(+ +a) » ou, ce qui revient au méme, le terme indépendant de 
eV" dans le développement du binome (c?¥~ -+ e-Pv-")*, Si Von 
multiplie ce développement par do et qu’on l’integre depuis o nul jus- 


2» eae . es Sat , f 
qua o=> 7, 1] est facile de voir que cette intégrale seralzy,, et 
qu’ainsi ’ona 


yl —— = f des (co Vv-1 L eran). 
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En effet, en développant le bindme renfermé sous le signe f, et substi- 


tuant, au lieu de c*?"*V—, sa valeur cosa2ro + \/—1 sinarc, on aura 
le terme moyen du binéme, plus une suite de cosinus de l’angle 25 et 
de ses multiples; en les multipliant par do et les intégrant, cette 
suite se transformera dans une suite de sinus de l’angle 20 et de ses 
multiples, sinus qui sont nuls aux deux limites co =o et o =4+r. Il 
ne restera ainsi dans l’intégrale que le terme moyen du bindme, mul- 
tiplié par $x. Cela posé, si l’on substitue, au lieu du binéme 


c@V—-'! 4. ¢-®V-! sa valeur 2 cosa, on aura 
9.25+4 
Nae JS ds cosa; 
en supposant sino = wu, on aura 
9.251 aA 
¥s= — fduli—u?) 2, 
l'intégrale étant prise depuis u=o jusqu’a w= 1, ce qui coincide 
avec ce que l’on a trouvé dans le numéro précédent. 
: , . 5 Zz I ny 
Considérons maintenant le trinome (< +f -+ a) , et nommons y, le 


terme moyen, ou indépendant de a, dans le développement de ce tri- 
y —= 

nome. Ce terme sera le terme indépendant de ¢**V dans le dévelop- 

pement du trindme (eve! see cpey 4) omaura conséquemment, en 


appliquant ici le raisonnement qui précede, 
T 
is — fdes(t + 2 cose)’, 


Vintégrale étant prise depuis o =o jusqu’a o=7z. La condition du 


maximum de la fonction (1 + 2cosa)* donne sina = 0, en sorte que 
les deux limites de l’intégrale, o=0 et o=7z, répondent a des 


maxima de cette fonction; on partagera done lintégrale précédente 


dans les deux suivantes 
fda(t+2cosw)’, (—1)*fdw(2coso —1)', 


la premiere de ces intégrales étant prise depuis o nul jusqu’2 la valeur 
I 8 
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de o qui rend nulle la quantité 2cosw +1, et la seconde intégrale 
étant prise depuis o =o jusqu’’ sa valeur qui rend nulle la quantité 
2COSo — I. 


Pour obtenir la premiere intégrale en série convergente, on fera 


(1k 2 COSw hea aig at”: 


! . , 
en supposant % = —» extrayant la racine s de chaque membre, et déve- 


loppant cosa etc *”, on aura 
wo! 3a? tt 


Cae emt Sie PAB phy a Ata | 
513) = 


d’ou lon tire, par le retour des suites, 


$ ay, at? 
O == aS a he 


partant, 
i 
3° 2 


fda(1+2cosu)s= J saree (s — a +.. : 


BY 


L’intégrale relative az doit étre prise depuis ¢ nul jusqu’a ¢ infini; on 
aura done 


(eS eR oat z SCs 


On trouvera de la méme maniere 


Jda(2cosm —1)§= WE (: 2 4 a) 


on aura done 


fens gh )+ ist plains 
5 = Y (a oe See | L a Coe ir 
‘ aysr \ 108 rll 108 


s éfant supposé un tres grand nombre, cette quantité se réduit A tres 
1 
s+ = 


Fa . . : , 
peu pres a ——: C'est l’expression fort approchée du terme moyen, ou 
2ST . 


te : Be I s 
indépendant de a, du binbme (= +1+ a). 
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On déterminera de la méme maniere le terme moyen d’un polynome 
quelconque, élevé & une tres haute puissance. Supposons d’abord le 
nombre des termes du polynéme impair et égal & 2n + 1, et représen- 
tons ce polyndme par 

1 I I 


+- — +... +titat...ta®'i+a", 
a q-! a 


En substituant c®v—'! pour a, ce polynéme devient 


lain COSG > 2: COS 2G) — 1. ia COST Gs 
2. BIAS ti 
sil & 
or cette fonction est égale a ———; la puissance s du polynéme 
2 sinto 4 
est donc 
Duy aia ik 2 


si 
2 
singo 
Le terme moyen de cette puissance est le terme indépendant de o dans 
son développement en cosinus de l’angle o et de ses multiples. On aura 


évidemment ce terme en multipliant la puissance par do, en prenant 


ensuite lintégrale depuis o = 0 jusqu’a o == et en la divisant par =. 


Ce terme est donc égal a 


7 ee 
Si. == 


Siig 
T ‘ 


singo 


@® 
a2 % ‘ Be : . 
La condition du maximum de serine a donne l’équation 


21 == 4 ‘ 
—w=(2n+1)langso. 


tang 


4 


il y a, depuis o nul jusqu’a o = =, plusieurs maxima, alternativement _ 
positifs et négatifs. Le premier répond 4 o nul et donne 
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Q ‘ , t , ° 3 Eee . m ’ e 
Pour avoir l’intégrale précédente, depuis ce maximum Jusqu au point 


td 
me © we 
Py by 
l i—— es ‘d lorsque o = ~———> on 
Wee ania fe nul, ce qui a lieu d’abord lorsqu pera 
fera 
A . 
SU eae 
———— } = (2n+1)se", 
singw 


En prenant les logarithmes et réduisant en série, relativement aux 


puissances de a, la fonction 


, 2an-+i 
sin ———. 
log : 
s — 
© sinta 
On aura 
n(n-+t 
: 6 ee | = pele 
ce qui donne 
dt ¥6 
da = GINS eres 
yvn(n+1)s 


Vintegrale précédente devient ainsi 


(2n +1)s dt 6 
T 4 Vn(n + 1) 
Elle doit étre prise depuis ¢ nul jusqu’a ¢ infini; car a l’origine, ou 


ie 5 . A BARS 
lorsque o est nul, ¢ est nul, et 4 la limite, ob «o = — 


» 2 est infini; 
9n--+I 


cette intégrale devient donc, en ne considérant que le premier terme 


oun . : 5 . I 
et negligeant les suivants, qui sont par rapport & lui de l’ordre a2 


(2n +1)5/3 


Vnin-+1)28t 


I 


. 1 . b a 2h 
Le second maximum est négatif, et répond a une valeur de Etee 


comprise entre 77 et $7. En effet, l’équation du maximum 


it Os Sea 
lang —; w= (2n+1)tangso 
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donne 


2n-+1 
lang has Gne emrane t) 


° - 2n-+t , : * 
Ainsi, —~—-@ étant compris dans le second maximum entre = et 27, 


: ae : F; oe I nee il 
tang ~~) surpasse 7; par conséquent ——— o surpasse 7 + 773 1 


est donc compris entre jx et $x. L’équation précédente du maximum 


donne 


.. 2 == I 
rats) Oe 
2 


2A b= il 
a = aor 
SING Vcos?4a + (2n-+-1)? sintéa 


Ce dernier membre est plus petit que 


2 


on+1 sintw’ 
2. 4 


sinto 


+o ne surpassant pas 57, il est facile de s’assurer que ——— nest 
Ww 


2 


. . : . , x . D . 2 
jamais moindre que sa valeur qui répond da =z, et qui est égale a pi 


le second membre dont il s’agit est done généralement plus petit que 


: : 2n-+1 } : : 
Relativement au second maximum, —; ~& etant compris entre 7 et 


4, ce membre sera plus petit que (27 + 1); ainsi la puissance s de 


POR SY 
sin flee RE 


D j s(2)\s. « 
Shige Re surpassera point (22 + 1)*(3)°; elle sera donc, lorsque 


s est un tres grand nombre, incomparablement plus petite que la méme 
puissance correspondante au premier maximum, et qui est égale a 
(2n-+1)*. 

On verra de la méme maniere que le troisieme maximum est compris 


2n +1 Qt 11 5 5 : . 
entre ——— o = 3a, et — = 5 = 39, et qu’a ce maximum la puis- 
5: 


wle 
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ae et IL 
ew 
A DS nos 
sance s de ——_;_- ne surpasse pas (2n + 1)*(2)*; que le quatrieme 
SIN s Ww 
< QD) =p) 4 QU a 1 7 ds 
maximum est compris entre oS or et Teh ee et qua ce 


5 SA 
sin ——— w 
maximum la puissance s de —-_-,—— ne surpasse point (2n+-1)* (> 
: sIn Zw : 


[ro 


y'; 


wo 


et ainsi de suite. 
Maintenant, si, a partir de [’un quelconque de ces maxima, on fait 


2 == 1 : 2n +1 . 


sin ——— w sin ——— II 
2. 3 
en) Ne) ae, 
singo sing Il 


fi étant la valeur de o qui correspond a ce maximum, et si l’on fait 
o—II+a, 


on aura, en prenant les logarithmes des deux membres de |’équation 


précédente entre o et 1, 


s log sin oan : (IE + wo’) — slog sin} (Il + ow’) 


te 


=e fog sin = 


‘ vies log sin $11) — ¢?. 


in développant le premier membre de cette équation suivant les puis- 
sances de o’, la comparaison de la premivre puissance donnera d’abord 


baa a . 
’équation du maximum 


DO SV 
—Ii= (2n +1) tang}. 


tang 


2 
En ne considérant ensuite que la seconde puissance de o’, on aura 


yn(n-+1)sm’? = 2, 
ce qui donne 


dz’ a 
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Vintégrale 
EDT ial : 
‘ sin ao 
2 

- fdo oa = J"> 

TT Ssln>wW 
Ae PA 
sin ——— ow 


. . : 2 
prise entre les deux limites entre lesquelles —saire est nul de part 
2 


et d’autre du maximum de cette fonction, est donc & tres peu pres 


27 4-1 s 


sin - — 
2, 3) 


= 


Taree Cae 

Cette expression a généralement lieu pour les intégrales relatives & 
tous les maxima qui suivent le premier; seulement il faut n’en prendre 
que la moitié relativement au dernier qui correspond & H=-. Il ré- 
sulte de ce qui précede que cette expression, par rapport au second 
maximum, est moindre, abstraction faite du signe, que 


2 er 
J2n'n+1)sn oh 


que, relativement au (roisieme maximum, elle est moindre que 


2 q f 
= Se 9 
Y2n(n+1)st 4 


et ainsi de suite. Lorsque s est un tres grand nombre, ces quantilés 
décroissent avec une extréme rapidité, et elles sont incomparablement 
plus petites que la quantité relative au premier maximum, et qui, 


comme on l’a vu, est 
(on +1)8 ¥3 


re) 
Von(n+r)st 


on peut donc n’avoir égard qu’a cette derniere intégrale, et l’on voit 
que cela est rigoureux dans le cas de x infini; car l’équation de condi- 


: : IN+1 2ar-+i1 , ' 
tion du maximum donne alors Se eer etantun nombre 
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5 Aiea 
sin -—-— II 


. : 2 : , , : 
entier, ce qui rend ———7j;— fini, excepté lorsque Hi est zero, ce qui 
Dy 


répond au premier maximum. 
Sile polynéme est composé d’un nombre de termes pair et égal a 27, 


tel que 


en y substituant c?Y~' au lieu de a, il devient 


4 3 AA at Bis 
2 COS3@ + 2C0S$SH +...+ 2008 re, 


sInND® 
sing$o 
peut avoir de terme moyen ou indépendant des cosinus de 5a et de ses 


- Ce polynéme, élevé & une puissance entiere et positive, ne 


multiples, qu’autant que cette puissance est paire; représentons-la par 


as: alors le terme moyen sera 


I sin nw \ 25 
* fdo( ) ) 


T sin Sw 


lintégrale étant prise depuis o nul jusqu’a o = =. Cette intégrale se 
compose de diverses intégrales partielles, relatives aux divers maxima 


. siInn® . , . , , 
de la fonction {3 mais on s’assurera facilement, par l’analyse pré- 


i 
cédente, que toutes ces intégrales, lorsque 2s est un tres grand nombre 
et lorsque n est plus grand que lunité, sont incomparablement plus 
petites que celle qui est relative au premier maximum, qui correspond 
a o nul; et alors on trouve a tres peu pres le terme moyen de la puis- 
sance 2s du polynéme égal a— 

(an)2* /3 


V(2n —1)(2n-+1)sz 


En rapprochant ce résultat du précédent, on voit que, si l’on nomme 
gencralement 7’ le nombre des termes du polyndme et s’ la puissance 
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a laquelle il est élevé, le terme moyen du développement sera, lorsqu’i! 
yenaun, 


et, pour qu’ily ait un terme moyen, (7’ — 1)s’ doit étre un nombre pair, 
c’est-a-dire que ’'un ou l’autre au moins des nombres n’ — 1 et s’ doit 
étre pair. 


36. L’analyse précédente donne encore le coefficient de a* dans le 
développement du polynéme 


(a? +- ah. tae! } t-- a=... eS ars { a”)s, 


Pour lobtenir, on observera que le coefficient de a” dans le dévelop- 
pement de ce polynome est le méme que celui de a”; en nommant 


done A, ce coefficient, en faisant a= c™V-' et réunissant les~deux 
termes du développement relatifs & a eta”, on aura 2A,cosro pour 
leur somme. Maintenant, si l’on multiplie ce polynome ou sa valeur 


70 


-—.——- ] par du coslo, et qu’on integre le produit depuis « = o 
sinto Ls at 5 Pp P 
jusqu’a o=7, il est clair que tous les termes disparaitront, excepté 
celui ot. rest égal a /; l’intégrale se réduira done 4 2A, fda cos2la, ce 
8 8 


qui donne 
. 2n-I s 
sin -——— @ 
2 


Nf 
A,= — fdocoslo\ —— ae = 
a singo 


Pour intégrer cette fonction, on fera, comme ci-dessus, 


a ah — a s eae 
singo sue His 


En prenant les logarithmes et développant par rapport aux puissances 
dew, on aura, par le retour des suites, pour o, une expression de cette 
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forme, 


ce qui transforme l’intégrale précédente dans celle-ci 


lien ae 
pas uo — fdtcos st Bee eP (1+ 3A +e), 
Vn(n+1)s 


Vintégrale étant prise depuis ¢ nul jusqu’a ¢ infini. On peut facilement 
l’obtenir par le n° 26, et l’on trouve, en n’ayant égard qu’a son premier 
terme, pour sa valeur, 


32 


(an+1)y3 > maens, 
yn(n+1).287 


C’est la valeur cherchée du coefficient de a~ dans le développement 
du polynéme, lorsque sa puissance s est tres élevée. 

Cherchons maintenant la somme de tous ces coefficients, depuis 
celui de a~ inclusivement, jusqu’a celui de a’ inclusivement, / étant 
un grand nombre, mais d’un ordre inférieur a s. Pour cela, nous obser- 


verons que |’on a, par le n° 10, 


i I 


Li = i ~ dy Hh ich dy, ap RCA TINS | 
ar tLe een td! a) P| 


Bel PHATE ay ; 
Pe wa a Gait to. hina oe? 


d’ou lon tire, par le numéro cité, 


y ws, ni u real I dy pelts est 
2yi= fyidl goles ay thie ebieonst, 


x i 9° , E - . : P . as F 
in prenant Vintégrale depuis le terme correspondant a ¢ nul inclusi- 
vement, on aura la somme des valeurs de y;, depuis cette origine jus- 


quau terme y, exclusivement. La constante arbitraire sera égale alors a 


I ug dy 


Sion ek ...; ainsi la somme des valeurs de Y¥p depuis 2 nul in- 


2. 
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clusivement jusqu’a y, inclusivement, sera 


Syidl + = yo+ = e+ pala, iT Yona 


tod? 12 dl 
Supposons maintenant 
3 2 
(2m + 1) (an+i)y3_ , . n(n+1)s, 


’ 


Sr cicant ee 


alors les differences de y, seront successivement d’un ordre inférieur 
les unes aux autres; en ne considérant done que les trois premiers 
termes de la série précédente, on aura 


Syd = yo = 91 


pour la somme des coefficients des termes du développement de la puis- 
sance s du polynéme, depuis Z nul inclusivement jusqu’a y, inclusive- 
ment. En doublant cette somme, et en retranchant de ce double fe 
terme y), on aura pour la somme des coefficients, depuis celui du 
terme correspondant a a“ inclusivement, jusqu’a celui du terme cor- 


respondant a a’ inclusivement, 


22 RIS 

(2n+1 1)5 V6 V6 (fate tars gain rtis ) 
vn(n-+1)st 2 

37. Nous avons supposé dans les exemples précédents que les équa- 

tions aux différences en y, n’avaient point de dernier terme; donnons 

un exemple d’une équation jouissant d’un dernier terme, et pour cela 


considérons |’équation aux différences 


pS = sys+($—t) Psu. 


En faisant 
Ce EOE 
on aura 


pi=xso(i4- ve) — fas|(e+ 1) de + (t+1)9 dx], 
ce qui donne d’abord, pour déterminer 9, l’équation 


(1+ .2)dg+ (t+1)9dx—0, 
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dou lon tire, en intégrant, 
A 


ii (rp jr’ 
A étant une constante arbitraire. Ensuite on a 


ps=xso(i+ x) 
ou 
ee Axs 
DRS eri? 
d’ou lon tire 
r=p, A=(1+p), 


: xs dx 
rome pif : , 


(i+ x) 


en sorte que 


intégrale étant prise depuis x = 0 jusqu’a a = p. En ajoutant a cette 


Bit p) fe 


1 a)irt 


valeur de y, celle-ci 


Vintégrale étant prise depuis a nul jusqu’a x infini, et B étant une ar- 
bitraire; on aura pour l’intégrale complete de la proposée 


: =a xt da 5 xas-\dx 
he (1-4 a) TEU eae 


expression que l’on peut mettre sous cette forme 


hal Wet Some Ee pre sds 
bata (i+ a)! a bP | aa 


la premiere intégrale étant prise depuis # nul jusqu’a x infini, et la se- 
conde étant prise depuis 2 = p jusqu’a x infini. 
Maintenant l’intégrale de la proposée 


S=SYs+ (S—1)¥se4 
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Q étant une arbitraire et Dy étant la caractéristique des differences 


finies; en sorte que la fonction ) iui hose ba) p* est 


égale a 


c’est-a-dire & la somme des s premiers termes du binodme (1 +p)’. Si 
l’on compare cette expression de y, & la précédente, on aura 


Bf pet — ef 
= tay Sale Seas] 


Si lon fait s = 1 dans cette équation et si l’on observe que le produit 


1.2.3...(s—1) se réduit alors a |’unité, comme on |’a vu dans le 
n° 34, on trouve, apres les intégrations, B’= Q. Ainsi, B’ étant une ar- 
bitraire, cette équation se partage dans les deux suivantes 


Pe2 ore Soe ee xs da 
i(i—1)...(1—s +1) (Tw)? 


ine eee ome} Oe eS aber. © Sn et i ada | 
oa oe, as Pe ee 


: xs-\ dx 
5 . i * p | , ee (1+ aver 
De} YO Sr = == iD? S500 ro at 2 —— Pe ag t P le 9 


aainat x dx 
(1+ a)ert 


Pintégrale du numérateur étant prise depuis x = p jusqu’a & infini, et 


celle du dénominateur étant prise depuis 2 nul jusqu’a & infini. 
Lorsque s et ¢ sont de grands nombres, il sera facile de réduire ces 
deux intégrales en séries convergentes, par les formules des n° 22 et 
23. On aura ainsi la somme de s premiers termes du binome élevé a 
une grande puissance, par une approximation d’autant plus rapide que 
cette puissance sera plus haute. 
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Si l’on effectue les intégrations, l’équation précédente devient 


i(t —1) 


a ere. te eee 1.298...($—1) 
ne se pe y (= s--1) (i —s+.2) peel ane Loe 
af ai [ 1-+ p ee (1+. p)? 
(I-+ p big | es oad OO ea oN 


Le second membre de cette équation est une transformation de la 
somme partielle des termes du bindme (1-+ p)‘, transformation qu 


peut étre utile. 


De Capproximation des differences infiniment petites et finies, 
LP] 


tres élevees, des fonctions. 


38. Considérons une fonction quelconque de s, que nous représen- 
terons par 9(z). En y changeant s en zs + 2, désignons par y, le coeffi- 
cient de ¢* dans le développement de cette fonction; nous aurons 


do(z+t) _ : 
at a Locos 3 62 955 


¢ étant suppose nul apres les différentiations, et, comme on a 


dg(z+t)_ d¢(z) 


eas aig 


di dz 


en supposant 2 nul, on aura 


Ainsi la recherche de la différence s'*™e de 9(z) se réduit a développer 
la fonction o(s + 2) en série. 

Supposons que cette fonction de ¢ soit une puissance d’un polynome 
en é, que nous représenterons par 


(a + bt + ct? +-...)e. 
Kn exprimant par 


Jor Pit + ot? +... iy SEN). 
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son développement en série, on aura, en prenant les différences loga- 
rithmiques, . 


p(b+2ct+...) yr ayet+...+syst i+... 
abt = ce? =e. 


-_ Yo ay) é-+ V3 C7 eb ysl + a a 
Multipliant en croix et comparant les termes multipliés par @~', on 
aura 


asys + b(s —1) 75-4 + ¢(5 — 2) 7s +... pbys_1t+ 2peyso+.... 


Représentons par fa*-'odx lexpression de y,; cette équation de- 
vient 


b Cc b 2¢€ 
— S| de (« ete a + po dx (2: en came 


En égalant séparément a zéro la partie de cette équation affectée du 


signe intégral, on a 


b Cc ‘ b 2¢ : 
o=do (a+ e+ S +...) pp de (24 284...); 


ce qui donne, en intégrant, 
b c v: 
e=A(a+z+S+...] 5 


A étant une constante arbitraire. La partie de l’équation précédente 


hors du signe intégral donnera ensuite, pour déterminer les limites de 


Vintégrale, 
b Cc prt 
O02 Gaga garter ; 


ces limites sont donc x = 0 et x égal aux diverses racines de l’équa- 
tion 


b Cc 
OSS SS SS SS SP oo sc 
tb w= 


On aura donc, par les méthodes précédentes et par une approximation 
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tres prompte, les coefficients des puissances tres élevées de ¢ dans le 
développement en série de la puissance 


(a+ bt + ct? +...)?, 


et par conséquent on aura les différentielles tres élevées de la puis- 


sance 
(a’ oe b’z afk o' 22 ate ayes 


qui se change dans la précédente en changeant z dans z+ ¢ et faisant 


C=O Ze 6 22a, 


DSW AC DORI, 05 


sifeneheitel le: @telialial iene 


Appliquons cette anaiyse & un exemple. 
< étant le sinus d’un angle 6, on aura 


qs+\ ) es ds I 
dat ~ das Vj, — 33 


Pour avoir lexpression du second membre de cette équation, nous 


observerons que l’on a, par ce qu’on vient de voir, 


ys étant le coefficient de z° dans le développement de [1 — (s+ ¢)?] 
On aura ensuite 


mae 
Sa eet ves Wee ete oe 
poe N fa ida| (2 +3] | ) 


\ 


les limites de Vintégrale étant données par l’équation 


Ces limites sont 
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Comme x a trois valeurs, l’expression de y, prend cette forme, par le 
ri? 29, 
me) 


2 2 ‘ -3 
r= Asertdeli—(2+2)"] +A'fortde|i—(s-+2) | ? 


A et A’ étant des constantes arbitraires, et la premiere intégrale étant 


. : Es I 4 3 it , 4 
prise depuis 2 = — vp g Jusqu’a x =o, et la seconde étant prise de- 
, ; 4 I Ae : 
puis « =o jusqu’a # = ——- Sil’on fait 
z+ cose 
Lo 
I— 3? 


Vexpression précédente de y, devient 


1 at tee ae 4 
s+ = S+ = 


pen Resse + cosa)s tae do (z + cosw)s 
_— lek Z eo Ne abe 
Jay ees ee 


la premiere intégrale étant prise depuis o = 0 jusqu’a o égal a langle 
dont le cosinus est — z, et la seconde étant prise depuis ce dernier 
angle jusqu’a o = 7. Pour déterminer les arbitraires B et B’, on ob- 


servera que 


’intégrale étant prise depuis o =o jusqu’a o =z. En prenant cette 
intégrale et observant que 


, J eye jt\2r 
fide Costin = —. f ds| cv te nant) 
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on aura 
Pike 1 s(s —1) = 3 fie 2) (8 = 3) Oi 
w= {oat Seen meee 2. i Epo e0 24 
(1— 22) a 4. 13-5 8(s—1) (s~ 2) (s = 3) (s = 4) (85) 0 
2.4.6 Dy Bae Ween, 


Cette expression est fort composée, lorsque s est un grand nombre ; 
mais alors on peut obtenir sa valeur d’une maniere fort approchée, en 
appliquant 4 l’expression de y,, sous forme d’intégrale définie, les mé- 
thodes exposées ci-dessus. La fonction sous le signe intégral ayant deux 
maxima, l’un a l’origine de I’intégrale et l'autre 4 son extrémité, nous 
la décomposerons dans les deux suivantes 

I 


¥s== ———— [fda (z + cosa)’ + (—1)' f dw (cosw — z)5], 


et Rey 


(1 — 22) 


la premiere intégrale étant prise depuis ,o nul jusqu’a o égal a l’angle 
dont le cosinus est — z, et la seconde intégrale étant prise depuis o nul 


. a8 t ‘ . ; I e 
jusqu’a o égal a l’angle dont z est le cosinus. Soit = =: 4, et faisons 
(2 -+ cosw)s= (1+ 2)8ce-"; 


on aura, en prenant les logarithmes et réduisant cosa en série, 


dot il est facile de conclure 


a=! tyairal| 1 (a 20s: |; 


12 


on aura ainsi, en observant que l’intégrale doit étre prise depuis ¢ nul 
jusqu’a z infini, 


4 
2 ot see = 
fda (z+ coss)s= * VR Oy 4 3) at eR z) a 


ee ee 
. 
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En changeant < dans — s, on aura 


slay . Re 
JS de (coss — z)s= 7 AE (eel ‘|r SPE 5 amt 
partant 
va jeter aed 
——— nents |e Sa ae 
(1— 2) 2Vasx 


(6) 
ae au ! eee : 
cae | 


1 
I++ z) 2Vosn 


dans le cas de s tres grand, cette expression se réduit a fort peu pres 


ce terme tres simple, 
I 


Pees ee 
(1—z) 2Vasn 


Si on multiplie l’expression (6) de y, par le produit 1.2.3...s, pro- 
duit qui, par le n° 33, est égal a 


sa es lo ’ 
S$ 2¢-5 Jon (1+ === “eee | 
12 
on aura a tres peu pres 


a9 = yr—s? sens 
dzs*! dzs doe 
i Gea) Mal 


39. Lorsqu’une fonction y, de s peut étre exprimée par une inté- 
grale définie de la forme f ao dz, les differences infiniment petites et 
finies d’un ordre quelconque 7 seront, par le n° 21, 

dys 
ds” 
Ay, = faso da (x —1)”. 


= [aio dx (logz)®} 


Si, au lieu d’exprimer la fonction de s par l’intégrale fx*o dx, on l’ex- 
prime par l’intégrale fc-*”9 dx, alors ona 
dys 
‘ds 
er, SG Ee bce a . ye 


= (- 1)" ato dze, 
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Pour avoir les intégrales nie, soit finies, soit infiniment petites, il 
suffira de faire n négatif dans ces expressions. On peut observer 
qu’elles sont généralement vraies, quel que soit n, en le supposant 
méme fractionnaire, ce qui donne le moyen d’avoir les différences et 
les intégrales correspondantes & des indices fractionnaires. Toute la 
difficulté se réduit & mettre sous la forme d’intégrales définies une 
fonction de s, ce que l’on peut faire par les n° 29 et 30, lorsque cette 
fonction est donnée par une équation linéaire aux différences infini- 
ment petites ou finies. Comme on est principalement conduit dans 
l’analyse des hasards & des expressions qui ne sont que les différences 
finies des fonctions, ou une partie de ces différences, nous allons y ap- 
pliquer les méthodes précédentes et déterminer leurs valeurs en séries 


convergentes. 


sae : I rs 
40. Considérons d’abord la fonction gz’ En la désignant par y,, elle 


sera déterminée par l’équation aux différences infiniment petites 


Aas 
ds ie 


Si Pon suppose, dans cette équation, 


Ys ==) ens Q (Oe eC -Se — oy, 
elle deviendra 


Chek > ° ° ’ ° r \ a 
d’ou lon tire, en intégrant par parties, conformément 2 la méthode du 
n° 29, les deux équations 


Os io ee ee cE 5 
O=- #9 oy, 
La premiere donne, en l’intégrant, 
o= Ani, 


A étant une arbitraire. La seconde équation donne pour les limites de 
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Vintégrale fc-** odx, «=o et x =x. On aura donc, dans ces li- 
mites, 


I c 
—_ — tA eh 
i= A fa dzc--, 


Pour déterminer la constante A, nous observerons que, s étant 1, le 
premier membre de cette équation se réduit a l’unité, ce qui donne 


1 iW god. dxe7sx 


stay) fz dxc-*’ 


A partant 


I 
~ fai dx c-®’ 
on aura done par le numéro précédent 


is i oy A CL ewe AC Bee Oe 
(+) A con PCLT Ee : 


les intégrales du numérateur et du dénominateur étant prises depuis 2 
nul jusqu’a & infini. 


Pour développer cette expression en série, supposons 
git C82 ( eae — 1 ain! Cae one ss 1\F Ca. 


a étant la valeur de « qui répond au maximum du premier membre de 
cette équation. Si l’on fait « =a-+ 9, on aura, en prenant les loga- 
rithmes de chaque membre, et en développant le logarithme du pre- 
mier dans une suite ordonnée par rapport aux puissances de 9, 


he?+ h'6s+ h’G4+...= 2, 


les quantités a, h, h’, h”, ... étant données par les équations sui- 


vantes: 
t—I Cme 
Or=—= = = 
a Cea I 
i—I n Cae n (Ge 2 
i ase Se (te A 
2a? 2 Ce—1 2 \qc4—I1 
h' i—iI ee acs n Cae Gee NE: 
Ls ae i = Te SPAT a = =e 9 
3a3 6 c-4—I1 2 \c-4—1 oO Were Sei 


On) Be Oet OO G tet Datcaty Cece ire Che Ge On ian poo Dec OLG tyhenr ort. O95 Obey eh Cece iC er ie NOE eT Ceca Cun igri 
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on aura donc, par le retour des suites, 
5h'2— hhh” 
| 12 + 5 ); 


4 t Wet 
ao = J - — } =a . eed 
vh ( 2hyh Shs : 


et cette suite sera d’autant plus convergente que le nombre v sera plus 
considérable. En substituant cette valeur de 9 dans la fonction fdic~, 
et prenant l’intégrale dans les limites ¢ = — o% et? = %, limites qui 


correspondent aux limites «=o et v=, on aura 


Va ( D5 h'2— 12hh’ 
t+ +o.) 


aes dx c—$# (ct — Wes tie! C Sane (oes 1)? ii so ee 
V L 


On a d’ailleurs 
: ie Pees 
fade Po fal dua, 
. U 


et lorsque z est tres grand, on a, par le n° 32, 


Sees its = I 
eave Oe ie (fla cy ee. : 


en divisant done lune par l’autre les deux valeurs de 


eae Ce) GE a et aie cee. 


on aura 
15 h’2— rahh’ | 


i-| se al oe ee 
(5) cl—sa | e-a__ 1)” | Pet 163 


a 


Oe 


Pour avoir la différence finie ni®™? de la puissance positive s‘, il suffit, 


par le n° 30, de changer dans cette équation 7 dans — 7, et on aura 


| Ar si=(s-+ n\i—n(st+n—1\i+ 
1.2 


| Te ie 
\ a2 (ce? —1)2 
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a, (U,V, ... étant données par les équations 


ae ame ECS 
i = aes 
a ce— 1 
i 7+1 nr (BE: n (e 2 
a 2 ‘ a rie : ? 
2a Cl T 3) ce — I 
i! tI Ps, CE n Ge 2 Re ce 2 
a eae i sk. a ae Saat. ss. y) 
oa? 6 ¢ct#—1 2 \cee@—1 U3 eF=25 
ae + a CH Wile Caen. Ae? ( Ca n Cz ; 
io = oa 7 —— 9 
4a‘ 24 ct#—1 24 \et*—1 2\c¢—1 4 arse) 
S 


La serie (v’) cesse d’étre convergente lorsque a est une tres petite 
fraction de lordre 5; car il est visible que, les quantités /, /’, l’, ... 
formant alors une progression croissante, chaque terme de la série est 
du méme ordre que celui qui le précede. Pour déterminer dans quel 
sas a est tres petit, reprenons l’équation 


an nce 
5 


(0) = : 
a c&é— | 


On peut la transformer dans la suivante, lorsque a est tres petit, 


fee n a 
hee Gs ee 
a 


ainsi @ sera fort petit toutes les fois que 7 — x sera peu considérable 
. . n hag: 3 ” , - 
relativement ds -+ —- Dans ce cas, on déterminera A”s‘ par la méthode 
2 


suivante. 
Reprenons l’équation 
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dans laquelle se change la formule (y.), lorsqu’on y fait z négatif et 
égal a — i. On peut mettre la fonction (c~” — 1)” sous cette forme 


Si l’on fait 


on aura généralement 


da —(s+5)x_ f. n\' (dx'e-*’ | 
A a Cg aa: 


or on a trouvé dans le n° 33, par le passage du réel a imaginaire, 


rae : 
Cae 2om(—1) pen. G1 oe! Cs ‘ 
7 fat Nae co? = (r—1)(r—2)(r Die ger 


partant on aura 


[ ae Wie ee Ve oe 
| Avs’ (1 —n+1)(t—n+2)... ae 


i+ (in) (in —1) 4, 
24 (s+ a 
Sy) sty li elder tees ee 
pee 
\ So ieaastah: sige iy Bg eae Rn uA Sen cy RRO ae eee 


Cette série sera tres convergente si ¢ — n est peu considérable relative- 


A nr hd R r a is 
ment a s+ =; elle peut d’ailleurs étre employée dans le cas oi 7 est 
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fractionnaire, comme il est facile de s’en convaincre. Quant au produit 
(U—n+1)(t—n-+2)...1, il est facile de l’obtenir en série conver- 
gente, par le n° 33. 

La formule précédente est une application tres simple de l’équa- 


tion 
dyn dy on ft 
2 2 
¥ ds 1s 
A®ty,;=\e Se OS 4 


que nous avons donnée dans le n° 10; car, en développant le second 


membre de cette équation et faisant y,—= s‘, on obtient directement 
cette formule que nous avons conclue des passages du réel a l’imagi- 
naire, ce qui confirme la justesse de ces passages. 


44. Les formules (u’) et (v.”) des numéros précédents supposent x 
égal ou moindre que z. En effet, si l'on considere l’expression 


CG 2 er, ( 
git! (¢ ane t) 
ANP seat : ’ 


Ge (= 
tH 


dont le développement a produit ces formules, on voit que, les limites 


des intégrales du numérateur et du dénominateur étant déterminées 
8 
par le numéro précédent, en égalant 4 zéro le produit des quantités 
sous le signe intégral par x, ces limites seront toutes imaginaires 
8 8 8 
lorsque i sera plus grand que z, au lieu que, dans le cas ol z sera 
moindre que n, les limites de l’intégrale du numérateur seront réelles, 
tandis que celles du dénominateur seront imaginaires; il faut done 
alors ramener ces dernieéres limites 4 l'état réel. Pour y parvenir, nous 


observerons que l’on a généralement 


a ie 2) paride ont 
Sl SAB aki e gy FC SOLES 


. . : brig . , . mM , 
Si l’on fait dans cette expression ¢ négatif et égal 8 — r — —, m etant 
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moindre que r, on aura 


mm 


2 daxron-® i= rH fe ” dxen-# 


re age ae SO Paro a = 5 
am m m nN . 
©’ ~ 1-- De Peto ld 
n n n 


or on a, par le n° 33, les intégrales étant prises depuis « nul jusqu’a 


a infini, 


A ae 2 : dx c7* ane e 
t étant ici positif : c’est expression de {> dont on doit faire 


usage dans le cas que nous examinons ici. Si l’on fait « = 7", on aura 
S | 


ma WL 
n peas ay i 
<s iis n heel Fe dxe7t = fue f ph ams die! [ves di (je 


mt 


et Péquation (T) du n° 24 donne, en y changeant r dans m + 1, 


pL Des dt Cee er! dtc" = 7 ; 


on aura donc 


dxce7% y (— p\r+t 71% 
faa 57D 5 


sin — 2 fx! dxc-* 
n 


d’ot on tire, en substituant cette valeur dans l’expression précédente 
de A” 5’ 
MT 
(—1)’*! sin —— 
{,,M mG he = = 
ita At st = Des Ne are- ss e752 ( e-% — 1 )n, 
les intégrales étant prises depuis 2 nul jusqu’a x infini. 

Le procédé qui vient de nous conduire & cette équation est fondé sur 
les passages réciproques du réel a l'imaginaire; mais on peut y par- 
venir directement par l’analyse suivante, qui confirmera ainsi la jus- 
tesse de ces passages. 
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: nos Leer : . a hau ttre 
Si lon prend Vintégrale f o> depuis « =  jusqu’a x infini, on 


m c A . 
aura, en faisant ¢—=r-—- at la fonction 


1S a m MO SES 
(— 1) ese s” —— a ! — yaa 

s fo A se n egh er 
m m m =i) ) 
= —){(2+ — 1a | n m m H 
n n n Sa (a ah yee | ee We 

\ \ 15a n a 

(—1)7+l grt dxc s# 


-+ eS eS = 
m _ m _ im ‘ bs 
= i= Py ae n 
n n n we 


Or on a généralement, lorsque « est infiniment petit, 


A” E84 57 f 
—————_—. = Oo, 


at 


J étant zéro ou un nombre entier positif; car, si l’on développe c ™ en 
série, et que l’on désigne par 427s? un terme quelconque de cette série, 


on aura 
Iraq Ff A” s9+r-f = o. 


En effet, si g surpasse f, ce terme devient nu! par la supposition de « 
q I | 

infiniment petit. Si g est égal ou moindre que /, g +-r—/ sera égal 

ou moindre que 7, et, par conséquent, il sera plus petit que z, et alors, 

par la propriété connue des différences finies, A”s?*’-7 sera nul. Il suit 


CTSL dx co7s® ( Ce 1)? 


' dx Sets 
dela que A” | ——__— ou i) —_ se reduit a 


etl ar 


dx ces 
(— ri WR Ya +=. 
a” 


= ? 
m m m : 
—{i+—){2+—)...1 
n n nr 

, 


Vintégrale étant prise depuis 2 nul jusqu’a infini. Si lon fait a = —. 


m 
dost, im atiipdal on® 
yy 8) ; m ? 

or avin 


on aura 
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les intégrales étant prises depuis et x’ nuls jusqu’a x et infinis 
on aura done 


AS 
P —, AZ st 
™m 
pe wee ae 


gH m m m : 
—{i1+ — Oem WN Fats A 
n n n 


: m m fies 
En substituant pour (: ae =| (2 + m, .t sa valeur Joe 


—, et ob- 
We i dpe 
servant que l’on a, par ce qui précede, 
n TA m7 Tt 
aig here ogee 7 
fe Oe C! fe agen ee 
m m 
sin— tt 
HL 
on aura la formule (p.”). 
Siz est un trés grand nombre, on aura, par le n° 33, lintégrale 


faidze~: 


on aura ensuite, par ce qui précede, l’intégrale 


dao tort 1h 
itl } 


ainsi l’on obtiendra, par une série tres convergente, la valeur du second 
membre de la formule citée. 


: . m 
Supposons z infiniment petit, r sera nul, et — sera une fraction infi- 
niment petite; on anra donc 


La formule (y.”) donnera ainsi 


An logs =— f ©  (e 1G eee es 


expression que l’on réduira facilement en série convergente, lorsque x 
est un grand nombre. 
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42. On a souvent besoin, dans |’analyse des hasards, de ne considé- 
rer dans l’expression de A”s‘ que la partie dans laquelle les quantités 
élevées 4 la puissance ¢ sont positives. Nous allons déterminer lasomme 
de tous ces termes. Pour cela, reprenons la formule (v.”) du numéro 
précédent. Si l’on y substitue au lieu de A”s? sa valeur 


Ae 
(s+ n)'—n(st+n—1)! eas z 


(stn—2)i—..., 
NAPA ; 


et si l’on y change ensuite s dans — s, on aura, en ne continuant les 
deux séries du premier membre de l’équation suivante que jusqu’aux 
termes dans lesquels la quantité élevée & la puissance ¢ devient néga- 
tive, et observant que le signe + a lieu si 7 est pair et le signe — sin 
est impair, 


()'l (n—s)i—an(n—s 1 Ey 5a}. | 
(= 1)f[s'— nfs ye MESH s 2)? — | 
soa ae earth Pe faidze= aes est (eX — 1)", 


Si Von change dans la derniere intégrale x en — 2x’ — 1, elle devient, 
apres toutes les réductions, 


n+i s w\ 

: aaa ——=., sinz’\n 
on—i(_1) 2 f g'n-'-1 dz'[cos(as — n) a! — /—1sin(2s—n)z'] (= ;) ) 
V’intégrale relative a a’ étant prise depuis a’ nul jusqu’a 2’ infini. On 

aura donc 


n(n —1) 


/ (1)é [(n ea) ees TT a Sa a de 8 ety a | 


I.2 


a 1) [s#— ns —1)+ ited (s— a)—...| 


(—iy+t «6 ome 
ee 9th (_. 1) * sin- - fx dxc— 
TT 


ae Sima \e 
Se anes dz'[cos(2s —n)a' — /—1sin(2s—n)x'] ey . 
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. . m , 
Supposons r= n—1, ce qui donne t= —1t + —, ef comparons sé- 
parément les parties réelles et les parties imaginaires de l’équation 


précédente. Ona 


orona 
1—cos2lz + ¥—1sin2lz, 


/ étant un nombre entier; on aura done 


m1 


Les valeurs correspondantes de (— 1)” sont 


cos(2t-+ 1) OE =r sin(20-+1) 7". 


Maintenant (1)‘ devant étre supposé égal a 'unité dans l’équation (0), 


; _ a : al P= oo wih 2 : 
il faut choisir Zde maniere que Cos - + y— 1 sin-—— soit 1, ce qui 
exige que l’on ait 

Dr ae 


=2fn 
n Jt: 


fétant un nombre entier que nous pouvons supposer nul; alors on a 


m 


ees mr —— ., mn 
(— 1)” = cos — + /—1 sin ——; 
: Tt Vu 


mais ona 


la partie imaginaire du premier membre de l’équation (0) est donc 


ya sin = | 5 n(s —1)'4 idee. a? elf 


1.2 


4 


Déterminons la partie imaginaire du second membre de l’équation (0). 
Ona 


(— 1 \7+2—1 — (— 1)2"—2 Si 00 


vi 


LIVRE PREMIER. 171 


on a ensuite 
. aes! I — ue 
2 =— f—1(—1)?", 


(—1) 


A : m : Fann 
a cause de r=n—tetdet =n —1+4+ > OF ona, parce qui precede, 


on aura done, pour la partie imaginaire du second membre de |’équa- 
tion (0), 

ne ab a 

sii m 


jo n lie MT | SN ee 
— 2h—-hy/— 1 ———— fdz' az’ ” cos (2s le | ( =| jude. 
T 


2n ie 


Si lon égale cette fonction & la partie imaginaire du premier membre 
de cette équation ; si l’on observe de plus que 


m 


! m m Ah Ge 
fe eee = (14 ua (> ak 7 cee fon OC 
: ny hr 


m m : 
— G e) (2 —- =| PI0URK, 
n n 


en faisant & = ft"*”"-' dtc", Vintégrale étant prise depuis ¢ nul jus- 
qu’a z infini; enfin, si l’on suppose 2s — n = s, on aura 


™m 
ee Ania ohaen 


m ; 
== a fal ” da! cos (sx/— | (SS) cs 
Dans le premier membre de cette formule, la série doit étre continuée 
jusqu’a ce que l’on arrive 4 une quantité négative élevée a la puissance 
Nn—-I+ ms s ne surpassant point 7; dans le second membre, l’inté- 
grale doit étre prise depuis x’ nul jusqu’a 2’ infini. 
La comparaison des parties réelles des deux membres de |’équa- 
tion (o) conduit au méme résultat, et d’ailleurs elle prouve que, pour la 
coincidence des deux résultats tirés de la comparaison des quantités 
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réelles entre elles et des quantités imaginaires entre elles, il est néces- 
saire de supposer, comme nous I’ayons fall, AO: 
On peut encore parvenir a la formule (p) au moyen de l’équation 


suivante : 
i[o(s+2,n)—9(z,n)]=(n+ 2+ 2) 9'(3+2,n)+ (n—2) 9'(2,7), 


o'(z, n) étant le coefficient de dz dans la différentielle de 9(z, n), et 
4 


o(z, n) étant égal a 


tous les termes dans lesquels la quantité élevée & la puissance z est né- 
gative devant étre rejetés, et z ne surpassant point x, en sorte que la 
quantité élevée a la puissance z ne surpasse jamais 27. En résolyant 
cette équation aux différences infiniment petites et finics, par la mé- 
thode du n° 30, et déterminant convenablement les constantes arbi- 
traires, on parvient a la forme ( p). 

Nous allons maintenant donner quelques applications de cette for- 
mule, qui vont nous conduire a plusieurs théoremes curieux d’Analyse. 

Supposons m nul; alors ona 


k= fterr-tdtce-" = ae 
A 5 
la formule ( p) devient ainsi 


(n + 2)?-!'—n(n+3—2)r-t4 Ye ana 


Tike Bein aoe 


P sina’ \” 
Sdx cos 22’ (Sa) 


TT 


Ona 


ce qui donne 


sin.z’\ 2 te ree ( Wa A 
———) = i oe : 
we ) ross ee 
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on aura done, par le n° 26, en faisant s = rn, 


ae hi _(sina’\” 
J dz' coszx ie | 
x 


TT 


Cs sarees gs apea al UI pir ae a 
2nt 20n as 
Gait VR joe oon ne nin SRA ees sales t) (iy cea) amet a 
<9 ce? dail, J aaa ond: ell) ae : neat 


la série de ce dernier membre devant étre arrétée aux puissances des 
quantités négatives. 

En différentiant cette équation par rapport a 7, on aura, avec la con- 
dition de l’exclusion des puissances des quantités négatives, 


(30-5 3 
=—3r q/—e ? fe -- (5—rort + 3rt) +... ]. 
20n : 

En continuant de différentier ainsi, on aura les valeurs des différences 
inférieures, pourvu cependant que le nombre de ces différentiations 
soit fort petit relativement au nombre nr. On peut observer que ces 
équations subsistent, en y faisant r négatif; car cosza’ ou cosa’r yn 
est le méme dans les deux cas de r positif et der négatif. 

On peut, en intégrant successivement l’équation (q), obtenir des 
théoremes analogues sur les differences finies des puissances supé- 
rieures a7, en excluant toujours les puissances des quantités néga- 


tives. Ainsi on a, par une premiere intégration, 


— _ é { — Nem 
(n+ rn)’ —a(n+ryn—2)" + me = t) (n+ ry¥n— 4)” 
ee eee ee nee oe et) 
enero ee eee 
=\/ 2 fare [s— gg 6+ 3ry+...| 


ay 3 
ss Sea 2 —-7? 

Sst Ea Wee fdre *® ~~ ——prir— rie * +... ]. 
2 20n 
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On déterminera la constante arbitraire C en faisant commencer avec 7 


as 
= 
2, et en observant qu’alors, 7 étant nul, le dernier 


lVintégrale re 
membre de l’équation se réduit & cette constante. Dans ce cas, le pre- 
mier devient 


n®—n(n—2)"+ MEE in ih Whe, 


Mais on a, comme on sait, sans l’exclusion des puissances des quantités 


négatives, 


n®—n(n—2)"-+...qen(a— nee (nn)? 1.2.3...n.2", 


le signe supérieur ayant lieu si est pair, et le signe inférieur si n est 
impair. Dans les deux cas, on voit que la somme des termes dans les- 
quels les quantités élevées a la puissance n sont négatives est égale a 
la somme des autres termes; ona donc, avec l’exclusion des puissances 
des quantités négatives, 


een 


n®—n(n— 2)? + 
1.2 


N= Ah, SED own 2e 


ce qui donne C =}; par conséquent, 


(n ale PA) a toe ry 2)” ord n(n — 


OST n Satin Oe 


Hn intégrant de nouveau cette expression et déterminant convenable- 
ment la constante arbitraire, on trouve 


(n+ryn 


(Pannen aj HELPS anton yn gyre = 


1.2.3...(n+1)a%V/n 


oe Eos 


ae 3 . ee ed 3 I T 
= >| fare Cae ls (1379) | +0. po Er, 


Aé 7m , x s , , ‘ ’ 2 Ke 
43. On peut étendre les méthodes précédentes A la détermination de 
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la différence ni? dune puissance quelconque d’une fonction ration- 
nelle de s. Il suffit pour cela de réduire, par la méthode du n° 29, cette 
fonction & la forme fa‘odax. Mais on a vu qu’alors on parvient, pour 
déterminer 9, & une équation différentielle d’un degré égal au plus 
haut exposant de s dans cette fonction, et qui le plus souvent n’est pas 
intégrable. On peut obvier & cet inconvénient au moyen de multiples 
intégrales, de la manieére suivante. 
Considérons généralement la fonction 


I 
(s+ p)i(s + p')®(s-+ pv)... 


Si dans Pintégrale fa’! dxc*?)”, prise depuis x nul jusqu’a & infini, 


- if . 
on change (s+ p)x en a’, elle devient ———j fa2"'dx'c, la nou- 
>) ( P) ’ (s —- py db ’ 


velle intégrale étant prise dans les limites précédentes. La comparaison 
des deux intégrales donnera 


I fr Ax c-(StP)x 


(stp) fak'dee-* 


Il suit de 1a que 


I 
pe is r\7¢! i W\ jl r 
(s+ p)i(s + p')" (s+ pp”)... 
face sae oh ail... da da! dx"... c~ PE— Pll — prt! nS lb Ha) 
of a dx c-® fats da’ CHE f BAA dx! coe" tie Siiisiae: 


toutes les intégrales élant prises depuis x, 2’, x”, ... nuls jusqu’a leurs 
valeurs infinies; on aura donc 


I 
n 


(st+p)i(s+p')’... 


On réduira facilement en séries convergentes, par la méthode du n° 40, 
le numérateur et le dénominateur de cette expression, et si lon 


change dans ces séries les signes de 2, i’, ..., on aura la valeur tres 
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approchée de 
An(s+ pli (s+ Ps 


n,i, i’, ... étant supposés de tres grands nombres. On trouvera par le 


numéro cité 
; 7 
Avis + p\i(s + p’)r... 


HNGEEe fii Neo hae ; 
(=) - .. est p)a+(stp!)al+...-i-!—... (care ae oa 1)” 
- i Hiei) neste ET ee 7) ni’ c@ra’+... 

\  @2 (cara’+..._ 1 )2 ~ @z (gatas... 4)2 


a,a,... étant déterminés par les équations 


i-+1 NCE te 
hi a a al amie Si Mit 
u+1) i+1 ’ 
aa sini aa eal 
(is i A Rs on , 
ge Rage ime emi mata Meare A 


Le cas le plus ordinaire est celui dans lequel les exposants 7,7’, 7’, ... 
sont égaux, et s-+p, s-+ p’,... forment une progression arithmétique. 
On peut obtenir alors, par la méthode suivante, la différence finie de 
leur produit élevé & une haute puissance. 

Considérons la difference A”[s(s —1)]’. Si Von fait s = s’+ 4, elle de- 


vient 
t \é 
4s’? ) 


En développant cette fonction en série, on a 


At s'2t (: 


teil di ee: i(7 —1 ; 
INL = A? g/2t-2 4. se Af g/ 2i-4 — 
Les formules du n° 40 donneront la valeur approchée de chacun des 
termes de cette série, et l’on voit, par ces formules, que, 7 et / étant de 
tres grands nombres, A”s?’~* est d’un ordre moindre de deux unités 


que A”s*’, d’ou il suit que chaque terme de la série précédente est d’un 
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‘ 
“ 


ordre inférieur dune unité a celui qui le précede, ce qui montre la 
convergence de la série. 

On arriverait au méme résultat en résolvant, par approximation, 
Péquation différentielle du second ordre en 9, a laquelle conduit la me- 
thode du n° 29. Lorsqu’on suppose 


Ona 


ais fo todr= (s ~~ ‘) fe-©2 «9 dx. 


En faisant disparaitre s’ des coefficients de cette équation, par la me- 
thode citée, dans les termes affectés du signe intégral, égalant ensuite 
a zéro la somme de ces termes et supposant ensuite, dans l’équation 
différentielle que l’on obtient ainsi, 9 égal & une suite ascendante par 
rapport aux puissances de a, on aura une série convergente. On aura 
ensuite 


; : ns Wa ae 
d’ott Von tirera une valeur en série de A” (es _ 7 , et dans laquelle 


: : F : x 1\? 
il suffira de changer le signe de z pour avoir la valeur de A” f — 7) 


Cette maniere de résoudre par approximation Véquation différen- 
tielle en 9, et que nous avons indiquée a la fin du n° 30, peut servir 
dans un grand nombre de cas ott cette équation n’est pas intégrable 
exactement. 


Remarque generale sur la convergence des series. 


44. Nous terminerons cette Introduction par une observation im- 
portante sur la convergence des séries dont nous avons fait un si fré- 
quent usage. Ces séries convergent tres rapidement dans leurs pre- 
miers termes; mais souvent cette convergence diminue et finit par se 
changer en divergence. Elle ne doit pas empécher l’usage de ces séries, 
en n’employant que leurs premiers termes, dans lesquels la conyer- 
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gence est rapide; car le reste de la série, que l’on néglige, est le déve- 
loppement d’une fonction algébrique ou intégrale, tres petite par rap- 
port & ce qui précede. Pour rendre cela sensible par un exemple, con- 
sidérons le développement en série, de l’intégrale fdéc~", prise depuis 


¢ = T jusqu’a z infini. On a, par le n° 27, 


oT 2274 23'T6 


= 4 \ ' 
fat ota (1 sag + ee Spe te) 


Cette série finit par étre divergente, quelque grande que soit la valeur 
que l’on suppose 4 T; mais alors on peut employer sans erreur sen- 
sible ses premiers termes. En effet, si l’on considere, par exemple, ses 


: ae LedeOegn t een 
quatre premiers termes, le reste de la série sera —— = j 


24 £8 
cette quantité, abstraction faite du signe, est plus petite que le terme 
i,3 mite 


— ———- qui précede, c’est-a-dire que l’on a 


94 T7 
Ct dhe 
T7 <7 ts? 


dL Cae pee coe ° dt c-® 
7 io oe ty ate t6 


En déterminant la constante de maniere que l’intégrale soit nulle 
—T2 


car ona 


n c 
lorsque ¢=T, on aura 7 


nant intégrale depuis ¢=T jusqu’a ¢ infin1, 


[ UES Pests are < 
oy a SS — — 9 — 4 
J] 6 7 ie 


La série précédente peut donc étre employée tant qu’elle est conver- 


pour cette constante; on aura donc, en pre- 


gente, puisque l’on est sur que ce que l’on néglige est au-dessous du 
terme auquel on s’arréte. 

Cette série jouit encore de cette propriété, savoir, qu’elle est alter- 
nativement plus grande et plus petite que sa valeur entiere, suivant 
que l'on s’arréte & un terme positif ou & un terme négatif. On peut 
nommer, par cette raison, ce genre de séries, séries limites. Au reste, 


ona vu dans le n° 27 que, dans le cas ot elles sont divergentes, on 
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peut, en les réduisant en fractions continues, obtenir des approxima- 
tions toujours convergentes. 

Ce que nous venons de dire sur la série précédente peut s’étendre a 
toutes celles que nous avons considérées et doit dter toute inquiétude 
sur les usages que nous en avons faits. En effet, on peut toujours arré- 
ter ces séries au point ou elles cessent d’étre convergentes, et repré- 
senter le reste par une intégrale. C’est ce que nous allons faire voir sur 
la formule la plus générale du développement des fonctions en séries. 

On a, en prenant l’intégrale depuis = = 0, 


fdz g(x —z)=9(«)—9(x—2z), 
o’ (a) étant la différentielle de 9 (a) divisée par dx. Si l’on désigne pa- 
reillement par 9”(x) la différentielle de 9’(a) divisée par dx, par 9” (a) 
la différentielle de 9’ (a) divisée par dx et ainsi de suite, on aura 
S dz q'(x— 2)=29'(4 —2)+ f2dz o"(x« —2z), 
Ssdz o" (a — 2)=4$279"(2 — 2) + [522 dz o” (x — 2), 


En comparant cette expression a la précédente, on aura 


2 a 
Z- n 


Cit eee ie ae ay wear Aare SPR) be eae 
eel ) er ee ( 


g(x) =9(@—2)+29'[(e—2)+ 


pen tees pr (a — 2). 


ee 
Faisons « — z = ¢, l’équation précédente prendra cette forme 


z* u le gees See (2) 
Wi eer ek ( 


p(t+ 4)=9(t)+29'(t)+ t) 


1.2 


far ds’ ott) (t+ 3 —2"), 
n 
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U 


Vintégrale étant prise depuis z’= o jusqu’a z= z. II est clair que, si 
l’on faisait dans cette intégrale 9“*" (¢ + 2 — 3’) constant, on aurait 
un trop grand résultat si l’on prenait la plus grande valeur de cette 
quantité, et un trop petit résultat en prenant sa plus petite valeur. II 
y a done dans l’intervalle de s’= 0 a z= < une valeur de z’ telle qu’en 
supposant cette quantité constante, on aura un résultat exact. Soit wu 


cette valeur; l’intégrale précédente devient ainsi 


: Sa — Cp (Ee) (ares 
oe ais (¢+ u), 


ce qui donne 


j gh 
Pilea e ll Oi hae SOE) eee ere wt a ee 


grr 


is ori) (t+ 2—u), 


ipo ae at) 
= —wu elant compris entre zéro et s. On pourra ainsi juger de la con- 
vergence de la série et du degré d’approximation, lorsqu’on s’arréte 2 
Pun de ses termes. 
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THEORIE GENERALE DES PROBABILITES. 


CHAPITRE PREMIER. 


PRINCIPES GENERAUX DE CETTE THEORIE. 


1. On a vu dans I’Introduction que la probabilité d’un événement 
est le rapport du nombre des cas qui lui sont favorables au nombre de 
tous les cas possibles, lorsque rien ne porte & croire que l'un de ces 
cas doit arriver plutot que les autres, ce qui les rend, pour nous, éga- 
lement possibles. La juste appréciation de ces cas divers est un des 
points les plus délicats de l’Analyse des hasards. 

Si tous les cas ne sont pas également possibles, on déterminera leurs 
possibilités respectives, et alors la probabilité de l’événement sera la 
somme des probabilités de chaque cas favorable. En effet, nommons p 
la probabilité du premier de ces cas. Cette probabilité est relative a la 
subdivision de tous les cas en d’autres également possibles. Soient N la 
somme de tous les cas ainsi subdivisés, et n la somme de ces cas qui 
sont favorables au premier cas; on aura 


n 
P ae NN’ 
On aura pareillement 


f 


ee n” 
ew? Peay Ne vee 


en marquant d’un trait, de deux traits, ... les lettres p et 2, relative- 
ment au second cas, au troisieme, .... Maintenant la probabilité de 
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V’événement dont il s’agit est, par la définition méme de la probabilité, 


égale a 
) i uv 
Neen ten ae 
N 


> 


elle est donc égale ap +p’+p’+.... 

Lorsqu’un événement est composé de deux événements simples, 
indépendants l’un de l’autre, il est clair que le nombre de tous les cas 
possibles est le produit des deux nombres qui expriment tous les 
cas possibles relatifs & chaque événement simple, parce que chacun 
des cas relatifs 4 ’un de ces événements peut se combiner avec tous 
les cas relatifs 4 autre événement. Par la méme raison, le nombre 
des cas favorables a l’événement composé est le produit des deux 
nombres qui expriment les cas favorables a chaque événement simple; 
la probabilité de l’événement composé est donc alors le produit des 
probabilités de chaque événement simple. Ainsi la probabilité d’amener 
deux fois de suite un as avec un dé est un trente-sixieme, lorsque l’on 
suppose les faces du dé parfaitement égales, parce que le nombre de 
tous les cas possibles en deux coups est trénte-six, chaque cas de la 
premiere projection pouvant se combiner avec les six cas de la se- 
conde, et parmi tous ces cas un seul donne deux as de suite. 

En général, si p, p’, p”, ... sont les possibilités respectives d’un 
nombre quelconque d’événements simples indépendants les uns des 
autres, le produit p.p’. p’.... sera la probabilité d’un événement com- 
posé de ces événements. 

Si les événements simples sont liés entre eux de manieére que la sup- 
position de l’arrivée du premier influe surla probabilité de l’arrivée du 
second, on aura la probabilité de l’événement compose, en détermi- 
nant : 1° la probabilité du premier événement; 2° la probabilité que, 
cet evenement étant arrivé, le second aura lieu. 

Pour démontrer ce principe d'une maniere générale, nommons p le 
nombre de tous les cas possibles, et supposons que dans ce nombre il 
yen ait p’ favorables au premier événement. Supposons ensuite que, 
dans le nombre p’, il y en ait ¢ favorables au second événement; il est 
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clair que sera la probabilité de l’événement composé. Mais la proba- 
bilité du premier événement est - la probabilité que, cet événement 


étant arrivé, le second aura lieu est 4, car alors, un des cas p’ devant 


exister, on ne doit considérer que ces cas. Maintenant on a 


ce qui est la traduction en Analyse du principe énoncé ci-dessus. 

En considérant comme événement composé |’événement observé 
joint dun événement futur, la probabilité de ce dernier événement, 
tirée de l’événement observé, est évidemment la probabilité que, |’ évé- 
nement observé ayant Leu, ’événement futur aura lieu pareillement; 
or, par le principe que nous venons d’exposer, cette probabilité multi- 
pliée par celle de l’événement observé, déterminée a@ priori ou indé- 
pendamment de ce qui est déja arrivé, est égale a celle de l’événement 
composé déterminée @ priori; on a donc ce nouveau principe, relatifa 
la probabilité des événements futurs, déduite des éyénements ob- 
serves : 

La probabilité d’un événement futur, tirée d’un événement observe, 
est le quotient de la division de la probabilité de ’événement composé 
de ces deux événements, et déterminée @ priori, par la probabilité de 
l'événement observé, déterminée pareillement a priort. 

De 1a découle encore cet autre principe relatif a la probabilité des 
causes, tirée des événements observés. 

Si un événement observé peut résulter de n causes différentes, leurs 
probabilités sont respectivement comme les probabilités de l’événe- 
ment, tirées de leurs existence; et la probabilité de chacune d’elles est 
une fraction dont le numérateur est la probabilité de l’événement, dans 
Vhypothese de l’existence de la cause, et dont le dénominateur est la 
somme des probabilités semblables, relatives & toutes les causes. 

Considérons, en effet, comme événement composé l’événement ob- 
servé, résultant d’une de ces causes. La probabilité de cet événement 
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composé, probabilité que nous désignerons par E, sera, parce qui pré- 
cede, égale au produit de la probabilité de l’événement observe, déter- 
minée a priori et que nous nommerons F, par la probabilité que, cet 
événement ayant licu, la cause dont il s’agit existe, probabilité qui 
est celle de la cause, tirée de l’événement observé, et que nous nom- 
merons P. On aura donc 

page 

F 


La probabilité de l’événement composé est le produit de la probabilité 
de la cause par la probabilité que, cette cause ayant lieu, l’événement 
arrivera, probabilité que nous désignerons par H. Toutes les causes 
étant supposées a priort également possibles, la probabilité de chacune 


I 
d’elles est “3 ona done 


n 


La probabilité de ’événement observé est la somme de tous les E rela- 


Ce (Sad es 2 \ ipeio H 
tifs a chaque cause; en désignant donc par S — la somme de toutes les 


H 
valeurs de =? on aura 


| Diet) iy 
n 
y7 . E . . 
léquation P = = deviendra donc 
H 
Pp —_— SH’ 


ce qui est le principe énoncé ci-dessus, lorsque toutes les causes sont 
a priors également possibles. Si cela n’est pas, en nommant p la proba- 
bilité @ prior de la cause que nous venons de considérer, on aura 


Bip, 
et, en suivant le raisonnement précédent, on trouvera 


ae Pe 
P= sip’ 
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ce qui donne les probabilités des diverses causes, lorsqu’elles ne sont 
pas toutes également possibles a priori. 

Pour appliquer le principe précédenta un exemple, supposons qu’une 
urne renferme trois boules dont chacune ne puisse étre que blanche ou 
noire; qu’apres avoir tiré une boule, on la remette dans l’urne pour pro- 
céder 4 un nouveau tirage, et qu’apres m tirages, on n’ait amené que 
des boules blanches. I est visible que l’on ne peut faire a priori que 
quatre hypotheses ; car les boules peuvent étre ou toutes blanches, ou 
deux blanches et une noire, ou deux noires et une blanche, ou enfin 
toutes noires. Sil’on considere ces hypotheses comme autant de causes 
de ’événement observe, les probabilités de l’événement relatives a ces 


causes seront 
gm I 


Bm? Bm? 


I, 


Les probabilités respectives de ces hypotheses, tirées de l’événement 
observé, seront donc, par le troisieme principe, 


3m gm I 


3m qm I H 3” 4 Qe | @ 37 gmt 5 : 


oO. 


On voit, au reste, qu'il est inutile d’avoir égard aux hypotheses qui 
excluent l’événement, parce que, la probabilité résultante de ces hypo- 
theses étant nulle, leur omission ne change point les expressions des 
autres probabilités. 

Si l’on veut avoir la probabilité de n’amener que des boules noires 
dans les m’ tirages suivants, on déterminera @ priwri les probabilités 
d’amener d’abord m boules blanches, ensuite m’ boules noires. Ces pro- 
babilités sont, relativement aux hypotheses précédentes, 


om om! 


0; oO, 


3m+m! 2 3m+m! ? 


et comme, a priorz, les quatre hypotheses sont également possibles, la 
probabilité de l’événement composé sera le quart de la somme des quatre 


Okuvres de L. — Vil. Dh 
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probabilités précédentes, ou 
1 gm gm’ 


A 3 m+tm! : 


Les probabilités de ’événement observé, déterminées @ prior, dans les 


quatre hypotheses précédentes, étant respectivement 


Se ere I 


3 ’ 3 ne z 3m i 


le quart de leur somme, ou 


1 3”@+ 9m4y 
4 3m 


sera la probabilité de l’événement observé, déterminée a prior; en di- 
visant done la probabilité de l’événement composé par cette probabi- 
lité, on aura, par le second principe, 


gm gm! 
3m! ( 3m 2m + 1) Z 


pour la probabilité d’amener m’ boules noires dans les m’ tirages sui- 
vants. 
On peut encore déterminer cette probabilité par le principe suivant : 
La probabilité Gun événement futur est la somme des produits de la pro- 


babilité de chaque cause, tirée de Vevénement observé, par la probabilité 


que, cette cause existant, l’événement futur aura lieu. 


Ici les probabilités de chaque cause, tirées de |’événement observe, 
sont, comme on l’a vu, . 


3m gm I 
3m om 44° 3m 4 omy,’ 3m amy’ 


0; 


les probabilités de l’événement futur, relatives & ces causes, sont res- 


pectivement 
I am! 


(@) a ry 
e 3m? 3m! euyls 
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la somme de leurs produits respectifs, ou 


gm 1. om! 
3m! ( 3m 41 9m y ) : 


sera la probabilité de l’événement futur, tirée de l’événement observe, 
ce qui est conforme a ce qui précéde. 

Si l'on suppose quatre boules dans l’urne, et qu’ayant amené une 
boule blanche au premier tirage, on cherche la probabilité de n’amener 
que des boules noires dans les m’ tirages suivants, on trouvera, par les 
principes exposés ci-dessus, cette probabilité égale a 


3 om/+i 4 3m! 
ion Am’ 


° 


Si le nombre des boules blanches égale celui des noires, la probabi- 
Ay : . I 
lité de n’amener que des boules noires dans m’ tirages est 7+ Elle sur- 


passe la précédente lorsque m’ est égal ou moindre que 5; mais elle 
lui devient inférieure lorsque m’ surpasse 5, quoique la boule blanche 
extraite d’abord de l’urne indique une supériorité dans le nombre des 
boules blanches. L’explication de ce paradoxe tient a ce que cette indi- 
cation n’exclut point la supériorité du nombre des boules noires; elle 
la rend seulement moins probable, au lieu que la supposition d’une 
égalité parfaite entre le nombre des blanches et celui des noires exclut 
cette supériorité; or cette supériorité, quelque petite que soit sa pro- 
babilité, doit rendre la probabilité d’amener de suite m’ boules noires 
plus grande que le cas de l’égalité des couleurs, lorsque mm’ est considé- 
rable. 

L’inégalité qui peut exister entre des choses que l’on suppose par- 
faitement semblables peut avoir sur les résultats du Calcul des Proba- 
bilités une influence sensible qui mérite une attention particuliere. 
Considérons le jeu de croix et pile, et supposons qu’il soit également 
facile d’amener croix que pile; alors la probabilité d’amener crow au 
premier coup est 4, et celle de ’amener deux fois de suite est ;. Mais 
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s'il existe dans la piece une inégalité qui fasse paraitre une des faces 
plutot que l’autre, sans que l’on connaisse la face que cette inégalite 
favorise, la probabilité d’amener crocx au premier coup restera tou- 
jours 4, parce que, dans l’ignorance ou l’on est de la face que cette iné- 
galité favorise, autant la probabilité de Pévénement simple est aug- 
mentée si cette inégalité lui est favorable, autant elle est diminuée si 
cette inégalité lui est contraire. Mais la probabilité d’amener crovx 
deux fois de suite est augmentée, malgré cette ignorance; car cette pro- 
babilité est égale & celle d’amener crovz au premier coup, multipliée 
par la probabilité que, l’ayant amené au premier coup, on l’amenera au 
second; or son arrivée au premier coup est un motif de croire que 
Vinégalité de la piece la favorise; elle augmente donc la probabilite de 
l’'amener au second; ainsi le produit des deux probabilités est accru 
par cette inégalité. Pour soumettre cet objet au calcul, supposons que 
Vinégalité de Ja piece accroisse de la quantité « la probabilité de 
lévénement simple qu’elle favorise. Si cet événement est croux, la pro- 
babilité sera $+, et la probabilité de l’amener deux fois de suite 
sera (+ «)?. Si ’événement favorisé est pile, la probabilité de croix 
sera; —«, et la probabilité de l’amener deux fois de suite sera (4 —«)?. 
Comme on n’a d’avance aucune raison de croire que l’inégalité favorise 
plutot l'un que l'autre des événements simples, il est clair que, pour 
avoir la probabilité de l’événement composé croix-croix, il faut ajouter 
les deux probabilités précédentes et prendre la moitié de leur somme, 
ce qui donne ; +? pour cette probabilité : c’est aussi la probabilité 
de pue-pile. On trouvera par le méme raisonnement que la probabilité 
de l’événement composé crocx-pile ou pile-croix est + — «?; par consé- 
quent, elle est moindre que celle de la répétition du méme événement 
simple. 

Les considérations précédentes peuvent étre étendues a des événe- 
ments quelconques, p représentant la probabilité d’un événement 
simple, et 1 — p celle de l’autre événement; si l’on désigne par P la 
probabilité dun résultat relatif & ces événements, et que l’on suppose 
que p soit reellement pa, « étant une quantité inconnue, ainsi que 
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le signe qui l’affecte, la probabilité P du résultat sera 


Po I we 1 pore. 
dp 


“+ 53) 
Pan “Ups Es oor ae w 
Kn faisant P = p”, c’est-a-dire en supposant que le résultat relatif aux 
événements soit 2 fois la répétition du premier, la probabilité P de- 
viendra 


p” fe ae a2 Dix 4 


n(n—1)(n — 2)(n— 3) 
i 2 sek 


4 —J 
at p” aie ee 


Ainsi erreur inconnue, que l’on peut supposer dans la probabilité 
des événements simples, accroit toujours la probabilité des événements 
composés de la répétition du méme événement. 


2. La probabilité des événements sert a déterminer l’espérance et la 
crainte des personnes intéressées 4 leur existence. Le mot esperance a 
diverses acceptions; il exprime généralement l’avantage de celui qui 
attend un bien quelconque, dans une supposition qui n’est que vrai- 
semblable. Dans la théorie des hasards, cet avantage est le produit de 
la somme espérée par la probabilité de l’obtenir; c’est la somme par- 
tielle qui doit revenir lorsqu’on ne veut point courir les risques de 
lévénement, en supposant que la répartition de la somme entiere se 
fasse proportionnellement aux probabilités. Cette maniere de la répartir 
est la seule équitable, quand on fait abstraction de toute circonstance 
étrangere, parce qu’avec un égal degré de probabilité on a un droit 
égal sur la somme espérée. Nous nommerons cet avanlage esperance 
mathematique, pour le distinguer de l’espérance morale qui dépend, 
comme lui, du bien espéré et de la probabilité de obtenir, mais qui se 
regle encore sur mille circonstances variables qu’il est presque toujours 
impossible de définir, et plus encore d’assujettir au calcul. Ces circon- 
stances, il est vrai, ne faisant qu’augmenter ou diminuer la valeur du 
bien espéré, on peut considérer l’espérance morale elle-méme comme 
le produit de cette valeur par la probabilité de Pobtenir; mais on doit 


alors distinguer, dans le bien espéré, sa valeur relative de sa valeur 
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absolue : celle-ci est indépendante des motifs qui le font désirer, au 
lieu que la premiere croit avec ces motifs. 

On ne peut donner de regle générale pour apprécier cette valeur re- 
lative; cependant i] est naturel de supposer la valeur relative d’une 
somme infiniment petite, en raison directe de sa valeur absolue, en 
raison inverse du bien total de la personne intéressée. En effet, il est 
clair qu’un franc a tres peu de prix pour celui qui en possede un grand 
nombre, et que la maniere la plus naturelle d’estimer sa valeur relative 
est de la supposer en raison inverse de ce nombre. 

Tels sont les principes généraux de l’Analyse des Probabilités. Nous 
allons maintenant les appliquer aux questions les plus délicates et les 
plus difficiles de cette analyse. Mais, pour mettre de l’ordre dans cette 
matiere, nous traiterons d’abord les questions dans lesquelles les pro- 
babilités des événements simples sont données; nous considérerons en- 
suite celles dans lesquelles ces possibilités sont inconnues et doivent 
étre déterminées par les événements observés. 
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CHAPITRE IT. 


DE LA PROBABILITE DES EVENEMENTS COMPOSES D’EVENEMENTS SIMPLES 


DONT LES POSSIBILITES RESPECTIVES SONT DONNEES. 


3. Silon développe le produit (1 + p)(s + p’)(1+ p”)..., composé 
de n facteurs, ce développement renfermera toutes les combinaisons 
possibles des 7 lettres p, p’, p’,..., p’-”, prises une a une, deux a 
deux, trois a trois, ... jusqu’a n, et chaque combinaison aura pour 
coefficient l’unité. Ainsi, la combinaison pp’p” résultant du produit 
(1+ p)(1+ p’)(1+ p’), multiplié par le terme 1 du développement 
des autres facteurs, son coefficient est évidemment l’unité. Mainte- 
nant, pour avoir le nombre total des combinaisons de zn lettres prises « 
a x, on observera que chacune de ces combinaisons devient p*, lors- 
qu’on suppose p’, p”,... égaux a p. Alors le produit des n facteurs pré- 
cédents se change dans le binéme (1 + p)”; or le coefficient de p® dans 
le développement de ce bindme est 


h(t smn) terra) (en wite a), 


Toco ae 2 


cette quantité exprime donc le nombre des combinaisons des x lettres 
prises x 2 a. On aura le nombre total des combinaisons de ces lettres, 
prises une a une, deux a deux, ..., jusqu’an an, en faisant p=1, dans 
le bindme (1 + p)*, et en retranchant l’unité, ce qui donne 2”— 1 pour 
ce nombre. 

Supposons que dans chaque combinaison on ait égard non seulement 
au nombre des lettres, mais encore d leur situation; on déterminera le 
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nombre des combinaisons, en observant que, dans la combinaison de 
deux lettres pp’, on peut mettre p’ a la seconde place, et ensuite a la 
premiere, ce qui donne les deux combinaisons pp’, p’p. En introduisant 
ensuite une nouvelle lettre p’ dans chacune de ces combinaisons, on 
peut la mettre 2 la premiere, d Ja deuxieme ou & la troisieme place, ce 
qui donne 2.3 combinaisons. En continuant ainsi, on voit que, dans 
une combinaison de a lettres, on peut leur donner 1.2.3...x situa- 
tions différentes, d’ot il suit que le nombre total des combinaisons de 
n lettres, prises va a, étant, par ce qui précede, 


n(n —1)(n—2)...(n—a#+1) 
(ipDE Wein cua 


? 


le nombre total des combinaisons, lorsqu’on a égard a la différente si- 
tuation des lettres, sera cette méme fonction, en supprimant son déno- 
minateur. 

On peut facilement, au moyen de ces formules, déterminer les béné- 
fices des loteries. Supposons que le nombre des numéros d’une lote- 
rie soit n, et quil en sorte 7 a chaque tirage; on veut avoir la proba- 
bilité qu’une combinaison de s de ces numéros sortira au premier 
tirage. 

Le nombre total des combinaisons des numéros,.pris 7 a7, est, par 


ce qui précede, 
n(n —1)(n—a2)...(n—r+1) 
p.o oreer 


Pour avoir, parmi ces combinaisons, le nombre de celles dans lesquelles 
les s numéros sont compris, on observera que, si l’on retranche ces nu- 
méros de la totalité des numéros, et que l’on combine r—s ar—s le 
reste n — s, le nombre de ces combinaisons sera le nombre cherché; 
car il est clair qu’en ajoutant les s numéros & chacune de ces combi- 
naisons, on aura les combinaisons rar des numeéros, dans lesquelles 
sont ces s numéros. Ce nombre est donc 


(n—s)(n—s—1)...(n—r+1). 
1.2.3...(r—s) 3 
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en le divisant par le nombre total des combinaisons 7 & 7 des n nu- 
méros, on aura pour la probabilité cherchée 


r(r—i)(r—2)...(r—s-+1) 
n(n —1)(n—2)...(mn—s +1) 


En divisant cette quantité par 1.2.3...s, on aura, par ce qui précede, 
la probabilité que les s numéros sortiront dans un ordre déterminé 
entre eux. On aura la probabilité que les s premiers numéros du tirage 
seront ceux de la combinaison proposée, en observant que cette proba- 
hilité revient a celle d’amener cette combinaison, en supposant qu'il 
ne sort que s numéros a chaque tirage, ce qui revient a faire 7 = s dans 
la fonction précédente, qui devient ainsi 


THOR 2S 


n(n—t).. (a= se 1) 


Enfin on aura la probabilité que les s numéros choisis sortiront les 
premiers dans un ordre déterminé, en réduisant le numérateur de cette 
fraction a unite. 

Les quotients des mises divisées par ces probabilités sont ce que la 
loterie doit rendre aux joueurs; l’excédent de ces quotients sur ce 
qu'elle donne est son bénéfice. En effet, si l’on nomme p la probabilité 
du joueur, 7 sa mise et x ce que la loterie doit lui rendre pour Véga- 
lité du jeu, « — m sera la mise de la loterie; car, ayant recu la mise 7m 
et rendant « au joueur, elle ne met au jeu que x — m. Or, pour l’éga- 
lité du jeu, l’espérance mathématique de chaque joueur doit étre égale 
a sa crainte; son espérance est le produit de la mise « — m de son ad- 
versaire par la probabilité p de l’obtenir; sa crainte est le produit de 
sa mise m par la probabilité 1— p de la perte. On a done 


p(z—m)=(1—p)m, 
cest-a-dire que, pour l’égalité du jeu, les mises doivent étre réci- 
proques aux probabilités de gagner. Cette équation donne 


m 
A ae 
jae 
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ainsi ce que la loterie doit rendre est le quotient de la mise divisée 


par la probabilité du joueur pour gagner. 


4. Une loterie étant composée de n numéros dontr sortent a chaque 
tirage, on demande la probabilité qu’apres ¢ tirages tous Jes numéros 
seront sortis. 

Nommons =,,, le nombre des cas dans lesquels, apres ¢ tirages, la 
totalité des numéros 1, 2, 3,..., g sera sortie. Il est clair que ce 
nombre est égal au nombre z,,_, de cas dans lesquels les numéros 1, 
2, 3,...,g—1 sont sortis, moins le nombre de cas dans lesquels, ces 
numéros étant sortis, le numéro gn’est pas sorti; or ce dernier nombre 
est évidemment le méme que celui des cas dans lesquels les numéros1, 
2,3,...,g —f seraient sortis, si l’on était le numéro g des rn numéros 


de la loterie, et ce nombre est z,_,,-,; on a donc 
(7) 4n,q— 4n,q—1 — 4n—-1,q-1° 


Maintenant le nombre de tous les cas possibles dans un seul tirage 
i nin —1)(n—2)...(mn—r+t i : 
étant nee a. , celui de tous les cas possibles 


dans 7 tirages est 


ihe varels BAI 


He Slee mcera sty 


Le nombre de tous ies cas dans lesquels le numéro r ne sortira pas dans 
ces i tirages est le nombre de tous les cas possibles, lorsqu’on re- 
tranche ce numéro des z numéros de la loterie, et ce nombre est 


[ 1) (esa) a 


yond p 


le nombre des cas dans lesquels le numéro 1 sera sorti dans 7 tirages 
est done 


ou 
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Z , , . . 
cest la valeur de z,,,. Cela posé, l’équation (z) donnera, en y faisant 
successivement g = 2, q = 3, .. 


OF) 


et généralement 


Pipes ag] ae cee ives 1). .(n—r— q =)". 
16286 .bf 
Ainsi la probabilité que les numéros 1, 2, 3,..., g sortiront dans 7 ti- 
rages étant égale a z,, divisé par le nombre de tous les cas possibles, 


elle sera 
Ad[(n— q)(w- g— 1). dn —r—q-+1) | 
[n(n —1)(n—2)...(n—r+1)] 


Si lon fait dans cette expression g = 7, on aura, s étant ici la variable 
qui doit étre supposée nulle dans le résultat, 


A’[s(s — Ss ventas 
[n(n—1r)...(~—r+1) | 


pour l’expression de la probabilité que tous les numéros de la loterie 
sortiront dans ¢ tirages. 

Sinetzsont de tres grands nombres, on aura, par les formules du 
n° 40 du Livre [°, la valeur de cette probabilité au moyen d’une série 
tres convergente. Supposons, par exemple, qu’il ne sorte qu'un numéro 
a chaque tirage; la probabilité précédente devient 


Proposons-nous de déterminer le nombre z de tirages dans lesquels 


Aon PES I tee . é 
cette probabilité est >> et ¢ etant de tres grands nombres. En suivant 
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analyse du numéro cité, on déterminera d’abord @ par l’équation 


ce qui donne 


On a ensuite, par le n° 40 du Livre I*, lorsque c“ est une quantité tres 
: 5 J : : ; 
petite de ordre =, comme cela a lieu dans la question présente, on a, 
. e Ly , “‘ U , , id 
dis-je, aux quantités pres de ordre => s étant suppose nul dans le re- 


sultat du calcul, 


i i+ = ; 
ee (; ae ) cha-i ( res ST NI 
ne! f i+! 
[= —— Cn? 
nh 


en supposant ensuite c~* = z, ona 


(1 =e a a Mae atm. wate 2} 


de plus, equation qui détermine a donne 
i+1—na=(i+1)z, 
dot l’on tire 


cra-i-s| — e-t2 (1 az i 


on aura donc, aux quantités pres de l’ordre a 
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Pour déterminer z, reprenons |’équation 


on aura, par la formule (p) du n° 24 du Livre II de la Mécanique ce- 


> (t+1\? al ote 
. ot 4- | ——— 
ios ae n n 


== C0? + = a a fe 
aa emer, 12200 


leste, 


i+1 
q étant supposé égal ac ” . Cette valeur de s donne 
Qonsz— ene = (7 ae 8 ll 
par conséquent, 


e577 jee jf Sy 
a she 
on 2 


At st 


ne 


= cord (: +- 


’ BP IK : I 
En égalant cette quantité a la fraction 7; on aura 


logk i+1—27n n+i+2 
ras I+ : 5 a mn logh); 
n on 2n2 
or ona 
i+1=—nlogq; 


on aura donc a tres peu pres, pour l’expression du nombre ¢ de tirages, 
‘ Co rig? , : i 
apres lesquels la probabilité que tous les numéros seront sortis est R? 


i= (logn — loglogk)(n —$+$logk) + $loghk; 


on doit observer que tous ces logarithmes sont hyperboliques. 
Supposons la loterie composée de 10000 numéros, ou z = 10000, et 
k — 2, cette formule donne 
t= 95767 ,4 


pour l’expression du nombre de tirages, dans lesquels on peut parier 
un contre un, que les dix mille billets de la loterie sortiront; il y 


a done un peu moins d’un contre un & parier qu’ils sortiront dans 
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5567 tirages, et un peu plus d’un contre un a parier quils sortiront 
oe 5 


dans 95768 tirages. 


On déterminera par une analyse semblable le nombre des tirages dans 


lesquels on peut parier un contre un que tous les numéros de la lote- 


rie de France sortiront. Cette loterie est, comme on sait, composée de 


go numéros dont cing sortent a chaque tirage. La probabilité que tous 


les numéros sortiront dans ¢ tirages est alors, par ce qui précede, 


Bee he os ere are 
[n(n —1)(n—2)(n—3)(n — 4) 


n tant ici égal & go, et s’ devant étre supposé nul dans le résultat du 


calcul. Si lon fait s = 5s’ — 2, cette fonction devient 


A®[s(s?— 1)(s?—- 4)]é 
(i= 2)[(7— 2/2 in 2)2?—4]ye 


ou, en développant en série, 


i 


| Al 
a = ey 


Oe Sea po 


x 


s devant étre supposé égal a — 2 dans le résultat du calcul. 


On a, par le n° 40 du Livre I*, en négligeant les termes de Vordre Bs 
2 


et supposant c~“ tres petit de l’ordre = 


5t +1\ 58 Bi \ be Genii 
é s(2—2)a—-5 = Oe 
A TEE CI @ a SIGE ayy” int af 


== 6y 2 = 
(= 92,)° na2c-4@ 


eG ayy/rse Si 5 i(1— e-4)2 


a étant donnée par l’équation 


On a ainsi, en négligeant les termes de l’ordre 


| rF 2c74% 5 
AG I 
Af git js 


y 


eee a t— (Bi tje—o_ kc * Re ASE 
(mn —2)8% (a — c= 2) Be chee’ ¢ v9 | y (: 


OU 3 
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or ona 


ogee narc-é 
pie (1 ae Cay I—c- 4 | C724 f - 7 
(mn — 2)5¢ \ 2 101 


En substituant pour asa valeur et observant que z est fort peu diffé= 
rent de n — 2 dans le cas présent, comme on le verra ci-apres, ona, 
tres peu pres, 

naze-@ SRA OD 


—- —a 
Loewe Fo j 


—a 


: 12C . 
Je conserve, pour plus.d’exactitude, le terme -——~—,» quoique de 


2(m — 2) 


I ‘ 
Vordre =, & cause de la grandeur de son facteur 12; on aura donc 


An sbi 5i an +16 | 


ee age ee 


<7 Ss = = . 
Sil’on change dans cette expression 57 dans 5z — 2, on aura celle de 


At 55i-2 . . , ’ 
=a. mais la valeur de a ne sera plus la méme. Soit a’ cette nou- 
n — 2)52 


velle valeur, on aura 


Alors ona 
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4 ey ; I 
d’oti l'on tire, en négligeant les quantités de l’ordre =, 
(1 = Cad Wie (1 = ean; 
, : cea 5 I 
par conséquent on a, en négligeant les quantités de lordre =, 


A? 55t-2 
(n ee oh ee =~ (1 


rae: 


= a . i 
On aura donc, aux quantités pres de l’ordre = > 


An[s(s*—1)(°—4)} 


[n(~ —1)(n — 2) (x — 3}(n — 4) 
= (im eayfi an ee s ua 


Cette quantité doit, par la condition du probleme, étre égale a +, ce qui 


donne 


nT Dp = Diese 16 51 = 
—— Cate cd I t! Coe — ree C774 F 
2n(n —2) 2n 


(ot: l’on tire 


. ea 
oem(r— Va) [4 Ptiey 10 2 ~ ee]; 


an(n— 2) 2Nn 


par conséquent on a, en logarithmes hyperboliques, 


nj; ° . 
2 5i—en+16 51 
a= log EO 


V2—1 2n(n — 2) 2n 


Str n I 
or on a, aux quantités pres de l’ordre =? 


i, IE (i 


(n—2)Va’ 


on aura done 


a I 16 it wove V2 
‘C= Ol - — ny Oleh 
Baws I 2n t1oin mts ) | log v=) 


En substituant pour 7 sa valeur go, on trouve 


i = 85,53, 
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en sorte qu'il y aun peu moins d’un contre un 2 parier que tous les 
numeros sortiront dans 85 tirages, et un peu plus d’un contre un a pa- 
rier qu’ils sortiront dans 86 tirages. 


Un moyen fort simple et tres approché d’obtenir la valeur de ¢ est de 
nN ot 


supposer ——» ou la série 


ne 


“ae n—1\?]” Ae 
du bindme E — ( A ) | - En effet les deux séries ont les deux pre- 
miers termes égaux respectivement. Leurs troisiemes termes sont aussi, 


‘ 5 5 p 5 5 n—2\! 
a tres peu pres, egaux entre eux; caron aa fort peu pres (“—) 


pen ie il (Seon ee , = ere fori 
égal a ( = - En effet, leurs logarithmes hyperboliques sont, en négli- 


Be Fy : i 
geant les termes de l’ordre —, égaux l’un et l'autre 4 — ;,; On verra 
de la méme maniere que les quatriemes termes, les cinquiemes, . 
sont tres peu différents, lorsque n et zsont de tres grands nombres; 
mais la différence s’accroit sans cesse & mesure que les termes s’éloi- 
gnent du premier, ce qui doit a la fin en produire une sensible entre 


les séries elles-mémes. Pour l’apprécier, déterminons la valeur de z 


, Ove Rais , a. ek a, 
conclue de l’égalité des deux séries. En égalant 4 ; le bindme 


k 
nm —1\? 4 
| 1 (=) | , on aura 
nN a 
ny 
OF Wiles i 
i Sa = Se 


if) 1 
log ( - 


ces logarithmes pouvant étre, a volonté, hyperboliques ou tabulaires. 


n 
. I n ay q y a 
Soit Vi — 1 —z. Nous aurons, en prenant les logarithmes hyperbo- 


OEwres de L. — VII. 296 
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liques de chaque membre de cette équation 


I ae ‘ peeks 2? 
- logk = — log(t a)=B+ Stes 


ce qui donne, a tres peu pres, 


ate logk (: ee") 


nr 2h ; 
on aura donc, en logarithmes hyperboliques, 


a af logk 
log l= i= logz = log logk — logn — or 


On a ensuite 


n n 2n2 


i= if I I 
o es 


L’expression précédente de z devient ainsi, a tres peu pres, 
. I 
i= n(logn — log logk) (1— =) +tlogk; 


exces de la valeur trouvée précédemment pour z sur celle-ci est 


logk 

SEX (logn — log logk); 
cet exces devient infini, lorsque x est infini; mais il faut un tres grand 
nombre pour le rendre bien sensible, et dans le cas de n = 10000 et 
de & = 2, il n’est encore que de trois unités. 


Si l’on considére pareillement le développement 


(“=) 
I—n SG no 
n 


Ants 5 == r)(s' — 2)(s’ — 3)(s’— 4)} 
[n(n —1)(n—2)(n — 3)(n— 4)]} 


A n—5\i]e ; : : 
nome E — | = ) | » on aura, pour déterminer le nombre ¢ de coups 


de l’expression » comme celui du bi- 


dans lesquels on peut parier un contre un que tous les numéros sorti- 
ront, ’équation 
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ce qui donne 


Ces logarithmes peuvent étre tabulaires. En faisant n = go, on trouve 
i = 85,204, 


ce qui differe tres peu de la valeur ¢ = 85,53 que nous avons trouvée 
ci-dessus. 


5. Une urne étant supposée renfermer le nombre x de boules, on en 
tire une partie ou la totalité, et l’on demande la probabilité que le 
nombre des boules extraites sera pair. 

La somme des cas dans lesquels ce nombre est l’unité égale évidem- 
ment x, puisque chacune des boules peut également étre extraite. La 
somme des cas dans lesquels ce nombre égale 2 est la somme des com- 
binaisons des « boules prises deux & deux, et cette somme est, par le 


, Re ea R 
n°3, égale a ede) La somme des cas dans lesquels le méme nombre 
égale 3 est la somme des combinaisons des boules prises trois a trois, 
(x —1)(x —2) 


arts » et ainsi de suite. Ainsi les termes 


X. 
et cette somme est 


successifs du développement de la fonction (1 + 1)” — 1 représenteront 
tous les cas dans lesquels le nombre des boules extraites est successi- 
vementt,2,3,..., jusqu’a x; d’ouil est facile de conclure que la somme 


de tous les cas relatifs aux nombres impairs est $(1 + 1)” — $(1 — 1)’, 
ou 27-', et que la somme de tous les cas relatifs aux nombres pairs 


est $(1 +1) + 3(1 —1)”—1, ou 2”*— 1. La réunion de ces deux 


sommes est le nombre de tous les cas possibles; ce nombre est donc 
27 — 1; ainsi la probabilité que le nombre des boules extraites sera pair 


get DEN. 


—TI Sanat, . . 
—, et la probabilité que ce nombre sera impair est 


) 


est ear 
il y a donc de l’avantage a parier avec égalité pour un nombre impair. 
Si le nombre x est inconnu, et si l’on sait seulement qu'il ne peut 
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excéder n, et que ce nombre et tous les inférieurs sont également pos- 
sibles, on aurale nombre de tous les cas possibles relatifs aux nombres 
impairs en faisant la somme de toutes les valeurs de 2*-', depuis x=1 
jusqu’a «=n, et il est facile de voir que cette somme est 2” —1. On 
aura pareillement la somme de tous les cas possibles relatifs aux 
nombres pairs, en sommant la fonction 27~'— 1, depuis « =1 jusqu’a 
x =n, et l’on trouve cette somme pereule 4 2” —n —1; la probabilité 
<== 


a et celle d’un nombre im- 


grr ie 


dun nombre pair est done alors 


or —I 


pal €sl a yo 


Supposons maintenant que l’urne renferme le nombre x de boules 
blanches, et le méme nombre de boules noires; on demande la proba- 
bilité qu’en tirant un nombre pair quelconque de boules, on amenera 
autant de boules blanches que de boules noires, tous les nombres pairs 
pouvant étre également amenés. 

Le nombre des cas dans lesquels une boule blanche de l’urne peut 
se combiner avec une boule noire est évidemment 2.x. Le nombre 


des cas dans lesquels deux boules blanches peuvent se combiner avec 
x(x —1) x(x# —1) 
1.2 1.2 

des cas dans lesquels on amenera autant de boules blanches que de 


(leux boules noires est — » et ainsi de suite. Le nombre 


boules noires est donc la somme des carrés des termes du développe- 
ment du binome (1 + 1)”, moins Punité. Pour avoir cette somme, nous 
observerons qu'elle est égale au terme indépendant de a, dans le dé- 


(ae 


ax 


a 
veloppement de (1+ z) (1+ a)*. Cette fonction est égale a 


Le terme indépendant de a, dans son développement, est ainsi le coef- 


ficient du terme moyen du bindme (1 + a)?*; ce coefficient est 
Ue sepa 9 


fea ae le nombre des cas dans lesquels on peut tirer de l’urne 


autant de boules blanches que de boules noires est done 


1.2. 
RAS 


( 


Le nombre de tous les cas possibles est la somme des termes impairs 
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dans le développement du bindme (1+ 1)?, moins le premier, ou 


Punité. Cette somme est 4(1 +-1)?”+ 4(1 — 1)?*; le nombre des cas 


possibles est done 2?*-' — r, ce qui donne pour l’expression de la pro- 


babilité cherchée 
sO gein bu Diae 


(eee en 
RAY Sey 


Dans le cas ou & est un grand nombre, cette probabilité se réduit 


* . 2 . : A Fas ; 
par le n° 33 du Livre I* & ——, = étant toujours la demi-circonférence 
aT 


dont 1 est le rayon. 


6. Considérons un nombre x + «’ durnes, dont la premiere ren- 
ferme p boules blanches et g boules noires, la deuxieéme p’ boules 
blanches et g’ boules noires, la troisieme p’ boules blanches et 
gq’ boules noires, et ainsi de suite. Supposons que I’on tire successive- 
ment une boule de chaque urne. I] est clair que le nombre de tous les 
cas possibles au premier tirage est p+-q; au second tirage, chacun 
des cas du premier pouvant se combiner avec les p’+ q’ boules de la 
seconde urne, on aura (p+ q)(p’+ q’) pour le nombre de tous les cas 
possibles relatifs aux deux premiers tirages. Au troisieme tirage, 
chacun de ces cas peut se combiner avec les p’ + q” boules de la troi- 
sieme urne; ce qui donne (p+ q)(p'+ q7')(p’+ 9") pour le nombre 
de tous les cas possibles relatifs a trois tirages, et ainsi du reste. Ce 
produit pour la totalité des urnes sera composé de x + «’ facteurs, et 
la somme de tous les termes de son développement dans lesquels la 
lettre p, avec ou sans accent, est répétée x fois, et par conséquent la 
lettre g, x’ fois, exprimera le nombre des cas dans lesquels on peut 
tirer des urnes x boules blanches et x’ boules noires. 

Si p’, p’, --. sont égaux a p, et sig’, q”,... sont égaux aq, le produit 
précédent devient (p+ q)**”. Le terme multiplié par p*qg” dans le dé- 
veloppement de ce bindme est 


(x+2')(w+a2'—1)...(e+1) ,, 2 See) 
T <2. 0.01 ae Teno ee td. Soa ee 
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Ainsi cette quantité exprime le nombre des cas dans lesquels on peut 
amener x boules blanches et x’ boules noires. Le nombre de tous les 
cas possibles étant (p + ¢)"*”, la probabilité d’amener x boules blan- 
ches et 2’ boules noires est 


Le oe eae | ( py (a \" 
ye lee ge OP iy ak oe a p*+q) 


\ 


ou l’on doit observer que ear est la probabilité de tirer une boule 


blanche de l'une des urnes, et que es 


7 est la probabilité d’en tirer 
une boule noire. 

Il est visible qwil est parfaitement égal de tirer x boules blanches 
et x’ boules noires de x + 2’ urnes qui renferment chacune p boules 
blanches et g boules noires, ou d’une seule de ces urnes, pourvu que 
l’on remette dans l’urne la boule extraite 4 chaque tirage. 

Considérons maintenant un nombre w + a’ + x’ durnes dont la pre- 
miere renferme p boules blanches, ¢g boules noires et r boules rouges, 
dont la seconde renferme p’ boules blanches, g’ boules noires et 7’ boules 
rouges, et ainsi de suite. Supposons que l’on tire une boule de chacune 
de ces urnes. Le nombre de tous les cas possibles sera le produit des 
x + a’ + a” facteurs, 


(pgs) (preg ee re) pak gt sir!) ee 2 


Le nombre des cas dans lesquels on aménera «x boules blanches, 
x' houles noires et x” boules rouges sera la somme de tous les termes 
du développement de ce produit, dans lesquels la lettre p sera répétée 
x fois, la lettre g, 2’ fois et la lettre 7, a” fois. Si toutes les lettres ac- 
centuees p’, q’, ... sont égales a leurs correspondantes non accentuées, 
le produit précédent se change dans le trindme (p+ g + r)?*"**”. Le 
terme de son développement, qui a pour facteur p"g” r2”, est 


1.2.3...(¢ + a! + a") 


= = Xgl px” 
PyG,05. 54: 1.000), eet wy ee 


ainsi, le nombre de tous les cas possibles étant Oy eee an a 
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probabilité d’amener x boules blanches, 2’ boules noires et x” boules 
rouges sera 


12.01.40 aw oe” | P v q x! r oF 
meee oe (sas ;) | eed : 


ott Von doi hd at camel Mite Napisy ie 
oit observer que FUSE ark Trae eaneye eee oe sont les pro 


babilités respectives de tirer de chaque urne une boule blanche, une 
boule noire et une boule rouge. 


On voit généralement que, si les urnes renferment chacune le méme 
nombre de couleurs, p étant le nombre des boules de la premiere cou- 
leur, g celui des boules de la seconde couleur, 7, s, ... ceux des boules 
de la troisieme, de la quatrieme, ..., 7+ a’+a”+ "+... étant le 
nombre des urnes, la probabilité d’amener x boules de la premiere 


couleur, x boules de la seconde, x” boules de la troisieme, x” boules 
de la quatrieme, ... sera 

1.2.3...(r+a'+2"+4+ x”+...) p iB 
ROA Ae Lee rh oO Ta MAE Oey. ode wetaige ph oti tel nS ates 


q xf r pide S$ at » 
<(- eee late) 


7. Déterminons maintenant la probabilité de tirer des urnes précé- 
dentes x boules blanches, avant d’amener soit 2’ boules noires, soit 
x” houles rouges, .... Il est clair que, z exprimant le nombre des cou- 
leurs, cela doit arriver au plus tard apres x + 2+ w”+...—n+1 ti 
rages; car, lorsque le nombre des boules blanches extraites est égal ou 
moindre que x, celui des boules noires extraites moindre que a’, celui 
des boules rouges extraites moindre que x”, ..., le nombre total des 
boules extraites, et par conséquent le nombre des tirages, est égal ou 
moindre que x +a'+2"+...—n-+1; on peut donc ne considérer 
ici que @ + a+ xv” -+...—n-+1 urnes. 

Pour avoir le nombre des cas dans lesquels on peut amener x boules 
blanches au (a + 2)*™* tirage, il faut déterminer tous les cas dans les- 
quels a —1 boules blanches seront sorties au tirage 7+1—t. Ce 
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nombre est le terme multiplié par p®~' dans le développement du poly- 


nome (p+g+r-+...)***", et ce terme est 
1.2.3...(@+10—1) ‘Aa : 
we We CEN ee ees (Gite d testi 


En le combinant avec les p boules blanches de l’urne # +7, on aura un 
produit qu’il faudra encore multiplier par le nombre de tous les cas 
possibles relatifs aux a’+ a” +...—n—1i-+1 tirages suivants, et ce 


nombre est 
(p ae q Se pegey is a area a 
on aura done 


Ae) Cae ae ae 
NiQeO es. (Cad) dle hus 


(a) 


~P*(q +r+...)E(pqgbrt..je tern, 


pour le nombre des cas dans lesquels l’événement peut arriver précisé- 
ment au tirage a +17. Il faut cependant en exclure les cas dans les- 
quels g est élevé & la puissance x’, ceux dans lesquels 7 est élevé a la 
puissance a”, etc.; car dans tous ces cas il est déja arrivé au tirage 
© +-1—1, ou x’ boules noires, ou x” boules rouges, ou etc. Ainsi dans 
le développement du polynome (¢+r-+...)‘, il ne faut avoir égard 
qu’aux termes multipliés par g/7/’sf”..., dans lesquels / est moindre 
que x’, f’ est moindre que x”, /” est moindre que x”, .... Le terme 
multiplié par gf7/’s/"... dans ce développement est 


Dea aad 
1-2 GOURG J Che eOs seek. Does ties | 


Gath esl eter: 


Tous les termes que l’on doit considérer dans la fonction (a) sont donc 
representés par 


1.2.3...(¢+ f+ f'+...—1) 


(b) IAS Torre a eae ik WS Mitre aritey Ci cay Acne 


prgy rr. 


< (PH tr... )e be ben fa float | 


parce quez est égala f-+ f’-+-.... Ainsi, en donnant, dans cette der- 
niere fonction, 4 / toutes les valeurs entiéres depuis f =o jusqu’a 
f = a«'—1, 4 f/f’ toutes les valeurs depuis /’=o jusqu’a f’/= 2x" —1, et 
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ainsi de suite, la somme de tous ces termes exprimera le nombre des cas 
dans lesquels l’événement proposé peut arriver dans 2+ a’-+-...—n--1 
tirages. II faut diviser cette somme par le nombre de tous les cas pos- 
sibles, c’est-a-dire par (p+ g +r-+...)2rere”--e1_ Si Von désigne 
par p’ la probabilité de tirer une boule blanche d’une queleconque des 
urnes, par q‘ celle d’en tirer une boule noire, par 7’ celle d’en tirer une 
boule rouge, ..., on aura 


i a LE r qd i r 


eo ee le peer as pg re ee 


la fonction (6), divisée par (p+q+r-+...)***--"*', deviendra 


ainsi 


La somme des termes que l’on obtiendra en donnant a / toutes les va- 
leurs depuis f= 0 jusgu’a f= a’ —1, a /’ toutes les valeurs depuis 
f’=o jusqu’a f’= x’—1,..., sera la probabilité cherchée d’ame- 
ner « boules blanches avant x’ boules noires, ou x” boules rouges, 
ou, etc. 

On peut, d’apres cette analyse, déterminer le sort d’un nombre n de 
joueurs A,B, C,..., dont p’, 9’, 7’, ... représentent les adresses res- 
pectives, c’est-a-dire leurs probabilités de gagner un coup lorsque, 
pour gagner la partie, il manque x coups au joueur A, x’ coups au 
joueur B, x’ coups au joueur G, et ainsi de suite; car il est clair que, 
relativement au joueur A, cela revient a déterminer la probabilité d’ame- 
ner x boules blanches avant 2’ boules noires, ou x” boules rouges, ..., en 


al lant 


tirant successivement une boule d’un nombre # + a+ a#’-+...—n-+1 


d’urnes qui renferment chacune p boules blanches, ¢ boules noires, 
r boules rouges, ..., p, 7,7; -.. étant respectivement égaux aux nu- 
mérateurs des fractions p’, 9’, 7’, ... réduites au méme dénomina- 


teur. 


8. Le probleme précédent peut étre résolu d’une maniere fort 
simple par l’analyse des fonctions génératrices. Nommons yz, ./,0",... la 


OEuvres de L, — VII. Dil 
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probabilité du joucur A pour gagner la partie. Au coup suivant, cette 
probabilité se change dans yz-1,0’,0",.... Si A gagne ce coup, et la pro- 
babilité pour cela est p’. La méme probabilité se change dans yz,./—1,0’,...» 
si le coup est gagné par le joucur B, et la probabilité pour cela est 9’; 
elle se change dans ¥,0,»"-1,... Si le coup est gagné par le joueur C, et 
la probabilité pour cela est 7’, et ainsi de suite; on a done l’équation 


aux differences partielles 
Ve, x’, 2"... PY 2-1 ,2',.2", eras T' Vx, 0° 1,20", ... Ege Yc, Po DE ek, ayo 


Soit w une fonction de ¢, ¢, , telle que ¥z,2’,2’,... Soit le coefficient 
de7e~ 7"... dans son aes Véquation précédente aux dif- 
ferences partielles donnera, en passant des coefficients aux fonctions 


r 


génératrices, 


usu plt+q'U+ri’+...), 
d’ot l'on tire 
r—pt+dt+ri+..3% 
par conséquent, 


I 
ety qt —ri’— 


ce qui donne 
[i+ x . (+ri’+...) 


ul ea up x = wet } 
{2 (1— q’t'— rt’ — aye P ‘ye . 
Mion GE Sirs) 


f M % TX gl u 
Maintenant le coefficient de 72°7’7¢’"”... dans jz OSt Yax',0",...9 et le 


méme coefficient dans un terme quelconque du dernier membre de 
léquation précédente, tel que Aup'*¢’t””..., est kp yo,a'-v,0"-v',..3. la 
quantité yo. y,.’7’,... est égale a l’unité, puisqu’alors il ne manque 
aucun coup au joueur A. De plus, il faut rejeter toutes les valeurs de 
Yo,«'-v,2'-r’,.... dans lesquelles /’ est égal ou plus grand que 2’, U’ est égal 
ou plus grand que x”, et ainsi de suite, parce que ces termes ne peuvent 
etre donnes par l’équation aux differences partielles, la partie étant 
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finie, lorsque l’un quelconque des joueurs B, C, ... n’a plus de coups 
a jouer; il ne faut donc considérer dans le dernier membre de Péqua- 
tion précédente que les puissances de ¢’ moindres que x’, que les puis- 


Ui : ; . nay u 
sances de ¢” moindres que «”, .... L’expression précédente de 72 don- 


nera ainsi, en repassant des fonctions génératrices aux coefficients, 


fp i+ae(qtr'+...) \ 
SSA ‘+r+...)2 
Vo ot, =p” % 19 
a(a+ti)(x+2),, , 
1260 Ca aks 
= | 


pourvu que l’on rejette les termes dans lesquels la puissance de g’ sur- 
passe wv’ —1, ceux dans lesquels la puissance de 7’ surpasse x” — 1, ete. 
I I 


Le second membre de cette équation se développe dans une suite de 
termes compris dans la formule générale 
Leo ee eee) ee) 


ed : kG Fir Rana 
i eo eS eo 


La somme de ces termes relatifs & toutes les valeurs de / depuis / nul 
jusqu’a f= 2’ —1, a toutes les valeurs de /’ depuis /’ nul jusqu’a 
fi=x"—1,..., sera la probabilité y,, 2"... ce qui est conforme a ce 
qui précede. 

Dans le cas de deux joueurs A et B, on aura, pour la probabilité du 
joueur A, 


. a(x +1) + 2). 
‘x bes “3 '2 eae 7 = = 
po ee ‘ea® eng : [iD O55 (Bh) 


En changeant p’ en q’ et x en x’, et réciproquement, on aura 


Aa Ah) ae 2). 2 a) pe ‘| 


a ( ae" 4-1 
Toc! / {2 an a He se 9 ae wt 
qe [rea p+ Pectantiyy Wee: Bs ahd ae 


pour la probabilité que le joueur B gagnera la partie. La somme de ces 
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deux expressions doit étre égale 4 l’unité, ce que l’on voit évidemment 
en leur donnant les formes suivantes. La premiere expression peut, par 
le n° 37 du Livre I[*, étre transformée dans celle-ci 


Be I’ Cady x 2a'5 ; 
Ni A Bi oe Na A A 
ait) I p ee pA 
ee = é \5 
| (ee a) a ee ge! 
‘ igor a Ae oe ape 8 
et la seconde peut étre transformée dans celle-ci 
pt a’ —1 p’ a+ x'—1)(a#+2'— 2) p'? 
ine S hd oe ~ )\ - Ba had 
[ q 1x2 gq’? 
ques ( Vs 
SA eee ty pe | 
1.2.3...(@—1) g’t-4 


La somme de ces expressions est le développement du bindme 
(p'+q')***—', et par conséquent elle est égale a l’unité, parce que, A 
ou B devant gagner chaque coup, la somme p’+ q' de leurs probabi- 
lités pour cela est Punité. 

Le probleme que nous venons de résoudre est celui que l’on nomme 
probleme des partis dans l’Analyse des hasards. Le chevalier de Méré le 
proposa & Pascal, avec quelques autres problemes sur le jeu de dés. 
Deux joueurs dont les adresses sont égales ont mis au jeu la méme 
somme; ils doivent jouer jusqu’a ce que l’un d’eux ait gagné un nombre 
de fois donné son adversaire; mais ils conviennent de quitter le jeu, 
lorsqu’il manque encore « points au- premier joueur pour atteindre ce 
nombre donné, et lorsqu’il manque 2’ points au second joueur. On de- 
mande de quelle maniére ils doivent se partager la somme mise au jeu. 
Tel est le probleme que Pascal résolut au moyen de son triangle arith- 
meétique. I] le proposa 4 Fermat qui en donna la solution par la voie 
des combinaisons, ce qui occasionna entre ces deux grands géometres 
une discussion, @ la suite de laquelle Pascal reconnut la bonté de la 
méthode de Fermat, pour un nombre quelconque de joueurs. Malheu- 
reusement nous n’avons qu'une partie de leur correspondance, dans 
laquelle on voit les premiers éléments de la théorie des probabilités 
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et leur application a l’un des problemes les plus curieux de cette 
théorie. 

Le probleme proposé par Pascal & Fermat revient 2 déterminer les 
probabilités respectives des joucurs pour gagner la partie; ear il est 
clair que Venjeu doit étre partagé entre les joucurs proportionnelle- 
ment leurs probabilités. Ces probabilités sont les mémes que celles 
de deux joueurs A et B, qui doivent atteindre un nombre donné de 
points, 2 étant le nombre de ceux qui manquent au joueur A, et 2’ 
étant le nombre de ceux qui manquent au joueur B, en imaginant une 
urne renfermant deux boules dont l'une est blanche et l’autre est noire, 
toutes deux portant le n° r, la boule blanche étant pour le joueur A, et 
la boule noire pour le joueur B. On tire successivement une de ces 
boules, et on la remet dans l’urne apres chaque tirage. En nommant 
Yx,c' la probabilité que le joueur A atteindra, le premier, le nombre 
donné de points, ou, ce qui revient au méme, qu’il aura x points avant 
que B en ait #’, on aura 


1 


Vu, at = $V 0-1 ws x, x13 


car, Sila boule que l’on extrait est blanche, y,.,,se change en yy_,,9", et 
si la boule extraite est noire, ¥,,.' se change en Y,z.',, et la proba- 
bilité de chacun de ces événements est 5; on a donc l’équation préce- 
dente. 

La fonction génératrice de y,,.. dans cette équation aux différences 
partielles est, par le n° 20 du Livre I", 

M 
Gee at 

M étant une fonction arbitraire de @’. Pour la déterminer, nous observe- 
rons que Yo,o he peut avoir lieu, puisque la partie cesse lorsque l’une 
ou l’autre des variables 2 et x’ est nulle; M doit done avoir pour fac- 
teur v’. De plus yo,0 est Punité, quel que soit x’, la probabilité du 
joueur A se changeant alors en certitude : or la fonction génératrice de 


1 


Vunité est généralement ——,> car les coefficients des puissances de 7’ 
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2 t x ’ ar te aa 

dans le développement de cette fonction sont tous égaux a l'unité; dans 
. . / 

le cas présent, Yo,«" pouvant avoir lieu lorsque x’ est ou 1, Ou 2, 

ou 3, ete., ¢ doit étre égal & Punité; la fonction generatrice de Vo,0' est 


t 


: Saibatt ; ‘ 
done égale & ae c’est le coefficient de ¢° dans le développement de 
1 —— 
la fonction génératrice de y,,. ou dans 


M . 
eae tp we ATO 
1—$t—il 


on a done 


ce qui donne 


i’ I l I 2 ha ad op: 
ae ey asad Cee gee ep emer i) Peeres 


Le coefficient de ¢” dans cette série est 


I i : 
6 Te 


Ya, est done le coefficient de ¢’”’ dans cette dernitre quantité; or on a 


rhe 
f—1G Swe . 
: ( 9 Re 
ae | meer ae : is a(x +1)(e+ 2)..(7+2% i 
ee ee) ies aaa Sash : UCR PES ga Aaa a 
a 1— vt’ 


En réduisant en série le dénominateur de cette derniere fraction et mul- 
tipliant le numérateur par cette série, on voit que le coefficient de 7” 
dans ce produit est ce que devient ce numérateur lorsqu’on y fait’ =r; 
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ona done 


a(e+i) 1 a(#+1)(e@+2) 1 
ies a Ee re = t. 
ity D De 152) fo 28 
Ve SS hy 
i DPE ee ee | 
2 soe ae gt =A 


résultat conforme a ce qui précede. 

Concevons présentement qu’il y ait dans l’urne une boule blanche 
portant le n°1, et deux boules noires, dont une porte le n° 1, et l'autre 
porte le n° 2, la boule blanche étant favorable a A, et les boules noires 
a son adversaire, chaque boule diminuant de son numéro le nombre de 
points qui manquent au joueur auquel elle est favorable. y,... étant 
toujours la probabilité que le joueur A atteindra le premier le nombre 
donné, on aura l’équation aux différences partielles 


Ae 3Vx-4 eet $Vu, v4 a= Vx, 0-2 3 


car, au tirage suivant, sila boule blanche sort, y,.° devient Yx—\,.°3 SI 
la boule noire numérotée 1 sort, Yz,. devient y¥,,.,, et si la boule 
noire numérotée 2 sort, Vx,c’ devient Vx’, et la probabilité de chacun 
de ces événements est 5. 

La fonction génératrice dey,” est 


M 


1}; 1 4/ 17/2 
ge ears 


2 


M étant une fonction arbitraire de?’, qui doit, par ce qui précede, avoir 
pour facteur z’, et dans le cas présent étre égale a 


i! 
aarp 


xt’ — 412), 


en sorte que la fonction génératrice de y,,,’ est 


Le coefficient de ¢” dans le développement de cette fonction est 


I # I 
2 rose 48 ot 2" 
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etil résulte de ce que nous venons de dire que'le coefficient de 7” dans 
le développement de cette derniere quantité est égal a 


, awebe(r+é)  x(atn1) #8147)? 
jie tape SN ie ee, 
I 3 (2 32 
3r a(@ +3) (e+ 2) bi es na | 
iso? es 33 a 


en rejetant du développement de cette série toutes les puissances de ¢’ 
supérieures a 2’, et supposant dans ce que l’on conserve /’ = 1, ce sera 
expression de ¥z,0'. 

Il est facile de traduire ce procédé en formule. Ainsi, en supposant 
x’ pair et égal a 2r + 2, on trouve 


Z, a(ati1)...(¢2+r) ; gee iS (r-+1)r...2 
| 1.2.95 .0(r-1jaerr' E Ps (0 Se Nier eee sponse = —- | 
a(ar+t)...(¢+r+1) 
1p Wao e | a Bore re 


Psi 
£ 
: 
vi 
+ 


a(e+1)...(a+2r) 
ifs O5 Oho c for 1)3etarei 


Si Pon suppose 2 impair et égal 8 27 +1, on aura 


Urn oe ae [: + eR + ae (3)2 ae ees x(x me 5 (2+ =i) (ay | 


3% 2 POR PM 3 

_ &(e+1)...(2 +7} . (r+1)r (r+41)r...5 

TUS (Poet! E ee oe Rigen ai oes 
a(a+t)...(@+r+1) (r+-2)(r+-1) (r+2)(r+1)...5 
ee Vos Teo eR Uae Crs (r—a) | 


Lie 1). .(@+2r—1) 
1.2.3...9r3e+2r ‘ 


Ainsi, dans le cas de 2 = 2 et a’ = 5, ona 


=): 
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Concevons encore qu’il y ait dans l’urne deux boules blanches dis- 
tinguees, comme les deux boules noires, par les n° 1 et 2; la probabi- 
lité du joueur A sera donnée par I’équation aux différences partielles 


Jc, xl = Mes war 4 x-2,.0 4 NV xx! a= tx, x'-2- 
La fonction génératrice de y,,. est alors, par le n° 20 du Livre I*, 


M+ N¢ 


PACE en ea aes 


4 


M et N étant deux fonctions arbitraires de ¢’. Pour les déterminer, on 
observera que y,,,/ est toujours égal & l’unité, et qu'il faut exclure 
dans M la puissance nulle de ¢’; on a donc | 


Pour déterminer N, cherchons la fonction génératrice de y,,,. Si lon 
observe que y,. est égal a l’unité, et que, le joueur A n’ayant plus be- 
soin que d’un point, il gagne la partie, soit qu'il ameéne la boule blanche 
numérotée 1 ou la boule blanche numérotée 2, l’équation précédente 
aux différences partielles donnera 


yt bt ey tr HEN a2. 
Supposons y,.°,=1— y’q'3 On aura 
Ve =AV wa HAY ee 
La fonction génératrice de cette équation est 


pO See! 


m etn étant deux constantes. Pour les déterminer, on observera que 
Vio = 0, et que par conséquent y, =1, ce qui donne m= tr. La fonc- 
OEuvres de L. — VII. 28 
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tion génératrice de y’,, est donc 
r- nt! 


epee by remiss 
a= ee rth 


On a ensuite évidemment y,,,= 4, ce quidonne y, = 5; y, est le coef- 
ficient de ¢’ dans le développement de la fonction précédente, et ce coef- 


ficient estr ++; ona donc n++=i, ou n=+. La fonction généra- 
. ole T rs . 
trice de unite est-——;> parce qu’ici toutes les puissances de ?’ peu- 


vent étre admises; on a ainsi 


I rt+f7 pe st’ 
(eo Ht dete eae 36 Asin Sate Aes 
pour la fonction génératrice de y, ,”. Cette méme fonction est le coefti- 
cient de z dans le développement de la fonction génératrice de y,.., 
fonction qui, par ce qui précede, est 


if 
(1 —f’— Ft?) 4-Ne 
1—?¢ : 
y—tt—tf—te—t72"? 
ce coefficient est 
Ly N 


en l’égalant a 


on aura 


Si l'on développe en série la fonction 


(r— feo — 4424 1 ey ; 
\ oo ees |} 
1— ji—j7t'— ter 172 ‘ 
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on aura 
1+ ST ae +2) + tee t’)2 4- es d3(1 + ’)3 + 
i P 4 “ai 
é(1+ ¢) 2 , i; ! 3 19 1\9 ' U j 
{ [: PAGER AS 72 Pe oii te (late ela | 
(2+ ¢) tt’ 
é2(1-+- t)? 3 , , 3 4 , \9 3.4.5 / Uy 
4 te i? E (ee ie (Sa ee Ew ie ae as 
(1+-1)3 Hoes : ee Samed ison oe 
So i [: olor ee st Pac (nek suns dh 


Si lon rejette de cette série toutes les puissances de ¢ autres que /* et 


toutes les puissances de ¢’ supérieures a ¢””, et si dans ce qui reste on 


fait ¢= 1, ¢’= 1, onaura l’expression de y,,,; lorsque x est égal ou plus 


grand que l’unité; lorsque x est nul, on a yy, = 1. Il est facile de tra- 


duire ce procédé en formule, comme on |’a fait pour le cas précédent. 


Nommons %,,,' la probabilité du joueur B; la fonction génératrice 


de Z,,. sera ce que devient la fonction génératrice de y,,, lorsqu’on y 


change ¢ en @’, et réciproquement, ce qui donne, pour cette fonction, 


t(1—4t—48) 44H 


(1—?t)(1 


4 wD 
Ge ae 


i 
5 


i 


En ajoutant les deux fonctions génératrices, leur somme se réduit a 


t bi tt’ 


+ + 7 


F=f 2) 


jp, ? 


dans laquelle le coefficient de ¢”¢’*’ est 'unité; ainsi l’on a 


Va,wt+ 2x27 =), 


ce qui est visible d’ailleurs, puisque la partie doit étre nécessairement 


A a ’ a) = 
gagnée par l’un des joueurs. 


9. Concevons dans une urne r boules marquées du n° r, 7 boules 


marquées du n° 2, 7 boules marquées du n° 3, et ainsi de suite jusqu’au 


n° n. Ces boules étant bien mélées dans l’urne, on les tire toutes suc- 


| 
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cessivement; on demande la probabilité qu'il sortira au mois une 
de ces boules au rang indiqué par son numéro, ou qu'il en sortura au 
moins deux, ou au moins trois, ete. 

Cherchons d’abord la probabilité qu’il en sortira au moins une. Pour 
cela, nous observerons qu’aucune boule ne peut sortir a son rang que 
dans les z premiers tirages; on peut donc ici faire abstraction des ti- 
rages suivants; or le nombre total des boules étant rn, le nombre de 
leurs combinaisons 2 a n, en ayant égard a l’ordre qu’elles observent 
entre elles, est, par ce qui précede, 


rn(rn —1)(rrn — 2)...(rn —n +1); 


c’est done le nombre de tous les cas possibles dans les n premiers ti- 
rages. 

Considérons une des boules marquées du n° 1, et supposons qu'elle 
sorte A son rang, ou la premiere. Le nombre des combinaisons des 
rn — 1 autres boules prises n — 1 & nr —1 sera 


(ra —1) (rn —2)...(r7m —n +1); 


c’est le nombre des cas relatifs & la supposition que nous venons de 


faire, et, comme cette supposition peut s’appliquer aux r boules mar- 
quées du n° 1, on aura 


r(rm —1)(rn —2)...(rn —n +1) 


pour le nombre des cas relatifs & ’hypothese qu’une des boules mar- 
quées du n° 1 sortira a son rang. Le méme résultat a lieu pour l’hypo- 
these qu’une quelconque des zn — 1 autres especes de boules sortira au 
rang indiqué par son numéro, En ajoutant done tous les résultats rela- 
tifs a ces diverses hypotheses, on aura 


(a) nr(rn —1)(rn—2)...(rn—n +1), 


pour le nombre des cas dans lesquels une boule au moins sortira 2 son 
“Wan ’ 2 st : ’ 
rang, pourvu toutefois que l’on en retranche les cas qui sont repetes. 
Pour déterminer ces cas, considérons une des houles du n° 1, sor- 


’ 
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tant la premiere, et une des boules du n° 2, sortant la seconde. Ce eas 
est compris deux fois dans le nombre précédent; car il est compris une 
fois dans le nombre des cas relatifs & la supposition qu’une des boules 
numérotées 1 sortira 4 son rang, et une seconde fois dans le nombre 
des cas relatifs 4 la supposition qu’une des boules numérotée 2 sortira 
ason rang; et, comme cela s’étend a deux boules quelconques sortant 
a leur rang, on voit qu'il faut retrancher du nombre des cas précé- 
dents le nombre de tous les cas dans lesquels deux boules sortent a 
leur rang. 

Le nombre des combinaisons de deux boules de numéros différents 
est ia ts r?; car le nombre des numéros étant n, leurs combinaisons 


1) 


res 
ae ‘,et dans chacune de ces combi- 


deux a deux sont au nombre ae Z 
naisons on peut combiner les 7 boules marquées d’un des numéros avec 
les r boules marquées de l’autre numéro. Le nombre des combinaisons 
des rn — 2 boules restantes, prises m — 24 n — 2, en ayant égard a 


Vordre qu’elles observent entre elles, est 

(rn — 2) (rn — 3)...(7 2 —n +1); 
ainsi le nombre des cas relatifs 4 la supposition que deux boules sortent 
a leur rang est 


n(n —') 


: r? (rm — 2)(rn — 3)...(rr —n + 1); 
io 


en le retranchant du nombre (a), on aura 


nr(rn —1)(rn — 2)...(rn —n-+1) 


(a’) } n(n —1) 
| bs fel 


r?(rn — 2)(rn — 3)... (rn —~n + t), 
1.2 


pour le nombre de tous les cas dans lesquels une boule au moins sor- 
tira A son rang, pourvu que l’on retranche encore de cette fonction les 
cas répétés, et qu’on lui ajoute ceux qui manquent. 

Ces cas sont ceux dans lesquels trois boules sortent a leur rang. En 
nommant & ce nombre, il est répété trois fois dans le premier terme de 
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la fonction (a’); car il peut résulter, dans ce terme, des trois supposi- 
tions de chacune des trois boules sortant 4 son rang. Le nombre & est 
pareillement compris trois fois dans le second terme de la fonction; car 
il peut résulter de chacune des suppositions relatives & deux quel- 
conques des trois boules sortant & leur rang. Ainsi, ce second terme 
étant affecté du signe —, le nombre & ne se trouve point dans la fonc- 
tion (a’); il faut done le lui ajouter pour qu’elle contienne tous les cas 
dans lesquels une boule au moins sort 4 son rang. Le nombre des com- 


(1 —1)(n — 2) 


5 5 ; @ one ° nh 
binaisons des zr numéros pris trois a trois est — » et, comme 


I 12.3 
on peut combiner les 7 houles d’un des numéros de chaque combinaison 
avec les r boules du second numéro et avec les r boules du troisieme 
numéro, on aura le nombre total des combinaisons dans lesquelles 


(2 —1)(n—2) 
Ta2.3 


(7m — 3) (rm — G)...(rn — n +1), nombre qui exprime celui des com- 


‘ P ert: n : 
trois boules sortent a leur rang, en multipliant r® par 


binaisons des 7n — 3 boules restantes, prises m — 3 a nm — 3, en ayant 
égard a ordre qu’elles observent entre elles. Si l’on ajoute ce produit 
a la fonction (@’), on aura 


aa nit = 1) 59(m —2) (rm —3) (rm —n +1) 
+ en 2 re Aion an ale 


Cette fonction exprime le nombre de tous les cas dans lesquels une 

boule au moins sort & son rang, pourvu que l’on en retranche encore 

les cas répétés. Ces cas sont ceux dans lesquels quatre boules sortent 

a leur rang. En y appliquant les raisonnements précédents, on verra 
>° a a ° 

qu il faut encore retrancher de la fonction (a”) le terme 


Me a 3) som — §) (rm 5). (a— 49). 


En continuant ainsi, on aura, pour l’expression du nombre des cas dans 
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lesquels une boule au moins sort & son rang, 


[| mr(rn —1)(rn—2)...(rm —n +1) 


— oe r¢(rn — 2) (rn — 3)...(r7m —n +1) 
(A) Sa sa zi! r(rm—3)(rn —4)...(rn — n +1) 


1g ile) (th 2) in — 3) 
ae 


ré(rn — 4) (rm — 5). ..(rn —n +1) 


la série étant continuée aussi loin qu’elle peut l’étre. Dans cette fone- 
tion, chaque combinaison n’est point répétée : ainsi lacombinaison de 
s boules sortant a leur rang ne s’y trouve qu'une fois; car cette combi- 
naison est comprise s fois dans le premier terme de la fonction, puis- 
quelle peut résulter de chacune des s boules sortant & son rang; elle 


SSeat) 


est retranchée —-~— fois dans le second terme, puisqu’elle peut 


résulter des combinaisons deux 4 deux des s boules sortant a leur rang; 

(SUS eo) 
ae 

peut résulter des combinaisons de s lettres prises trois 4 trois, et ainsi 


fois dans le troisieme terme, puisqu’elle 


elle est ajoutée ~ 


de suite; elle est donc, dans la fonction (A), comprise un nombre de fois 


égal a 


et par conséquent égal a 1 — (r — 1)’, ou a Punité. En divisant la fone- 
tion (A) par le nombre rn(rn — 1) (rm — 2)...(7m — n +11) de tous les 
cas possibles, on aura, pour l’expression de la probabilité qu'une boule 
au moins sortira & son rang, 


ene ( 
1.2(rm —1) i De 


(B) | 


Wise 1)(n — 2) 


Cherchons maintenant la probabilité que s boules au moins sortiront 
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) leur rang. Le nombre des cas dans lesquels s boules sortent a leur 
rang est, par ce qui précede, 


(b) n(n —1) S aa al a eee, —s\(rm—s—1)...(rn—n-+}), 
\ Osa 


pourvu gue.l’on retranche de cette fonction les cas qui sont répétes. 
Ces cas sont ceux dans lesquels s +1 boules sortent a leur rang, car ils 
peuvent résulter, dans la fonction, de s + 1 boules prises s a 5; ces cas 
sont donc répétés s + 1 fois dans cette fonction; par conséquent il faut 
les retrancher s fois. Or le nombre des cas dans lesquels s +1 boules 
sortent a leur rang est 


Ne ie 2)...(n— 
i 1.2.3...(8+1) 


oe es ae ae 


En le multipliant par s et le retranchant de la fonction (6), on aura 


| ed ee ie aan s) (rn —s —1)...(7m—n+1) 
()) . 


| xf teats) 


Dans cette fonction, plusieurs cas sont encore répétés, savoir, ceux 


dans lesquels s + 2 boules sortent & leur rang; car ils résultent, dans 
le premier terme, des s + 2 boules sortant a leur rang et prises sa s; 
ils résultent, dans le second terme, des s + 2 boules sortant a leur rang 
et prises s -- 1 as 4-1, et de plus multipliés par le facteur s, par lequel 
on a multiplié le second terme. Is sont done compris dans cette fonc- 


: ts \ 
tion le nombre de fois cS sips ieee 
I 


s(s+- 2); ainsi il faut multiplier 
’ a fa ° . 

par lunité, moins ce nombre de fois, le nombre des cas dans lesquels 

s + 2 boules sortent a leur rang. Ce dernier nombre est 


ee) 


n(n—1)(n—2)...(n—s—1 dl 
ese Petes Wr a eee 


le produit dont il s’agit sera done 


Se oe eee ee 
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En Vajoutant a la fonction (0’), on aura 


n(n —1)...(m —s+1) 


Se tae “rs(rn — s) (rm —s—1)...(rn ~n+1) 
(b”) eels 
S-+-1 m—s | 
x< { be 
| fees sins 1 | 
$+2 1.2(rn—s)(rm—s—1) ] 


C’est le nombre de tous les cas possibles dans lesquels s boules sortent 
a leur rang, pourvu que l’on en retranche encore les cas qui sont répé- 
tés. En continuant de raisonner ainsi, et en divisant la fonction finale 
par le nombre de tous les cas possibles, on aura, pour l’expression de la 
probabilité que s boules au moins sortiront a leur rang, 


(n —1)(n—2)...(n—s +1)rs-! 


1.2.3...8(rm—1) (rm —2)...(7m— 8-41) 


(C) s ee eer eer rae 
| Sis CIS $+ 2 1.2.(rn —$) (rn —s —1) 
oF rabeaks er ee € Reh Nore i i | 
| $+3 1.2.3.(rn —s)(rn—s —1)(rn—s—2) an 


On aura la probabilité qu’aucune des boules ne sortira & son rang en 
retranchant la formule (B) de Vunité, et l’on trouvera, pour son expres- 
sion, 


On a, par le n° 33 du Livre I*, quel que soit z, 
Mele seat — pra rce™, 


lintégrale étant prise depuis x nul jusqu’a & infini. L’expression preé- 
cédente peut donc étre mise sous cette forme 
 fareae dx{x ss rye ee 


(0) Txt dae 


Supposons le nombre rn de boules de l’urne tres grand; alors, en 
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. . F omy f 4 1 j 
appliquant aux intégrales précédentes la méthode du n° 24 du Livre I*, 
on trouvera a tres peu pres, pour lintégrale du numérateur, 


= r\nHi 
Dey UHL? (fe Cc 
v er 


VnX? + n(r—1)(X—r)? 


; 4 cet 
X étant la valeur de x qui rend un maximum la fonction #””"~-"(~@ —r)"c™. 
L’équation relative & ce maximum donne pour X les deux valeurs 


yee Te Vi (n= 1)re hr 
ON ies 2 


On peut ne consideérer ici que Ja plus grande de ces valeurs qui est, aux 
ber iy 2 sf I s 4 nN Y, Lag So 
quantités pres de ordre —. égale arm + ~——; alors l’intégrale du 


numérateur de la fonction (o) devient 4 peu pres 


—_ : 1 i. = 
Van(rn)" Fora (1— 2)" vr 


Vi-afay 


L’intégrale du dénominateur de la méme fonction est, par le n° 33, a 


fort peu pres, 


1 
Van(rn)” 2e-7"; 


la fonction (0) devient ainsi 


TV 2eta 
aoe eat 
nr 


aah 2 I 
PS ae a es 
n rn rn* 


/ 


rn élant supposé un tres grand nombre, cette fonction se réduit 2 fort 
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peu pres a cette forme tres simple 


n— ay 
n 
C’est donc l’expression fort approchée de la probabilité qu’aucune des 


boules de l’urne ne sortira 2 son rang, lorsqwil y a un grand nombre 
de boules. Le logarithme hyperbolique de cette expression étant 


on voit qu'elle va toujours croissant & mesure que n augmente; qu’elle 
. I . . 
est nulle, lorsque n= 1, et qu’elle devient =’ lorsque n est infini, 


c étant toujours le nombre dont le logarithme hyperbolique est 
Punité. 

Concevons maintenant un nombre ¢ d’urnes renfermant chacune le 
nombre n de boules, toutes de couleurs différentes, et que l’on tire suc- 
cessivement toutes les boules de chaque urne. On peut, par les raison- 
nements précédents, déterminer la probabilité qu’une ou plusieurs 
boules de la méme couleur sortiront au méme rang dans les ¢ tirages. 
En effet, supposons que les rangs des couleurs soient réglés d’apres le 
tirage complet de la premiere urne, et considérons d’abord la premiere 
couleur; supposons qu'elle sorte la premiere dans les tirages des ¢ — 1 
autres urnes. Le nombre total des combinaisons des zn — t autres cou- 
leurs dans chaque urne est, en ayant égard a leur situation entre elles, 
1.2.3...(m —1); ainsi le nombre total de ces combinaisons relatives 
aux 7 —1 urnes est [1.2.3...(m —1)]''; c'est le nombre des cas dans 
lesquels la premiere couleur est tirée la premiere a la fois de toutes ces 


urnes, et, comme il y az couleurs, on aura 
nft.2.3...(% —1)/4 
pour le nombre des cas dans lesquels une couleur au moins arrivera a 


son rang dans les tirages des 7 — 1 urnes. Mais il y a dans ce nombre 


des cas répétés; ainsi les cas ou deux couleurs arrivent a leur rang 
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dans ces tirages sont compris deux fois dans ce nombre; il faut done 
les en retrancher. Le nombre de ces cas est, par ce qui précede, 


n(n—1t) 


2B. (me — 2) 
en le retranchant du nombre précédent, on aura la fonction 


n[1.2.3...(n—1)J-! — +-—— [1.2.3...(n— 2)". 

Mais cette fonction renferme elle-méme des cas répétés. En conti- 
nuant de les exclure comme on J’a fait ci-dessus relativement a une 
seule urne, en divisant ensuite la fonction finale par le nombre de tous 
les cas possibles, et qui est ici (1.2.3.. .n)-', on aura, pour la proba- 
bilité qu’une des x — 1 couleurs au moins sortira & son rang dans les 
i — 1 tirages qui suivent le premier, 


l 1 T 
ni-2. 1 .2[n(n —1)]-? | io. sln(n 1) (42) 14 


expression dans laquelle il faut prendre autant de termes qu’il y a 
d’unités dans n. Cette expression est done la probabilité qu’au moins 
une des couleurs sortira au méme rang dans les tirages des z urnes. 


10. Considérons deux joueurs A et B, dont les adresses soient p et 
q, et dont le premier ait @ jetons et le second, d jetons. Supposons qu’a 
chaque coup celui qui perd donne un jeton a son adversaire, et que la 
partie ne finisse que lorsqu’un des joueurs aura perdu tous ses jetons; 
on demande la probabilité que l’un des joueurs, A par exemple, gagnera 
la partie avant ou au nr*™ coup. 

Ce probleme peut étre résolu avee facilité par le procédé suivant, 
qui est, en quelque sorte, mécanique. Supposons 6 égal ou moindre 
que a, et considérons le développement du bindme (p + q)’. Le premier 
terme p’ de ce développement sera la probabilité de A pour gagner la 
partie au coup &. Onretranchera ce terme du développement, et l’on en 
retranchera pareillement le dernier terme gq’, si 6 = a, parce qu’alors 
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ce terme exprime la probabilité de B pour gagner la partie au coup 6. 
Ensuite on multipliera le reste par p + ¢. Le premier terme de ce pro- 
duit aura pour facteur p’g, et, comme |’exposant b ne surpasse que de 
6 —1 lexposant de q, il en résulte que la partie ne peut pas étre gagnée 
par le joueur A, au coup 6 + 1, ce qui est visible d’ailleurs; car, si Aa 
perdu un jeton dans les } premiers coups, il doit, pour gagner la partie, 
gagner ce jeton plus les d jetons du joueur B, ce qui exige b + 2 coups. 
Mais, sia =b-+-1, on retranchera du produit son dernier terme, qui 
exprime la probabilité du joueur B pour gagner la partie au coup 
b+1. 

On multipliera de nouveau ce second reste par p+. Le premier 
terme du produit aura pour facteur p’*'g, et, comme |’exposant de p y 
surpasse de 6 celui de g, ce terme exprimera la probabilité de A pour 
gagner la partie au coup 6 + 2. On retranchera pareillement du pro- 
duit le dernier terme, si l’exposant de g y surpasse de a celui de p. 

On multipliera de nouveau ce troisieme reste par p+ 4, et l’on con- 
tinuera ces multiplications jusqu’au nombre de fois n — 8, en retran- 
chant 4 chaque multiplication le premier terme, si l’exposant de p y 
surpasse de b celui de q, et le dernier terme, si l’exposant de g y sur- 
passe de a celui de p. Cela posé, la somme des premiers termes ains! 
retranchés sera la probabilité de A pour gagner la partie avant ou au 
coup n, et la somme des derniers termes retranchés sera la probabilité 
semblable relative au joueur B. 

Pour avoir une solution analytique du probleme, soit y,,,., la proba- 
hilité du joueur A pour gagner la partie, lorsqu’il a & jetons, et lors- 
qu il n’a plus que «’ coups 4 jouer pour atteindre les n coups. Cette 
probabilité devient, au coup suivant, ou ¥.,,,0/-15 OU Yo—1,0'-15 Sulvant 
que le joueur A gagne ou perd le coup; or les probabilités respectives 
de ces deux événements sont p et g: on a done l’équation aux diffé- 
rences partielles 

ie a ky i 2 Ve re Wi Ll fee Ve ( 
Pour intégrer cette équation, nous considérerons, comme précédem- 
ment, une fonction u de z et det’ génératrice de y,,.", en sorte que Yx,x' 


u 
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soit le coefficient de ¢*2’” dans le développement de cette fonction. En 
repassant des coefficients aux fonctions génératrices, l’équation préece- 


dente donnera 
d’ot l’on tire 


par conséquent, 


ce qui donne 


done 


Pe ML 
u Uu I if 
te p'z! ~ (9 pete" (3 = \/ 7 * spa) 
Cette équation peut étre mise sous la forme suivante : 


I yee wD I I i 
POA ga 7 4Pg) + lam ga A 
ul 


fe fie! 


U I ry eee I emi 
= = Dee et oe oath = 
2(2p)74' 2" ; ( a er ipa) of e eh ca pa) 
my eraces fin tarsi). 
\ 
L’expression précédente de - donne 


on a donc 


ui u i 1 Se 1 Li a 
fe ae 2(2p)rt/x! ot pao Apq on Lan \/ ae = (pq) | 
; ; 


sous cette forme, l’ambiguité du signe = disparait. 
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Maintenant, si l’on repasse des fonctions génératrices 4 leurs coefti- 
cients, et si l’on observe que y,,. est nul, parce que le joueur A perd 
nécessairement la partie lorsqu’il n’a plus de jetons, l’équation précé- 
dente donnera, en repassant des fonctions génératrices aux coefficients, 


I 


St [XO yy ops =e X3) yy op rt_3 eee Dal maak EDD oF eins od | aire 


a2 pert 


la série du second membre s’arrétant lorsque « — 27—1 a une valeur 


I I 
pent? prema’ 


négative. X@-"), X@-»), ... sont les coefficients de -»- dans 


le développement de la fonction 


Si ’on nomme w’ le coefficient de ¢” dans le développement de uw, w’ sera 
une fonction de v’ et de x, génératrice de y,,,’. Si on nomme pareille- 
ment T’ le coefficient de z dans le développement de wu, le produit de 


did : ; : Le) ‘ 
apes par la fonction (z) sera la fonction génératrice du second membre 


de l’équation précédente; cette fonction est donc égale aw’. Supposons 
x=atb, alors yr, devient Ya:s,x, et cette quantité est égale a 
Punité; car il est certain que A a gagné la partie, lorsqu’il a gagné tous 
les jetons de B; wu’ est donc alors la fonction génératrice de lunité; or 
x’ est ici zéro ou un nombre pair, car le nombre des coups dans les- 
quels A peut gagner la partie est égal a b plus un nombre pair : en 
effet, A doit pour cela gagner tous les jetons de B, et de plus il doit 
regagner chaque jeton qu’il a perdu, ce qui exige deux coups. Ensuite, 
n exprimant un nombre de coups dans lequel A peut gagner la partie, 
il est égal & 6 plus un nombre pair; x’, étant le nombre des coups qui 
manguent au joueur A pour arriver a 7, est done zéro ou un nombre 


<GOn 


: ais : ; : I 
pair. De la il suit que, dans le cas de wx =a + 6, uw’ devient ——, 


|; 
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a done 
; aro a+b : i: 4p) 
1 (24/5 44) ~(4- Vi 400 ee 
path parb-t : ae « eer 8 
\/ im —4pq 


ce qui donne la valeur de T’. En la multipliant par la fonction (¢) di- 
visée par 2%p*' et dans laquelle on fait 2 =a, on aura la fonction 
génératrice de Vz,’ égale a 


(0) ab pool (1+ v1 — Gpge’?)* — (1 — V's — Gpge?)* 
} rae 


(ee ir a 4 ght) Jr hpqity | : 


Dans le cas de a = J, elle devient 


oper 


(1— 02) [(1 + yi — Gpgt?)2@+-(1 — yi — Gpgt?? )2| 


. 


En développant la fonction 
@ (14 Vi hp qt?)a4 (1 — Vi apg 


suivant les puissances de 2”, le radical disparait, et le plus haut expo- 
sant de @’ dans ce développement est égal ou plus petit que a. Mais, si 


l'on développe (1 — v1 — 4pqt’?)* suivant les puissances de 2’, le plus 
petit exposant de ¢’ sera 2a; la fonction (g) est done égale au dévelop- 
pement de (1 + v1 — 4pqt?)*, en rejetant les puissances de ¢’ supé- 
rieures aa. 

Maintenant on a, par le n° 3 du Livre I*, 


a(a —3) Ae vees 


ala —~ 4)(@='5) 


LQeO 


2e=1—aat 


Cost hia any 


= étant celle des racines de |’équation 
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qui se réduit & Vunité lorsque « est nul. Cette racine est 


1+ Vvi—4ha. 
2 y) 


en supposant done « = pgt’?, on aura 


ayia pgt?)* 


= a — apqt’? + Sita) p2qrl's ala ne mae) peget.. ‘| ; 
on aura ainsi 
2a pela 
(sp Vim apg) + Vi apg 
N. SAB Pe OL Oe OO RES 
1 — apqt’? + ae p2q2ls — ala StS Aye g3t'>- 


la série du dénominateur étant continuée exclusivement jusqu’aux puis- 
sances de Zz’ supérieures da. Ce second membre doit étre, par ce qui 
précede, divisé par 1 — 2”, pour avoir la fonction génératrice de ¥g,x' 
la quantité y,,," est donc la somme des coefficients des puissances de 7’, 
en ne considérant dans le développement de ce membre par rapport 
aux puissances de ¢’ que les puissances égales ou inférieures a a’. 
Chacun de ces coefficients exprimera la probabilité que A gagnera la 
partie au coup indiqué par l’exposant de la puissance de v’. 

Si ’on nomme 3; le coefficient correspondant a ¢’“*?’, on aura géné- 
ralement 


aj(a—3) ,, 
OS 49 WN Bia) se a? Gs2t-2— es; 


1.2 


d’oti il est facile de conclure les valeurs de z,, 2,..., en observant 
que S_,, 2, --. sont nuls, et que z, = p*. La valeur de <; étant égale 
Syn Va,orgr_a» on aura celles de yo 7, Vacu2.)aars ete. Liéquation 
aux différences partielles a laquelle on est immédiatement conduit se 
trouve ainsi ramenée a une équation aux différences ordinaires, qui de- 
termine, en l’intégrant, la valeur de y,,.. Mais on peut obtenir cette 
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valeur par le procédé suivant, qui s’applique au cas général ou a@ et b 
sont égaux ou différents entre eux. 
Reprenons la fonction génératrice de y,,.° trouvée ci-dessus 5 Yq,x' est 
le coefficient de ¢””~? dans le développement de la fonction 
Pp 
EN pe eee ese 
aia as 
en supposant 
pee i aS ange?) Oe Vieira 
vi— 4pqet? 
oan (1 VE Spat) — (1 — Vi epg 
| vi—4pqe? 


I] résulte du n° 5 du Livre [* que, si l’on considere les deux termes 


P P 
oir Ocak ered ee nO aaa 
pes (1 — ¢'2) ¢/2t4+1 = 
dt 
que l’on fasse ensuite successivement ¢’ = 1 et ¢’ = — 1 dans le premier 


terme, et /’ égal successivement a toutes les racines de l’équation Q = o 
dans le second terme, lasomme de tous les termes que l’on obtient de 
cette maniere sera le coefficient de ¢?’ dans le développement de la 


fraction 


Pour avoir les racines de l’équation Q = 0, nous ferons 


T 
ee 
2Vpq cose 
ce qui donne 


g — (cose + vi sinw)**? — (cosa — /—1 sina)“ 


ge 


V—1 sin (cosa )ero-! 


LIVRE If. 235 


ou 
2 sin(a + b)o 


OS : 
= ising {(edsa |e 


Les racines de l’équation Q = o sont done représentées par 


rétant un nombre entier positif qui peut s’étendre depuis r= o jus- 
qua r=a+b— 2. Lorsque a+ 6 est un nombre pair, 47 est une 
des valeurs de o; il faut l’exclure, parce que, cosa devenant nul alors, 
cette valeur de a ne rend pas Q nul. Dans ce cas, l’équation Q=o n’a 
que a+ 6 — 2 racines; mais, comme le terme dépendant de la valeur 
3 = 7 est multiplié dans l’expression de y,,,. par une puissance po- 


ae (r+1)t . ; 
sitive de cos, on peut conserver la valeur de 7 qui donne o = $7, 
a+b 


puisque le terme qui lui correspond dans l’expression de y,,~ dispa- 
rait. 


Maintenant on a 
dQ = dQ do 
di’! dw dt’ 


Vou l’on tire, en vertu de l’équation sin(a + b)a =0, 


dQ _ 4{a+ b)vpqcos(rti)n _ A(a + b)vpg(—1yrt 


dt’ sin?w(cosw)@*o-2 — sin?x(cos@)@e-3- 
Le terme 
sp 
(1 = £2) 7/254 AQ 
at’ 
en observant que 
2sinaw 


sino (cosw)@!” 
devient ainsi 


(r+i)t.. (r+ijan (r+ zy" 


f— _)r+i 927+2 EAI Gye ee Ka gt ee COS (r+ijn 
a) (Pq) a+b a+b | at-b 


(4) : heidi Cas Pilg pd T <i j ie 
(a+b) |p — 2pq cos ies a eS | 
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la somme de tous les termes que l’on obtient, en donnant } 7 toutes les 
valeurs entibres et positives, depuis r= o jusqu’ar = a+ 6b — 2, sera 


ee que produit la fonction 
=P 
tne ee 
ee PDN FREE 
(y— 2) 0% il 


nous désignerons cette somme par la caractéristique S placée devant 
la fonction (/). 
Si lon fait 7? +1=a+b—(r+1), on aura 


_ (e-i)t _ (r+i)t 
eee 
a+6 a+b 
ees! T , (r+1)t 
s —_ = — + — 
+6 +b? 
alr’+i)r 2(r+1)n 
cos ——__— = cos 
a+b a+b 
ig 
_ (rP+ijan . (r+ijar 
a } = (— 1)@*! sin ced 
a+b a+b 


De la il est facile de conclure que, dans la fonction (A), le terme rela- 
tif a7+ 1 est le méme que le terme relatif a 7’ + 1; on peut done dou- 
bler ce terme, et n’étendre alors la caractéristique S qu’aux valeurs de r 


; ‘ : : re at+b—2 . : 
comprises depuis r=o0 jusqu’a r= =F »Sl @+ 5b est pair, ou 
a= be ; é ; 
Vos 5? Si a@-+ best impair. Cela posé, en observant que 
{ \ 
? r+1jat 5 
sin \ i — ( 1)" sin ain 
a+b a+b 
on aura 
ppl 4S 


Tabi Nard — garb 


/ _ (Pile. (r-taijbr (rb 1) 2 ]o+2e 
a) Be Ppa de eb 2) ime aren Fes | cos! F | 
ie ee re ees ; 
p?—2pqcos ZEN | ge 
a+6 


En changeanta en 4, p en q, et réciproquement, on aura la probabilité 
que le joueur B gagnera la partie avant le coup d+ 21, ou a ce coup. 
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(r+ijan, . woe are 
ih deviendra sin$(7 + 1)z. Ce sinus est 


nul, lorsque r+ 1 est pair; il suffit donc alors de considérer, dans l’ex- 


Supposons a = b; sin 


pression de y,,a+2:, les valeurs impaires de r+ 1. En les exprimant par 


(2s-+1)r 


2s-+1, et observant que sin , — 1), sn Aura 


Va,a~2t = ve 
(—1)" Sin as | cos asda 
panei pe ng eed Sign oats a 2a 
= ; airine ee 


vee | Nee Pd Ba 
P 2 pq cos F Se 


2s +1 devant comprendre toutes les valeurs impaires contenues dans 
a—t. 

Si lon change, dans cette expression, p en q, et réciproquement, on 
aura la probabilité du joucur B pour gagner la partie en a + 20 coups. 
La somme de ces deux probabilités sera la probabilité que la partie 
sera finie apres ce nombre de coups; cette derniére probabilité est donc 


aoeeal ase 
co 
2 


(—1)* sin ont pages 
(p?-+ 4%) (pq)*'8 &% 
p?— 2 pq cos 


9442+ 


|-— —— 


+1) i 
+9? 


Si les adresses p et g sont égales, cette expression devient 


(—1)s [cos ese 


Lorsque a + 27 est un grand nombre, on peut en conclure d’une ma- 
niere fort approchée le nombre de coups nécessaire pour que la pro- 
babilité que la partie finira dans ce nombre de coups soit égale a une 


. a I - 
fraction donnée i On aura alors 


(— 1}§ cos (28-1) ger 
2g od. wa! _k-t, 


= Fg Sat 5 
a . (28+ 1)% ke 
10 —————— 
2a 


238 THEORIE ANALYTIQUE DES PROBABILITES. 


a+ 21 étant supposé un tres grand nombre, fort supérieur au nombre 
a, il suffit de considérer le terme du premier membre qui correspond 


as nul, et alors ona 


hg oe beta Pea a es a aed 


ces logarithmes pouvant étre & volonté hyperboliques ou tabulaires. 

Si, dans les formules précédentes, on suppose a infini, 6 restant un 
nombre fini, on aura le cas dans lequel le joueur A joue contre le 
joueur B quia primitivement le nombre & de jetons, jusqu’a ce qu'il 
ait gagné tous les jetons de B, sans que jamais celui-ci puisse gagner A, 
quel que soit le nombre des jetons qu'il lui gagne. Dans ce cas, la 
fonction génératrice (0) de y,4 se réduit a 


abn’ to 


(r= 4)(1-4 yt hpqe?) 


——— a a ye ATE ee : 

car alors (1 — V1 — Gpgt?)* et (1— V1 — Gpqt’?)*”, développés, ne 
renferment que des puissances infinies de ¢’, puissances que l’on doit 
négliger, quand on ne considere qu’un nombre fini de coups. On a par 
ce qui précede 


(evi tpg 


| 1+ bpqt'? =e ee Se gist b(b+4)(b6 +5) pt? te. se | 

so: iD Teo 

pia es eae eae | 
ered! as: ae 


b 


2 3 a 96 to s 4, z 
En multipliant ce second membre par —P 7a? le coefficient de ¢’*** sera 


p| 2 bpgee ee agg ee sea 


1.2 It Darreo ot 


est la valeur de y,,»;, ou la probabilité que A gagnera la partie avant 
ou au coup 6 + au. 
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Cette valeur serait tres pénible & réduire en nombres, si b et 2: 
étaient de grands nombres; il serait surtout tres difficile d’obtenir par 
son moyen le nombre de coups dans lesquels A peut parier un contre 
un de gagner la partie; mais on peut y parvenir facilement de cette 
maniere. 

Reprenons la formule (H) trouvée ci-dessus. Dans le cas de a infini, 


et p étant supposé égal ou plus grand que g, si l’on y suppose a eo 
es do, elle devient 
a 


ob+2t+2 pb(pg)itt dg sina sinbg(cosg@)o+2 
IPG) ABS OEE ae : ; 


rt p? — 2pq COs29 + g? 


’intégrale devant étre prise depuis 9 = 0 jusqu’a 9 = $=. Dans le cas 
de p moindre que q, la méme expression a lieu, pourvu que l’on change 


le premier terme 1 dans al 


Si p= q, cette expression devient 


° 


ee eee ee 


T sing 


re oe ee e OR OO Co ide ae, 
lintégrale étant prise depuis 9 nul jusqu’a @ = 37. Supposons mainte- 
nant que 6 et z soient de grands nombres. Le maximum de la fonction 


9 (cos o) joreiet 
sing 


répond a 9 = 0, ce qui donne r pour ce maximum. La fonction décroit 
ensuite avec une extréme rapidité, et, dans lintervalle ot elle a une 


valeur sensible, on peut supposer 


log sing = logo + log(1 — § 7) = logo — ¢ 92, 


ce qui donne, en négligeant les sixiemes puissances de 9 et ses qua- 
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triemes puissances qui ne sont pas multipliées par 6 + 27+ 1, 


cosg )o+2e+1 eas PME Se oP 
oor eigen = 108 2 Tap i}'20 : 
SIN 
En faisant done 
pie b+2i1+2 
2 
on aura 
2 
4 
(cose )oH2e+1 ev re 
- == cH # e 
sing 
partant, 
a 
5 do ar Oe 
do sin bo (coso)o+2+! 6 , a 
fr t 2( Mes = sin bgc-@¢", 
2 sing 


Cette derniere intégrale peut étre prise depuis 9 = o jusqu’a @ infini; 
car elle doit étre prise depuis 9 =o jusqu’a 9 = 47; or, a? étant un 
nombre considérable, c“* devient excessivement petit, lorsqu’on y 
fait 9 = 57, en sorte qu’on peut le supposer nul, yu l’extréme rapidité 
avec laquelle cette exponentielle diminue, lorsque » augmente. Main- 


tenant ona 


Ge. 
d de (1 6 @'] , a 
db ea sinh oc? = fdo (x G oy) cosboc-%; 


7 


on a d’ailleurs, par le n° 25 du Livre I*, 


i 


J d¢ cosbec @¥ = VR ies , 


2a 
Fave 
AS tdic 
de Coghgc-@@= ae 
ye dpe : 2a db 
ONT aes 
8ai a 12.a4 
’ 3 = 
(ot lon tire, en supposant fa alr 
JSdgsinbg(cosg)o+2i+1 a te-t i 
desinbe leone) vg [fanere— —40)] 
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Ainsi la probabilité que A gagnera la partie dans le nombre 6 + 27 de 
coups est 


» 


. , , : . . 5 ! , , gi 2 
Pintégrale étant prise depuis ¢ nul jusqu’a ¢ = T, T? étant égal 2 —,- 
Cc 4a 
Si Pon cherche le nombre des coups dans lesquels on peut parier un 
contre un que cela aura lieu, on fera cette probabilité égale a5, ce qui 
donne 
Cus 


(e 
2 Vt 2 
tees i Bier el?) 


Nommons J’ la valeur de ¢, qui correspond A 


idical = ra 


et supposons 
T= +9, 


q étant de l’ordre —- L’intégrale f dic“ sera augmenteée a tres peu pres 
a Cc d 


de gc", ce qui donne 
4ie Gate 
ae ee la 
on aura done 
T? é 
Te ae Ta 
4a? 4 


. : Ove . I , : 
Ayant ainsi T? aux quantités pres de l’ordre ae Péquation 
genta 1 
202 == he ste 


5 T2 


Cee 5 IT 
donnera, aux quantités pres de l’ordre ee 


Pour déterminer la valeur de T”, nous observerons qu’ici T’ est plus 
OEuvres de L. — VII. 314 
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petit que 4; ainsi l’équation transcendante et intégrale 


, 3 TT 
Glee a= ue 
4 
peut étre transformée dans la suivante : 
ee I Ir 


Lh yap 
| AR Reggae ay cae ey WT 


3 0. ang 1.2.39 4 
En résolvant cette équation, on trouve 
T’2= 0, 2102497. 
En supposant 6 = 100, on aura 
b + 21= 23980,14. 


Il y a done alors du désavantage 4 parier un contre un que A gagnera 
la partie dans 23780 coups, mais il y a de l’avantage a parier qu'il la 


gagnera dans 23781 coups. 


11. Un nombre rn +1 de joueurs jouent ensemble aux conditions 
suivantes. Deux d’entre eux jouent d’abord, et celui qui perd se retire 
apres avoir mis un franc au jeu, pour n’y rentrer qu’apres que tous les 
autres joueurs ont joué ; ce quia lieu généralement pour tous les joueurs 
qui perdent, et qui par la deviennent les derniers. Celui des deux pre- 
miers joueurs qui a gagné joue avec le troisieme, et, s'il le gagne, il 
continue de jouer avec le quatriéme, et ainsi de suite jusqu’a ce qwil 
perde, ou jusqu’a ce qu'il ait gagné successivement tous les joueurs. 
Dans ce dernier cas, la partie est finie. Mais, si le joueur gagnant au 
premier coup est vaincu par l’un des autres joueurs, le vainqueur joue 
avec le joueur suivant, et continue de jouer jusqu’a ce qu'il soit vaincu, 
ou jusqu’a ce qu'il ait gagné de suite tous les joueurs; le jeu continue 
ainsi jusqu’a ce qwil y ait un joueur qui gagne de suite tous les autres, 
ce qui finit la partie, et alors le joueur qui la gagne emporte tout ce 
quia été mis au jeu. 


Cela posé, déterminons @’abord la probabilité que le jeu finira précise- 
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ment au coup x; nommons z, cette probabilité. Pour que la partie finisse 
ga 
ce coup et les n — r coups suivants; or il peut entrer contre un joueur 


aucoup x, il faut que le joueur qui entre au jeu au coupa—r 1 gagne 


FO 


g 5) , ty sae 
qui na gagné qu’un seul coup : en nommant P la probabilité de cet 
Ries P are 
evenement, — sera la probabilité correspondante que la partie finira 
au coup 2. Mais la probabilité z,_, que la partie finira au coup « — 1 
est évidemment ——- Car il est nécessaire pour cela qu'il y ait un 
joueur qui ait gagné un coup, au coup « —n-+ 1, et qui, jouant ace 


coup, le gagne et les n — 2 coups suivants; et la probabilité de chacun 


Tai caer , I ee Find? 
de ces événements étant P et eee la probabilité de l’événement com- 


; P P ; 
pose sera nt onaura done Sy 4 = 5am et, par consequent, 
Pra 
ait = Fr) 


‘z,, est done la probabilité que la partie finira au coup ~, relative a 
ce cas. 
Si le joueur qui entre au jeu au coup x«—n-+1 joue a ce coup 


contre un joueur quia déja gagné deux coups, en nommant P’ ja pro- 
I 


babilité de ce cas, — sera la probabilité relative & ce cas que la partie 


finira au coup x. Mais on a 


car, pour que la partie finisse au coup x — 2, il faut qu’au coup 
vx —n+r lun des joueurs ait déja gagné deux coups, et qu'il gagne 
ce coup et les n — 3 coups suivants. On a done 

Pp’ 1 


a oe Ce Dis 
gt 92 TES 


zs,» est donc la probabilité que la partie finira au coup x, relative a 


» 


e cas; et ainsi de suite. 


or) 


Del THEORIE ANALYTIQUE DES PROBABILITES. 
En rassemblant toutes ces probabilités partielles, on aura 


if I I 
y ! cs = 7 - 
S$x—2 33 2t-3 er Oo] ont Sx—n+h 


Zy—4 + 


Ou 


{ 
ao ae Bape 


Pour déterminer ¥(¢), nous observerons que la partie ne peut finir au 
. See F I : 
plus tot qu’au coup x, et que la probabilite pour cela est 3 car il 


n—i? 
faut que le vainqueur au premier coup gagne les n — £ coups suivants ; 
. . I . Pi 
y() ne doit donc renfermer que la puissance n de é, et —— doit étre 
1” 5 é 
—}3 ainsi la 


Qn — 


le coefficient de cette puissance, ce qui donne $(t) = 


fonction génératrice de z, est 


La somme des coefficients des puissances de z¢ jusqu’a V’infini, dans le 
développement de cette fonction, est la probabilité que la partie doit 
finir apres une infinité de coups; or on a cette somme en faisant ¢= 1 
dans la fonction, ce qui la réduit & luniteé; il est done certain que la 
partie doit finir. 

On aura la probabilité que la partie sera finie au coup x ou ayant ce 
coup, en déterminant le coefficient de ¢* dans le développement de la 
fonction précédente, divisée par 1 — ¢; la fonction génératrice de cette 
probabilité est donc 
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Donnons a la fonction génératrice de z,, cette forme 
1 i2(2— ¢t) | le ee I t2n | 
ee eae ae Se ee =f 


. rn i —— 
le coefficient de ¢” dans HEA Bis gt) est 
BPR <if ty) 


t (#—rn+1)(x—rn-+2)...(4 — rn + r—2) 
: ees (x —rn+ 2r— 2); 


gre 1.203...(r—1) 


I L—IAN+1 “2—3n+t 
FHT en 7 iu “tvot Bee 3 (2 — 3n-+ 4) 
(a — 4n +1) (4 —4n + 2) 
a en linea i ae alg at Aa 


expression qui n’est relative qu’a 2 plus grand que x, et dans laquelle 
il ne faut prendre qu’autant de termes qu’il y a d’unités entieres dans 


. Baa I 
le quotient oh lorsque wien, Onlal 2. oe 
En développant de la méme maniere la fonction génératrice de la 
probabilité que la partie finira avant ou au coup x, on trouvera pour 
expression de cette probabilité 
Bi PE 


a Tt 1D 
- : — + - (2 —an+ 4) 
ae 1.2.92” 


(2e = yp. ti) (se — Sie ® : p 
eee ake Nace ye iets 


1.2. O23” : 2 


+ 


cette expression ayant lieu dans le cas méme de x =n. 

Déterminons maintenant les probabilités respectives des joueurs 
pour gagner la partie au coup x. Soit yo, celle du joueur qui a gagné 
le premier coup. Soient Y,,75 Y2,09 +++» Yn~1,2 celles des joueurs sui- 
vants, et ¥,,. celle du joueur quia perdu au premier coup, et qui par la 
est devenu le dernier. Désignons les joueurs par (0), (1), (2), ..., 
(n —1), (n). Cela posé, la probabilité y,, du joueur (7) devient 
Y;—1,e-1, Si au second coup le joueur (0) est vaincu par le joueur (r); 
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car il est visible que (r) se trouye alors, par rapport au vainqueur (1), 
dans la méme position ou était (r—1) par rapport au vainqueur (0); 
seulement, il y a un coup de moins a jouer pour arriver au coup «, ce 
qui change x dans a —1. Présentement la probabilité que le joueur (0) 
sera vaincu par (1) est $; ainsi Sy,, ,-, est la probabilité du joueur (7) 
pour gagner la partie au coup 2, relative au cas ou (0) est vaincu par (t). 
Si (o) n’est vaincu que par (2), ¥,,” devient y,»,.-2, et la probabilité 


‘, on ayn e5 pour la probabilitédu 


de cet événement étant 
joueur (r) de gagner la partie au coup 2, relative a ce cas. Si le 


joueur (0) n’est vaincu que par le joueur (7), y,,, devient yo,,,, et la 


’ v 


ages A 7 I . Stet ep ee 
probabilite de cet événement est 57) AINSI = Yow-r est la probabilite 


a 
du joueur (7) pour gagner la partie au coup &, relative a ce cas. Si le 
joueur (0) n’est vaincu que par le joueur(r-+1t), y,,, se change dans 
Yn-1,0-r—13 Car alors le joueur (7) se trouve, par rapport au vainqueur, 
dans la position primitive du joueur (n — 1) par rapport au joueur (0); 
seulement il ne reste que #—r—zr1 coups a jouer pour arriver au 
coup #. Or la probabilité que (0) ne sera vaincu que par le joueur 


I I ee , 
(7-1) est S353 Sri Ya-1,a-r—1 eSt done la probabilité de (7) pour ga- 


gner la partie au coup 2, relative a ce cas. En continuant ainsi, et ras- 
semblant toutes ces probabilités partielles, on aura la probabilité en- 
tiere y,,. du joueur (7) pour gagner la partie, ce qui donne |’équation 
suivante : 


t I i I 
fy » — — . : Ss ee nae ea, a ery 
Ties a oe hee PT Ae Seo ia gr 10,87 1 grat nt, ert 
I I 
= ort+2 Yn-2,2-7-2 1 +e ont Vr+i,v-n+i- 


Cette expression a lieu depuis r= 1 jusqu’a r= n — 2. Elle donne 


I I ! I 
ye Vr-\,x2-1 = 5 oy P= 2,02 ay x, Nee cs ee Ot pad PtaR 


En retranchant cette équation de la précédente, on aura celle-ci aux 


LIVRE If. QT 
differences partielles, 


{ 


(1) Spo mae We) eh Vr wn == 05 


g/t 
cette équation s’étend depuis r= 2 jusqu'ar =n — 2. 
On a, par le raisonnement précédent, l’équation suivante : 


I I I 
Vn—i 2 = ph 2 = aa pa e-3, 2-2 ge Cit ek V0, -n+1- 


Mais l’expression précédente de y,.,. donne 


T I I I 
= = : ee ky aoe ; fey, ; 
Ace Tia = TT Ae e Sp oon a pnt Viogr= neeats 0 Ae Ee 


En retranchant cette équation de la précédente, on aura 


if 
Ii lgat SAH yen ie Syl ght 


ainsi l’équation (1) subsiste dans le cas de r= rn —1. 
Le raisonnement précédent conduit encore a cette équation 


! I 
Jnyxc = z Wipe aie 32 We nee) ee eay Si Aye Tera 


ce qui donne 


I I 
— a —_ «= td § -} Cen Cc! q — . 
eA a {pA a5 WS Sh DOW 9 


En retranchant cette équation de celle-ci, que donne l’expression géné- 
rale dey; xs 


I [ 
Vy ae ae GAD pa= OOD at Vols 


23 


I el 


et faisant — ( Bai) ==) ee ON aura 
d 5 Yow in) n& SD} 0.09 


T 


(aan), Ope (Seca 3a JVi,x—n = 0. 


L’équation (1) subsiste donc encore dans le cas méme de r = 1, pourvu 
que l’on y change Yo,x dans Yo... On doit observer que Yo,, est la proba- 
bilité de gagner la partie au coup x de chacun des deux premiers 
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joueurs, au moment ow le jeu commence; car cette probabilité devient, 
apres le premier coup, Yo,. OU Yn,« Suivant que le joueur gagne ou 
perd, et la probabilité de chacun de ces événements est 5. 
Maintenant, la fonction génératrice de l’équation (1) est, par le n° 20 
du Livre I, 
(a) ere) ae 
1— tt! + a tn 


¢ étant relatif a la variable «, et ¢’ étant relatif a la variable 7, en sorte 
que y,,, est le coefficient de ¢’”¢” dans le développement de cette fonc- 
tion; 9(¢) est une fonction de z qu'il s’agit de déterminer. 

Pour cela, nous ferons 


la fonction génératrice de y,,, sera le coefficient de ¢” dans le dévelop- 
pement de la fonction (a); elle sera donc 


y(t) pe Wil. 


La probabilité que la partie finira précisément au coup x est évidem- 
ment la somme des probabilités de chaque joueur pour la gagner a ce 
coup; elle est donc 


2) oo a [Pde a PRES wel OM Y=) ons 
par conséquent la fonction génératrice de cette probabilité est 


Tig ease Der? Te. eh Tew) 
ou 
2—tT —i?T” 
‘Tt t -—< = Fen) ae 
et) 1— tT 
En légalant a la fonction génératrice de cette probabilité, que nous 
avons trouyée ci-dessus et qui est 


LIVRE Il. 2h9 
on aura 


= 0"(2 —t) (1— tT) 


9(¢) ye = ara al : 
Tle — tT —2T*) (1+ af) 


Ainsi la fonction génératrice de l’équation (1) aux différences partielles 
est 


oa 3 
T(2— ¢T — #”T”) (: 7) 36 a ) (: — tf = os ) 
9” gt 
la fonction génératrice de y,., est donc 
I _ 
Seer(a— 2) (1 eT) 


(a= eT — eT) (1+ zoie} 


Le coefficient de ¢” dans le développement de cette fonction est la pro- 
babilité du joueur (7) de gagner la partie au coup x. On pourra ainsi 
déterminer cette probabilité par ce développement. La somme de tous 
ces coefficients jusqu’a  infini est la probabilité du joueur (r) de ga- 
gner la partie; or on a cette somme en faisant ¢=1 dans la fonction 


nv 


préecédente, ce qui donne T = ——_ 


=a3 hommons p cette derniére quan- 
tité, et désignons par y, la probabilité de (7) de gagner la partie; on 
aura 
— p)pr 

ye eee 
Cette expression s’étend depuis 7= 0 jusqu’a r= n — 1, pourvu qu’on 
y change yy dans yo, ¥> exprimant la probabilité de gagner la partie 
des deux premiers joueurs au moment ot ils entrent au jeu. 

Maintenant, chaque joueur perdant déposant un franc au jeu, déter- 
minons l’avantage des différents joueurs. II est clair qu’apres « coups, 
il y avait w jetons au jeu; l’avantage du joueur (7) relatif a ces x jetons 
est le produit de ces jetons par la probabilité y,.,, de gagner la partie au 
coup x; cet avantage est donc xy,,,~. La valeur de wy,,, est le coeffi- 
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cient de ¢”~'dt dans la différentielle de la fonction génératrice de y,,»3 
en divisant donc cette différentielle par d¢ et en y supposant ensuite 
¢—1, on aura la somme de toutes les valeurs de xy,,, jusqu’a @ in- 
fini; c’est l’avantage du joueur (7). Mais il faut en retrancher les jetons 
quwil met au jeu & chaque coup qu’il perd; or y,,. étant sa probabilité 
de gagner la partie au coup &, 2”y,,.-n41 Sera sa probabilité d’entrer au 
jeu au coup « —n-+1, puisque cette derniere probabilité, multipliée 


he aad : ime , : cee 
par la probabilite — quil gagnera ce coup et les n — 1 coups suivants 


est sa probabilité de gagner la partie au coup x. En supposant done 
qu'il perde autant de fois qu’il entre au jeu, la somme de toutes les va- 
leurs de 2” y,,» n+, Jusqu’a x infini, serait le désavantage du joueur (7); 
et comme la somme de toutes les valeurs de y,,, ,,, est égale a la 


. 2”(1-~ p) pr 
somme de toutes les valeurs de y,,, ou y,, On aurait 2” y, ou ed al 


pour le désavantage du joueur (7). Mais il ne perd pas chaque fois qu il 
entre au jeu, parce qu'il peut entrer au jeu et gagner la partie; il faut 
done dter de 2”y, la somme de toutes les valeurs de y, ou y,, et alors 
(es ey) 

Da fa 1) 
de (r), il faut retrancher cette derniere quantité de la somme des ya- 


: 
le désavantage de (7) est P’. Pour avoir l’avantage entier 


leurs de xy,..; en désignant done par S cette somme, l’avantage du 
joueur (7) sera 
a so) e202 
2 = /0 ae, jue 


S étant, comme on l’a vu, la différentielle de la fonction génératrice de 
Yr divisée par dt, et dans laquelle on suppose ensuite ¢=1. Dans 
cette supposition, on a 


Désignons par Y, l’avantage de (7), on trouvera 


es orca tae! a cop rchie 2 ged ene =]. 
: ed ad 
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Cette équation servira depuis r= o jusqu’a r=n—r, pourvu que 
l’on y change Y, dans Y,, Yo étant Vavantage des deux premiers joueurs; 
au moment ou ils entrent au jeu. 

Si, au commencement de la partie, chacun des joueurs dépose au jeu 
une somme 4, |’avantage du joueur (7) en sera augmenté de (nx +-1)a, 
multiphé par la probabilité y,, que ce joueur gagnera la partie; mais il 
faut en ter la mise a de ce joueur; il faut donc, pour avoir alors son 
avantage, augmenter l’expression précédente de Y, de la quantité 

(ee) Ot Ply. 


= — =a. 


sa eae 


Lorsque l’avantage de (7) devient négatif, il se change en désayan- 


tage. 


12. Soit g la probabilité d’un événement simple a chaque coup; on 
demande la probabilité de l’amener z fois de suite dans le nombre x de 
coups. 

Nommons z, la probabilité que cet événement composé aura lieu 
précisément au coup x. Pour cela, il est nécessaire que l’événement 
simple n’arrive point au coup 2 —z, et qu’il arrive dans les ¢ coups 
suivants, ’événement composé n’étant point arrivé précédemment. 
Soit alors P la probabilité que l’événement simple n’arrivera point au 
coup «—i—1. La probabilité correspondante qu’il n’arrivera point 
au coup x — sera (1—q)P, et la probabilité correspondante que 
l’événement composé aura lieu précisément au coup x sera(t— q)Pq’. 
Ce sera la partie de s, correspondante a ce cas. Mais la probabilité que 
V’événement composé arrivera au coup x — 1 est évidemment Pg‘; on 


a donc 
Zr 


Gis 
ainsi la valeur partielle de z,, relative a ce cas, est (1 — 9)3,-4. 
Considérons maintenant les cas ot l’éyénement simple arrivera au 
coup « —i—1. Nommons P’ la probabilité qu'il n’arrivera pas au 
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coup «—t— 2; la probabilité quwil arrivera dans ce cas au coup 
xa —t—tsera gP’, et la probabilité qu’il n’arrivera pas au coup # — zt 
sera (1 — q)qP’; la valeur partielle de z, relative & ce cas sera done 
(1 — g)qP’q’. Mais la probabilité que l’événement composé arrivera 
précisément au coup « — 2 est P’g’: c’est la valeur de z,_,, ce qui 


donne 


(1 — g)q%_-» est donc la valeur partielle de z, relative au cas ot l’évé- 
nement simple arrivera au coup #—zt—J1, sans arriver au coup 
e—tl—2. 

On trouvera de la méme maniere que (1 — g)q?z,_, est la valeur 
partielle de z, relative au cas ot l’événement simple arrivera aux 
coups « —t—1 et « —i—a, sams arriver au coup « —i— 3; et 
ainsi de suite. 

En réunissant toutes ces valeurs partielles de z,, on aura 


Sn = (1 — q) (321 + 9 S29 + 9742-51... + g* 1 2z-7). 
Il est facile d’en conclure que la fonction génératrice de =, est 


qi{i—qgt)t 
iF (rg gee” 


car cette fonction génératrice est 


p(t) 
r—(1— q) (t+ g#?+...+ gi" #) 


ou 
g(t) (1— gt) 
vente g que 


La fonction 9(¢) doit étre déterminée par la condition qu’elle ne doit 
renfermer que la puissance ¢ de ¢, puisque l’événement composé ne 
peut commencer a étre possible qu’au coup ¢; de plus, le coefficient de 
cette puissance est la probabilité g’ que cet événement aura lieu préci- 
sément a ce coup. 
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bo 
vo 
ie) 


En divisant la fonction génératrice précédente par 1 — ¢, on aura 
q'(1— qt) t 
== i tiv 
(r= eye{ alt tse | 
1 — 


pour la fonction génératrice de la probabilité que l’événement composé 


aura lieu avant ou au coup a. 
En développant cette fonction, on aura, pour le coefficient de 2’, la 
série 


gla — 9g) +1) —(1— q)g#=—[(1 — q) (w —§—1) +2] 


.(@ — 21) (# —21—1) 
[aoe 


[1 — 4) (#—2i—2) +3] 


(a2 — 31)( a — 31 —1 3 ; 
— (1 g)eg eae Se) th ge 31-3) +4) 


la série étant continuée jusqu’a ce que l’on arrive a des facteurs néga- 
tifs. Cest expression de la probabilité que ’événement composé aura 
lieu au coup # + 7 ou avant ce coup. 

Supposons encore que deux joueurs A et B, dont les adresses respec- 
tives pour gagner un coup sont g et 1 — g, jouent a cette condition, 
que celui des deux qui aura le premier vaincu ¢ fois de suite son adver- 
saire gagnera la partie; on demande les probabilités respectives des 
deux joueurs pour gagner la partie précisément au coup x. 

Soit y, la probabilité de A, et y/, celle de B. Le joueur A ne peut 
gagner la partie au coup «x, qu’autant qu'il commence ou recommence 
4 gagner Bau coup # — i+ 1, et qu'il continue de le gagner les ¢ — 1 
coups suivants. Or, avant de commencer le coup # —7-+1, B aura 
déja gagné A ou une fois, ou deux fois, ..., out —1 fois. Dans le pre- 
mier cas, si l’on nomme P la probabilité de ce cas, P(r — g)*' sera la 
probabilité y',, de B pour gagner la partie au coup # —1, ce qui 


donne 
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Mais si B perd au coup « —7-+1 et aux i — 1 coups suivants, A ga- 


genera Ja partie au coup 2, et la probabilité de cela est Pq’; ae: 


est donc la partie de y, relative au premier cas. 

Dans le second cas, si l’on nomme P’ sa probabilité, P’(1 — ¢)"? sera 
la probabilité y/,, de B pour gagner la partie au coup # — 2. La pro- 
babilité de A pour gagner la partie au coup 2, relative a ce cas, est 


P’q‘; on a donc Hee pour cette probabilité. 


En continuant ainsi, on aura 
Ve gee a ME yh ye ee 


Si on change gen 1—4q, y, en y,, et réciproquement, on aura 


' Ws : 2 pee 
Mess waa ie a Ree eee ly kre 
Maintenant, uw étant fonction génératrice de y,, celle de y,, sera, par 
tout ce qui précede, 


kqut(t+qt+q0+...+q't-?), 


k étant égal a ttl 


i : : ne ' 
+» Mais expression précédente dey, ne commen- 


cant & avoir lieu que lorsque « =i-+ 1, parce que pour des valeurs 
plus petites de x, y,_,, Yz-»,.-- sont nuls, il faut, pour compléter l’ex- 
pression précédente de la fonction génératrice de y',, lui ajouter une 
fonction rationnelle et entiere de ¢, de l’ordre z, et dont les coefficients 
des pulssances de ¢ soient les valeurs de y,,, lorsque x est égal ou plus 
petit que v. Or y;, est nul, lorsque est moindre que 7; et lorsqu’il est 
égal av, y, est (1 — q), parce qu il exprime alors la probabilité de B 
pour gagner la partie apres ¢ coups; la fonction a ajouter est donc 
(1 — g)'t’; ainsi la fonction génératrice de y’, est 


hequala + ge-p.. bk gta] x (1 gh 


Si on nomme w’ cette fonction, l’expression de yz en y,,, ¥.95 
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donnera pour la fonction génératrice de y,, en changeant dans celle 


de y',, & dans i g dans 1 — q, 


I - : ak 
RU aw el (1 gg). (rq) 2] + git’. 


Cette quantité est donc égale a u, d’ot l’on tire, en y substituant pour w 
sa valeur précédente, 


oi CA Toor INA ae Bel seks 
1— ¢+ g(1— q)'t**'+ (1—q) qit*'— q'(1— q)!t?! 


CSS 


En changeant g en 1 — q, on aura la fonction w génératrice de y’,. Si 
l'on divise ces fonctions par 1 —¢, on aura les fonctions génératrices 
des probabilités respectives de A et de B, pour gagner la partie avant 
ou au coup x. 

Si ’on suppose ¢=1 dansw, on aura la probabilité que A gagnera la 
partie; car il est clair qu’en développant wu suivant les puissances de 2, 
et en supposant ensuite = 1, la somme de tous les termes de ce dé- 
veloppement sera celle de toutes les valeurs de y,. On trouve ainsi la 


probabilitée de A pour gagner la partie égale & 


Netw? cirw RaCMBrere Th 
(ree Qiie baie Gin! we dial. (ia g.] 


i) 


la probabilité de B est donc 


(Sova. ae 
Gerd seg ee 


Supposons maintenant que les joueurs, a chaque coup qu ils perdent, 
déposent un franc au jeu, et déterminons leur sort respectif. Il est clair 
que le gain du joueur A sera x, s'il gagne la partie au coup a, puisqu’il 
y aura x francs déposés au jeu; ainsi la probabilité de cet événement 
étant y, par ce qui précede, Sy, sera l’expression de l’avantage de A, 
le signe S s’étendant a toutes les valeurs possibles de 2. La fonction 


a . : T’ ; : 
génératrice dey, étant uw ou a» T’ étant le numerateur de l’expression 


précédente de u, et T étant son dénominateur, il est facile de voir que 
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t 


ae ; T : 
on aura Say, en différentiant =» et en supposant ensuite ¢=1 dans 


cette différentielle, ce qui donne, avec cette condition, 


dey tl Na CUES EET 
2 di de 


Pour avoir le désavantage de A, on observera qu’a chaque coup qu'il 
joue, la probabilité qwil perdra, et par conséquent qu’il déposera un 
franc au jeu, est 1 — q;sa perte est donc le produit de 1 — ¢ par la 
probabilité que le coup sera joué; or Ja probabilité que le coup x sera 
joué est 1 —Sy,_,— Sy,_,; la fonction génératrice de l’unité est ici 

4 t aie cor 
T(1—¢)’ 
lorsqu’on y change g en 1 — g et réciproquement; ainsi la fonction gé- 


tf 
1—ft 


»etcelledeSy, ,+Syi,_, est 


T’ étant ce que devient T’ 


nératrice du désavantage de A est 


ie eek 
(ier a 


Le numeérateur et le dénominateur de cette fonction sont divisibles par 
1 —2; de plus, on auralasomme de tous les désavantages de A, ou son 
désavantage total, en faisant ¢= 1 dans cette fonction génératrice; le 
désavantage total est donc, par les méthodes connues, et en observant 
que-P = 1?==T lorsque? =a; 


(1 — q)(dT — dT’ — aT”) 
; Tdt , 


i étant supposé égal a P'unité apres les différentiations. Si l’on retranche 
cette expression de celle de lavantage total de A, on aura, pour l’ex- 
pression du sort de ce joueur, 


q dT’ +(1—gq)(d¥ —dT’) T'aT 
Tdt eT? dt: 


Le sort de B sera 


(1—q) dT’-+q(dT—dT’) TdT 
Tdtiags T? di’ 
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é étant supposé lunité apres les différentiations, ce qui donne 


T= g(t —g)lght+ (1g) gh4(1— g)4, 
dT 


pe oe Ue) ga they ag ae ay 
T= (t— 9) qtr —(1— 4), 
pee ae hee Tg bel ag 


uy 


dT es ' 
On aura T” et > en changeant, dans ces deux dernieres expressions, 


gq dans 1 —q. 


13. Une urne étant supposée contenir z + 1 boules, distinguées par 
les no, 1,2,3, ...,m,0n en tire une boule que l’on remet dans l’urne 
apres le tirage. On demande la probabilité qu’apres 7 tirages la somme 
des nombres amenés sera égale a s. 

Soient ¢,, ¢2, 23, ..., ¢; les nombres amenés au premier tirage, au se- 
cond, au troisieme, ...; on doit avoir 


(1) fij+fotfig+... tts. 


ty, tg, ..., ¢; étant supposés ne pas varier, cette équation n’est suscep- 
tible que d’une combinaison. Mais, si l’on fait varier & la fois ¢, et ¢g, et 
si l'on suppose que ces variables puissent s’étendre indéfiniment de- 
puis zero, alors le nombre des combinaisons qui donnent l’équation 
précédente sera 


$+1—tlg—l,—...— by3 
a” i. 0 . 
ear ¢, peut s’étendre depuis zéro, ce qui donne 


to—s— t3— t,—...— bi, 


jusquw’as — ¢,—t,—...— 4, ce qui donne é, = 0, les valeurs négatives 
des variables ¢,, ¢2 devant étre exclues. 


t 


Maintenant, le nombre s +1— ¢t; — ¢, —... —¢; est susceptible de 
plusieurs valeurs, en vertu des variations de ¢,,¢,,.... Supposons 
OEwvres de L. — Vil. 33 


1 
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d’abord ¢,, ¢5,... invariables, et que ¢, puisse s’étendre indéfiniment 
depuis zéro; alors, si l’on fait 


Saat ts t, sede (—=2, 


en intégrant cette variable dont la différence finie est Punité, on aura 


OMe moh . y . . 

ee) pour son intégrale; mais, pour avoir la somme de toutes les 
14 

valeurs de x, il faut, comme l’on sait, ajouter a cette intégrale ; cette 


NTS —+- 1 
somme est donc ae 2 


- Il faut y faire x égalasa plus grande valeur, 


que l’on obtient en faisant ¢, nul dans la fonction s + 1—¢,—t, —...—¢;: 
ainsi le nombre total des combinaisons relatives aux variations de ¢,, 
t, Ob baest 


(Sie tig ome ee lie ty —ts—...— ti). 
2. 


| fi, 
En faisant encore dans cette fonction 


s$+2—t,—ts—...—=2, 


elle devient oes 


; en l’intégrant depuis 2 = o et en ajoutant la fone- 

(x+1)x(x2—1) 
fis Ohne) 

nulle répond a¢,=s+-2—t,—...—t;, et sa plus grande valeur ré- 


pond a ¢, nul, et par conséquent elle est égale as + 2—¢,—...—4&; 


tion elle-méme a cette intégrale, on aura ; la valeur de x 


en substituant done pour x cette valeur dans l’intégrale précédente, 
on aura 


(s+3—t;—te—... ui)(s +2 — ts— te—...— ti) (s +1 — ts — fg —...— ti) 


eng) 


pour la somme de toutes les combinaisons relatives aux variations de ¢,, 
t,, ¢;, ¢,. En continuant ainsi, on trouvera généralement que le nombre 
total des combinaisons qui donnent l’équation (1), dans la supposition 
ou les variables ¢,, ¢,, ...,¢; peuvent s’étendre indéfiniment depuis 
zero, est 


(a) (+i 1)[s-+i—2)(s-+i—3)...(s-41), 


Paw tean) 4 
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mais, dans la question présente, ces variables ne peuvent pas s’étendre 
au dela de n. Pour exprimer cette condition, nous observerons que, 
Vurne renfermant n+ 1 boules, la probabilité d’extraire l’une quel- 


I . . ne 
conque d’entre elles est oni? ainsi la probabilité de chacune des va- 
: , : 5 I OF In 
leurs de ¢,, depuis zéro jusqu’a n, est uci’ Va probabilite des valeurs 


de ¢,, égales ou supérieures an +1, est nulle; on peut donc la repré- 


Trend ; 
senter par ————» pourvu que l’on fasse /= 1 dans le résultat du cal- 


cul; alors la probabilité d’une valeur quelconque de ¢, peut étre géné- 


ve [ri 


ralement exprimée par —-~—~» pourvu qu’on ne fasse commencer /, 


a 

: ; , Nore 

que lorsque Z, aura atteint n+ 1, et qu’on le suppose 4 la fin égal a 
Punité; il en est de méme des probabilités des autres variables. Main- 
tenant, la probabilité de l’équation (1) est le produit des probabilités 


BA {= [n+i Z 
des valeurs de ¢,, tz, ¢3,...3 cette probabilité est done (=| 3 le 
nombre des combinaisons qui donnent cette équation, multipliées par 


leurs probabilités respectives, est ainsile produit de la fraction (a) par 
pst Letan & 
pet oie 
1 ais al 


6) Renee 


mais il faut, dans le développement de cette fonction, n’appliquer /“*' 
qu’aux combinaisons dans lesquelles une des variables commence a 
surpasser 7: il faut n’appliquer ?’*? qu’aux combinaisons dans les- 
quelles deux des variables commencent a surpasser 7, et ainsi du reste. 
Si dans l’équation(1) on suppose qu’une des variables, ¢,, par exemple, 
surpasse 7, en faisant 7, =n +1-+ 4,, cette équation devient 


s—n—i1=t,+tetist+..., 


la variable ¢, pouvant s’étendre indéfiniment. Si deux des variables 


telles que ¢, et ¢, surpassent 7, en faisant 


t;o=nt+i+ li, fg=n+it fi, 
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Véquation devient 
$—on—2 Ff, +1, +4 ites, 

et ainsi de suite. On doit donc, dans la fonction (@) que nous avons 
dérivée de l’équation (1), diminuer s den -+ 1, relativement au systeme 
des variables ¢,, 22, ¢,,...- On doit le diminuer de 2n + 2, relative- 
ment au systeme des variables 7, ¢,, ¢;,..., et ainsi du reste. Il faut 
par conséquent, dans le développement de la fonction (6) par rapport 
aux puissances de /, diminuer, dans chaque terme, s de ]’exposant de 
la puissance de /; en faisant ensuite / = 1, cette fonction devient 


( (s+1)(s+2)...(s4i—1) t(s—n)(s—n+1)...(s+i—n—2) 


1.2.3...(2—1)(m 4-1)? Te aed,» o(k — 1) (4-2) 
(<) eS Res ln Seer ee 
he Cig = 1.223.0.0(t—1)\ Ge ani) ; 


la série devant étre continuée jusqu’a ce que l’un des facteurs s — xn, 
s—2n—1,s—3n—2,... devienne nul ou négatif. 

Cette formule donne la probabilité d’amener un nombre donnés, en 
projetantz dés d’un nombre nv + 1 de faces chacun, le plus petit nombre 
marqué sur ces faces étant 1. Il est visible que cela revient & supposer 
dans l’urne précédente tous les nombres des boules augmentés de 
Vunité, et alors la probabilité d’amener le nombre s +7 dans 1 tirages 
est la méme que celle d’amener le nombre s dans le cas que nous ve- 
nons de considérer; or, en faisant s-+-z=s’, on a s=s’—1; la for- 
mule (¢) donnera donc, pour la probahilité d’amener le nombre s’ en 
projetant lesz dés, 


(s'—t)(s’— 2)... (srr) i(s’— n — 2) (s’ —n — 3)... .(# —T— zn) 
1.2.3...(i—1)(n +1)? 1522305 (8. — 1) eae eii 


i(i—1) (s'—~an— 3)(s'— an —4)...(3' —i—2n—1) 


ee Py Ova. s(t) oe aye 


La formule (c), appliquée au cas ots et 2 sont des nombres infinis, 
se transforme dans la suivante : 
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Cette expression peut servir a déterminer la probabilité que la somme 
des inclinaisons a l’écliptique d’un nombre z d’orbites sera comprise 
dans des limites données, en supposant que, pour chaque orbite, toutes 
les inclinaisons depuis zéro jusqu’d l’angle droit soient également 
possibles. En effet, si l’on concoit que J’angle droit 4x soit divisé en 
un nombre infini x de parties égales, et que s renferme un nombre 
infini de ces parties, en nommant 9 la somme des inclinaisons des or- 
bites, on aura 


BY 
It y TT 


a. 48 : Ad nd 
En multipliant donc expression précédente par ds ou par ay eten 


l’intégrant depuis o — <jusqu’a 9 + «, on aura 


(2°) —i(@ 2), Mad (ees 2) a 
4; iG 1.2 ae : 
- ; F is ; Toe AGH. i (9 
1.2.9...0 ~ (t=) +i ($= * 1) tt 2% g ») gen 

aT pi are an 


c'est l’expression de la probabilité que la somme des inclinaisons des 


orbites sera comprise dans les limites 9 — < et 9 +«. 

Appliquons cette formule aux orbites des planetes. La somme des 
inclinaisons des orbites des planetes a celle de la Terre était de 91°, 4187 
au commencement de 1801: il y a dix orbites, sans y comprendre I’é- 
cliptique; on a donc ici z = 10. Nous ferons ensuite 


g9—e— 0, 


9 +¢=91°, 4187. 


La formule précédente devient ainsi, en observant que 57 ou le quart 
de la circonférence est de 100°, 


+ —— (0,914187)!°. 


LAZO sl) O 


C’est l’expression de la probabilité que la somme des inclinaisons des 
orbites serait comprise dans les limites zéro et 91°, 4187, si toutes les 
inclinaisons étaient également possibles. Cette probabilité est donc 
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0,00000011235. Elle est déja tres petite; mais il faut encore la com- 
biner avec la probabilité d’une circonstance tres remarquable dans le 
systeme du monde, et qui consiste en ce que toutes les planetes se 
meuvent dans le méme sens gue la Terre. Si les mouvements directs 
et rétrogrades sont supposés également possibles, cette derniere pro- 


10 
babilité est (=) il faut done multiplier 0, oooc0011235 par (=) , 
pour avoir la probabilité que tous les mouvements des planétes et de 
la Terre seront dirigés dans le méme sens, et que la somme de leurs 
inclinaisons 4 l’orbite de la Terre sera comprise dans les limites zéro 


2°97" nour cette probabilité, ce qui donne 


(10) 


pour la probabilité que cela n’a pas dt avoir lieu, si toutes 


et 91°, 4187; on aura ainsi 


I 990972 
(ro) 12 


les inclinaisons, ainsi que les mouvements directs et rétrogrades, ont 


I — 


été également faciles. Cette probabilité approche tellement de la certi- 
tude, que le résultat observé devient invraisemblable dans cette hypo- 
these; ce résultat indique donc, avec une tres grande probabilité, 
existence d’une cause primitive qui a déterminé les mouvements des 
planétes a se rapprocher du plan de |’écliptique ou, plus naturellement, 
du plan de l’équateur solaire et & se mouvoir dans le sens de la rota- 
tion du Soleil. Si l’on considere ensuite que les dix-huit satellites ob- 
servés jusqu’ici font leur révolution dans le méme sens, et que les 
rotations observées au nombre de treize dans les planétes, les satellites 
et ’anneau de Saturne, sont encore dirigées dans le méme sens; enfin, 
si on considere que la moyenne des inclinaisons des orbes de ces 
astres et de leurs équateurs a |’équateur solaire est fort éloignée d’at- 
teindre un demi-angle droit, on verra que l’existence d’une cause com- 
mune, quia dirigé tous ces mouvements dans le sens de la rotation du 
Soleil et sur des plans peu inclinés & celui de son équateur, est indi- 
quée avec une probabilité bien supérieure a celle du plus grand nombre 
des faits historiques sur lesquels on ne se permet aucun doute. 
Voyons maintenant si cette cause a influé sur le mouvement des co- 
méetes. Le nombre de celles qu’on a observées jusqu’a la fin de 1811, 
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en comptant pour la méme les diverses apparitions de celle de 1759, 
s’élevea cent, dont cinquante-trois sont directes, et quarante-sept sont 
rétrogrades. La somme des inclinaisons des orbites des premieres est de 
2657°, 993, et celle des inclinaisons des autres orbites est de 25 15°, 684 : 
Vinclinaison moyenne de toutes ces orbites est done de 51°, 73677: 
i. 
Te 
i étant ici égal & 100. On voit déja que Vinclinaison moyenne surpas- 
sant le demi-angle droit, les coméetes, loin de participer a la tendance 
des corps du systeme planétaire, pour se mouvoir dans des plans peu 
inclinés a l’écliptique, paraissent avoir une tendance contraire. Mais 
la probabilité de cette tendance est tres petite. En effet, si l’on suppose, 
dans la formule (0), 


par conséquentlasomme de toutes les inclinaisons est — + 1.1°,73677, 


= a? Goat «1? 94097, 
elle devient | 
(i. enn) i(e- HO _ 2) | 
T TT 
ait) (i | fers72001 — §)'— | 
; 1.2 ar, 
(Pp) 120 Siw 150) . Ai.1°,93699\! 6 /. 4i.1°, 736977 fai, 
( == ) +i(? : —2) | 
T T 

i(t —1) (i MTT _ 4) a 
eB Tv ; | 


= étant 200°. C’est lexpression de la probabilité que la somme des 
inclinaisons des orbites des « cometes doit étre comprise dans les 
limites + 7.1°,73677. Le nombre des termes de cette formule et la 
précision avec laquelle il faudrait avoir chacun d’eux en rendent le cal- 
cul impraticable; il faut donc recourir aux méthodes d’approximation 
développées dans la seconde Partie du Livre I*. Ona, par le n° 42 du 


méme Livre, 


(i+ ryi)—ilitrvi—2)4 Hirai PEA emtid 


264 THEORIE ANALYTIQUE DES PROBABILITES 
les puissances des quantités négatives étant ici exclues, comme elles 
le sont dans la formule précédente; en faisant donc 


gee aoe 


200° 
la formule (p) devient 


jae a ss rN wi ihe, 
a4/ = fare a VE r(i— r)e. 2 
OT 101 V an 


l’intégrale étant prise depuis 7 nul. On trouve ainsi 0,474 pour la pro- 
babilité que linclinaison des 100 orbites doit tomber dans les limites 
50° = 1°,173779; la probabilité que Vinclinaison moyenne doit étre in- 
férieure a l’inclinaison observée est donc 0, 737. Cette probabilité n’est 
pas assez grande pour que le résultat observé fasse rejeter l’hypothese 
dune égale facilité des inclinaisons des orbites, et pour indiquer I’exis- 
tence d’une cause primitive quia influé sur ces inclinaisons, cause que 
l’on ne peut s’empécher d’admettre dans les inclinaisons des orbes du 
systeme planétaire. 

La méme chose a lieu par rapport au sens du mouvement. La proba- 
bilité que, sur 100 cometes, 47 au plus seront rétrogrades, est lasomme 
des 48 premiers termes du bindme (p+ q)'°°, en faisant dans le ré- 
sultat du calcul p= ¢ = $. Mais lasomme des 5o premiers termes, plus 
Ja moitié du 51° ou du terme moyen, est la moitié du binéme entier, 
ou de (> + 5)'°°, c’est-a-dire +; la probabilité cherchée est donc 


1 100.99-..91 (: 50 2049) sa I 123. KIBO L TOOK 


aaa ‘i 63. 
a 1d, Gu..00;2 0° \r oa <Or > (4,2 .5..00)". 2) 08 00GS 


a 


En vertu du théoreme 
Sg ri — 
ilig PnOls o oI ZS G Cas Ce) (27 


ona, a tres peu pres, 


100-++ 1 Res 
12 Oak TOO £00) 7¢—100 | y+ —_.} Von, 
1200 


I 
2190(7.2.3.. .50)2 = 100100-+4 g—100 (1+ x] 
oo 
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La probabilité précédente devient ainsi 


I E 8197-.1904. 
2 [Sor 1200.663 Begs 


Cette probabilité est beaucoup trop grande pour indiquer une cause 
qui ait favorisé, dans l’origine, les mouvements directs. Ainsi la cause 
qui a déterminé le sens des mouvements de révolution et de rotation 
des planetes et des satellites ne parait pas avoir influé sur le mouve- 
ment des coméetes. 


14. La méthode du numéro précédent a l’avantage de s’étendre au 
cas ou. le nombre des boules de l’urne qui portent le méme numéro 
n’est pas égal a 'unité, mais varie suivant une loi quelconque. Conce- 
vons, par exemple, qu’il n’y ait qu’une boule portant le n° o, qu'une 
boule portant le n° 1, et ainsi de suite jusqu’au n° 7 inclusivement. 
Supposons de plus qu’il y ait deux boules portant le n°r+1, deux 
houles portant le n°r + 2, et ainsi de suite jusqu’au n° 7 inclusivement. 
Le nombre total des boules de l’urne sera 22 — 7 +-1, la probabilité 


d’en extraire un des numéros inférieurs & 7+ 1 sera donc ppg’ 


et la probabilité d’en extraire le n° r-+-1 ou l'un des numéros supé- 


i = : la représenterons par rele ; mais nous 
rieurs sera he itp DOUS p s |! AEG eres EA, ‘ 


ferons /=1 dans le résultat du calcul. Quoiqu’il n’y ait point de nu- 
mérosau dela du n® 7, nous pouvons cependant considérer dans l’urne 
des numéros supérieurs a7, jusqu’alinfini, pourvu que nous donnions 
) leur extraction une probabilité nulle ; nous pourrons donc représenter 


rh alle fad ee By Ma 


2n—r-+i 


, en faisant 7=1 dans. le résultat 


cette probabilité par 


du calcul. Par cet artifice, nous pourrons représenter généralement 
la probabilité d’un numéro quelconque par l’expression précédente, 
pourvu que nous ne fassions commencer /’*' que lorsqu’un des numé- 
ros commencera a surpasser 7, et que nous ne fassions commencer /"*! 
que lorsqu’un des numéros commencera a surpasser 7. Cela posé, on 


Okuvres de L. — VII. 34 
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trouvera, en appliquant ici les raisonnements du numéro précédent, 


que la probabilité d’amener le nombre s dans ¢ tirages est égale a 


(s+i—1)(s+i=2)(s+t—3)...(s+1) 
1.2.3.,.(2—1)(2n—r-+1)? 


(1 BY eae le yf (nut. a 
pourvu que, dans le développement de cette fonction suivant les puis- 
sanees de /, on diminue dans chaque terme s de l’exposant de la puis- 
sance de Z, qu’on suppose ensuite /= 1 et qu’on arréte la série lorsque 
l’on parvient a des facteurs négatifs. 


15. Appliquons maintenant cette méthode a la recherche du résultat 
moyen que doit donner un nombre quelconque d’observations dont les 
lois de facilité des erreurs sont connues. Pour cela, nous allons ré- 
soudre le probleme suivant : 

Soient z quantités variables et positives z, ¢,, ¢2,...,¢—,, dont la 
somme soit s, et dont la loi de possibilité soit connue; on propose de 
trouver la somme des produits de chaque valeur que peut recevoir une 
fonction donnée U(¢, ¢,, t, ...) de ces variables, multipliée par la pro- 
babilité correspondante a cette valeur. 

Supposons, pour plus de généralité, que les fonctions qui expriment 
les possibilités des variables ¢, ¢,, ... soient discontinues, et représen- 
tons par o(¢) la possibilité de ¢, depuis ¢=o jusqu’éa t= q, par 
o(t) + 0(¢)sa possibilité depuis ¢= gq jusqu’ad = q’, par o”(t) +9(¢) +9(¢) 
sa possibilité depuis ¢ = q’ jusqu’a ¢ = q’, etainsi de suite jusqu’a l’in- 
fini. Désignons ensuite les mémes quantités relatives aux variables 2,, 
?,,... par les mémes lettres, en écrivant respectivement au bas les 
NompLeS 1, 25.5, .... » CN Sorte: GUCIgi ag, ,)adesOl Er ar Gnl by bans s-COF- 
respondent, relativement a ¢,, 4 ce que g, 7’, ..., 9(t), o(¢), ... sont 
respectivement a 7, et ainsi de suite. Dans cette maniere de représenter 
les possibilités des variables, il est clair que la fonction 9(z) a lieu de- 
puis ¢=o jusqu’a ¢ infini; que la fonction 92) a lieu depuis t= 
jusqu’a ¢ infini, et ainsi de suite. Pour reconnaitre les valeurs de ¢, ¢,, 


fz, ..., lorsque ces diverses fonctions commencent 2 avoir lieu, nous 
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multiplierons, conformément a la méthode exposée dans les numéros 
précédents, o(¢) par 2? ou Punité, 9(¢) par /, 9’(t) par l”, ...; nous 
multiplierons pareillement 9,(¢,) par unité, 9;(¢,) par @, et ainsi de 
suite; les exposants des puissances de / indiqueront alors ces valeurs. 
I] suffira ensuite de faire 7=1 dans le dernier résultat du calcul. Au 
moyen de ces artifices tres simples, on peut facilement résoudre le 
probleme propose. 

La probabilité de la fonction (4, ¢,, ¢2, ...) est évidemment égale au 
produit des probabilités de ¢, ¢,, ¢., ..., en sorte que, si l’on substitue 
pour Zz sa valeurs — t, —t, —..., que donne l’équation 


t+ t+ fo... + ti Ss, 
le produit de la fonction proposée par sa probabilité sera 


bbs ay bars Barre ening Ci Ey Ci) 


PQs al a ate Spel eh agai 100" § Bie tg es 


< [er (t1) +o oy (t1) + lg (41) +...) 


r 


< [92 (to) + ls 9, (to) + I op (ta) +.--] 


On aura donc la somme de tous ces produits : 1° en multipliant la 
quantité précédente par dz, et en l’intégrant pour toutes les valeurs 
dont ¢, est susceptible; 2° en multipliant cette intégrale par dz, et en 
Vintégrant pour toutes les valeurs dont ¢, est susceptible, et ainsi de 
suite jusqu’a la derniere variable ¢;,,; mais ces intégrations succes- 
sives exigent quelques attentions particulieres. 

Considérons un terme quelconque de la quantité (A), tel que 


GENT OS — by — lg "on eg Uy b25 .)9(s—t—h—. VOCE) Celts PS 


en le multipliant par d¢,, il faut intégrer pour toutes les valeurs pos- 
sibles de z,; or la fonction 9’(s — ¢,— zt, —...) n’a lieu que lorsque 2, 
dont la valeur est s — t, — 4, —..., égale ou surpasse @; la plus grande 


valeur que ¢, puisse recevoir est donc s —q —¢, —t, —.... De plus, 
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o\(t,) n’ayant lieu que lorsque ¢, est égal ou plus grand que q,, cette 
quantité est la plus petite valeur que ¢, puisse recevoir; il faut done 
prendre l’intégrale dont il s’agit depuis ¢, =, jusqu’a 


Cj 3S q lo ts mc tar 
ou, ce qui revient au méme, depuis ¢, — g, = 0 jusqu’a 
(iy 2. Oy oO —— 0) —— OP Nye aR ne 0 


On trouvera de la méme maniére qu’en multipliant cette nouvelle inté- 
grale par dé,, il faudra Vintégrer depuis ¢, — g, = 0 jusqu’a 


t2— G2 =S—G—Gi— qr — bs 
En continuant d’opérer ainsi, on arrivera & une fonction de 
8 9 Gi Ga a 


dans laquelle il ne restera aucune des variables ¢, ¢,, t,, .... Cette 


fonction doit étre rejetée, si s — q — gq, — 7, —... est nul ou négatif; 
car il est visible que, dans ce cas, le systeme des fonctions 9(¢), 
0,(t,), 9,(t2), ».. ne peut pas étre employé. En effet, les plus petites 
valeurs de ¢,, ¢,, ... étant, par la nature de ces fonctions, égales a 4,, 
qy,+-., la plus grande valeur que ¢ puisse recevoir est s — g, — 9,—...; 
ainsi la plus grande valeur de ¢ — g est 


S—q—G—de—-::3 


or la fonction 9'(¢) ne peut étre employée qu’autant que ¢— q est po- 
sitif. 

De la résulte une solution tres simple du probleme proposé. Que 
on substitue : 1° g + ¢au lieu de ¢ dans ot), g/ + ¢ au lieu de ¢ dans 
o"(¢), g’+ eau lieu de é dans 9”(t) et ainsi de suite; 2° g,-+ 7, au lieu 
de ¢, dans 9,(¢,), g,;+ ¢, au liew de ¢, dans o((¢,), ...3 3° gg +¢, au 
lieu de ¢, dans 9,(¢2), 7, + ¢, au lieu de t, dans 9,(¢,),..., et ainsi de 
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a 


suite; 4° enfin, &-+ ¢ au lieu de t, £, 4-2, au lieu de ¢,, et ainsi du 
reste, dans v(t, ¢,, to, ...); la fonction (A) deviendra 


i U(k+s—t,—fy—t3 —..., hy + th, ko + te, ae 
<[o(s t; to ts Thal | lq og! (s qd t; to - es) 
(A’) +17 o"(s+ q’—tz —t3 —...)+...] 


<[oi(t1) + Moei(qitt)+lngi(g,+u)+...] 


< [G2 (ta) + @ 93(q2-+ f2) +... ]. 


En multipliant cette fonction par d¢,, on l’intégrera depuis ¢, nul jus- 
qu’a t, =s —?t, —t, —.... On multipliera ensuite cette premiere inté- 
grale par dé, et on l’intégrera depuis ¢, nul jusqu’a ¢, =s—t,—t,—.... 
En continuant ainsi, on parviendra & une derniere intégrale, qui sera 
fonction de s, et que nous désignerons par II(s), et cette fonction sera 
la somme cherchée de toutes les valeurs de (¢, ¢,, ¢,, ...), multipliées 
par leurs probabilités respectives. Mais pour cela il faut avoir soin 
de changer dans un terme quelconque, multiplié par une puissance 
de J, telle que (7*%*%*~, & dans la partie de l’exposant de la puissance 
relative a la variable ¢, et qui dans ce cas est q; et, si cette partie 
manque, il faut supposer & égal a zéro. I] faut pareillement changer £, 
dans la partie de l’exposant relative a la variable z,, et ainsi de suite; 
il faut diminuer s de l’exposant entier de la puissance de /, et écrire 
ainsi, dans le cas présent, s— g —q,—q, —..., au lieu de s, et re- 
jeter le terme, si s, ainsi diminué, devient négatif. Enfin il faut sup- 
pdser = v. 

SICO(E Eig fayeas e010), ©(2)y ous Oi Ei ecn. SONU, des fonetionsina 
tionnelles et entieres des variables z, ¢,, ¢,, ... de leurs exponen- 
tielles et de sinus et cosinus, toutes les intégrations successives seront 
possibles, parce qu’il est de la nature de ces fonctions de se reproduire 
par les intégrations. Dans les autres cas, les intégrations pourront 
n’étre pas possibles; mais l’analyse précédente réduit alors le pro- 
bleme aux quadratures. Le cas des fonctions rationnelles et entieres 
offre quelques simplifications que nous allons exposer. 
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Supposons que l’on ait 


g(t) +4 of (g +£) 4M og +i)t...=A +BI+CH-..., 
oi(ti) ting (QataltMg (ith) +..-SHAr +B t+ Qg+..., 
(tl) + 1% 05 (qo + ta) + 1% 95 (qo + to) +... = Ao + Bolo +Cotp+..., 


et désignons par H7"7"'72... un terme quelconque de 
v(t iis [fy te Unis Ito + lo, .. ae 


il est facile de s’assurer que la partie de II(s) correspondante a ce 
terme est 


AO Oe OSU OWS GORI TOlRAG IC OG ccd (hve one La ley aeu matinee 


<[A +(n +1)B s+(n + 


1) ] 
(B) { >< [Ay + (ny 1)Bys + (my +1) (nm, +2)C,s?+...] 
1) J 


*< [Aa + (m2 +1)Bos+ (g+ (2+ 2)Cos? a ee 


pourvu que, dans le développement de cette quantité, au lieu d’une 


a 


puissance quelconque a de s, on écrive Sa eaare On aura ensuite la 
partie correspondante dela somme entiere des valeurs de Y(, ¢,, ¢,, .-..), 
multipliées par leurs probabilités respectives, en changeant un terme 
quelconque de ce développement, tel que Hi2"s* dans H(s — v)*, et en 
substituant dans H, au lieu de 4, la partie de l’exposant ». qui est rela- 
tive a la variable z, au lieu de 4, la partie relative a ¢,, et ainsi du 
reste. 

Si dans la formule (B) on suppose H=1, et n, ,, r., ... nuls, on 
aura la somme des valeurs de l’unité multipliées par leur probabilité 
respective; or il est visible que cette somme n'est autre chose que la 
somme de toutes les combinaisons dans lesquelles l’équation 


t—- ty io i, Ss 


a lieu, multipliées par leur probabilité; elle exprime conséquemment 
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la probabilité de cette équation. Si, dans les hypotheses précédentes, 
on suppose de plus que la loi de probabilité est la méme pour Jes r pre- 
mieres variables ¢, ¢,, ¢2,..., t,.,, et que, pour les 7 — r dernieres, elle 
soit encore la méme, mais différente, que pour les premieres, on 


aura 
Ava A aA. A ae 
B B, Bs B; -19 
A; Ape = Ai-4 
B; Fa Bras = — Bi-1, 


et la formule (B) se changera dans la suivante : 
(C) si-'(A + Bs +-2Cs?--.. (Ar + B-s + 2C€,.s? Ste jt 


Cette formule servira & déterminer la probabilité que la somme des er- 
reurs d’un nombre quelconque d’observations, dont la loi de facilité 
des erreurs est.connue, sera comprise dans des limites données. 

Supposons, par exemple, que l’on ait z — 1 observations dont les 
erreurs pour chaque observation puissent s’étendre depuis — / jusqu’a 
+ g, et qu’en nommant = l’erreur de la premiere de ces observations, 
la loi de facilité de cette erreur soit exprimée par @ + bz + cs?. Sup- 
posons ensuite que cette loi soit la méme pour les erreurs 2,, 22, .-., 
Z;-» des autres observations, et cherchons la probabilité que la somme 
de ces erreurs sera comprise dans les limites p et p + e. 

Si Pon fait 


z—t—h, Sate, a= tg — fe, Aaah 


il est clair que ¢, ¢,, ¢2,... Seront positifs et pourront s’étendre depuis 
zéro jusqu’a h + g; de plus, on aura 


SHlytBot... +3eeHtt+htiet...t+t.2—(i—1)h; 


donc la plus grande valeur de la somme z + z, + 3, +...+ 3; étant, 
par la supposition, égale 4 p-+e, et la plus petite étant égale a p, la 
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plus grande valeur de ¢+ t, +t, +...+ G2 sera (U—1)h-+ p+e, et 
la plus petite sera (¢ — 1) + p; en faisant ainsi 
(t—1)h+pte=s 

et 

Ce hy Ele Se pacts — Ss — G4, 
i;, sera toujours positif et pourra s’étendre depuis zéro jusqua e. 
Cela posé, si l’on applique a ce cas la formule (C), on aurag = + g. 
D’ailleurs, la loi de facilité des erreurs z étant a+ bz + cz, on en 
conclura la loi de facilité de z, en y changeant z en ¢ — A. Soit 


a’ —a— bh-+ ch?, b'= b— 2ch; 


on aura a+ b’/¢+ ct? pour cette loi; ce sera donc la fonction 9(¢). 
Mais, comme, depuis ¢ = A+ gjusqu’a ¢ infini, la facilité-des valeurs 
de ¢ est nulle par l’hypothese, on aura 

GA EIT IG (E05 


ce qui donne 
@¢==— (a ct bid = et), 


donc, si l’on fait 
a"=a+b'(h+g)+ec(h+g)?, 


b’—b' + 2c(h +g), 
on aura 


g(t) + Wo'(qg+-t)=a' + Ot + ct? — lh+s(a" + bt + ct?), 


dar. 


et cette équation aura encore lieu en y changeant ¢ en ¢,, @o, .. 
puisque la loi de facilité des erreurs est supposée la méme pour toutes 
les observations. 

Quant a la variable ¢;,_,, on observera que la probabilité de l’équa- 
tion 

B+ 3, -+...+2j_2=—p 

étant, quel que soit »., égale au produit des probabilités de z, =,, zo, . 
la probabilité de ’équation 


org 


USE pI ai orn o ee py Ses Os (FS a 


sera égale au produit des probabilités de z, ¢,, ¢,, ...; la loi de probabi- 
lité de ¢;_, est done constante et égale a l’unité, et, comme cette va- 
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triable ne doit s’étendre que depuis ¢;_, = 0 jusqu’a ¢;_, =e, on aura 
qi-1— @, Oral tat) — 9 ;-1(fi-1) + gi-1(ti-1) = 0 


et, par conséquent, 
Oe era ag 
ce qui donne 
gi-a(d¢_1) + M19), (Qi-s + 1) =I; 


la formule (C) deviendra donc 
(C’) sit fa’ + b's + 2082 — lh+8(a" + b”s + 20¢87)]'" (1 — Le). 


Soit 
(a’ + b's + 2082)F-! = al) + BU) 5 + c)s2 + fl 8+. .., 


(a' + b's + 2¢82)!-2(a" + b”s -+ 208?) = al?) + B(2)5 + c(2)52 +..., 


(a’ + b's + 2082)'-3(a” + b”s + 208?) = al) + b(3)5 + c3)s? +..., 


(oa o) slime eA 6! «es Bi £1 '61'6:(6 110 lene “ee (eis) <e) (es) elhe se ele] .o. jae) e198" eis) 0: 41:6) 01 0.67 a cere) \n) 6; 'ei'e) 6 es Lele 810) eters 


La formule précédente (C’) donnera, en y changeant un terme quel- 


an a 
congue, tel que »/s*, en eae 


a) [st =o (s as e)i-*] 


(4) 
pee se —(s—e)] 
aad i+4 jr 
BP epee © eae 
Berne Baty evap «io: 8 aE bee 
| al [[s Ag)! (sh ge] 
b(2) ‘ 
“= [[s— hg) — (sh g— 6) 
Sam) | 
1 Seer | a tH4 \i+t 
Es 2eOees (ia) fens h—g)'!—(s—h—g—e) \ 
SER ne Seeks be EGR OR ee ES ee es 
a3) [(s — 2h — 2g)i-!— (s —2h — 2g —e)'] 
6(3) ; : 
fee carta Sah 28) (s—2h—2g—e)*] 
ar 1.2 ¢{3) ; 
ct Grpany le ae ree es (s—2h—2g—e)*'] 


OEuvres de L. — VII. 35 


piers Mel ad a! ep eee! BL ho, Bw Ges, 
giistiw. ore (ei te fa es eika/ eb eljontancelien® sentia! 900) Ona] ele) ouienis) selene. Bier ie, 18) 6:6) (9)'¥ re We) ad's! “er a) enieiKe) a) BE 8) \8 


wae 
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Il faut rejeter de cette expression les termes dans lesquels la quantité 
élevée sous le signe des puissances est négative. 

Supposons maintenant que, 2, 2,, 5,,--. représentant toujours les 
erreurs de « —1 observations, la loi de facilité, tant de l’erreur z que 
de l'erreur négative — z, soit 6(4 — z), et que A et —/h soient les 
limites de ces erreurs. Supposons de plus que cette loi soit la méme 
pour toutes les observations, et cherchons la probabilité que la somme 
des erreurs sera comprise dans les limites p et p +e. 

Silomiats=72—h, 2; =¢,-—h, .2., 11 est clair quer, z,, ... seront 
toujours positifs et pourront s’étendre depuis zéro jusqu’a 2h; mais 
ici la loi de facilité est discontinue en deux points. Depuis ¢ = 0 jus- 
qu’a t = A, elle est exprimée par 6¢. Depuis ¢ = / jusqu’a ¢ = 2h, elle 
est exprimée par 6(2A — ¢); enfin elle est nulle depuis 2 = 2A jusqu’a 


t infini. On a done 
gh, Gao ks 


on a ensuite 


ce qui donne 
o’(¢) = (2h — 20)8, y(t) = (t—2h)6. 


Ainsi l’on a dans ce cas 


g(t) + 4 o'(q +t) +l? o(q'+ t) = 6t(1— l)2, 


equation qui a encore lieu en y changeant ¢ en ¢,, ,,.... Présente- 
ment ona 
B+ By+ Sa-+...4+ B32 S t+ byt fg +...4 tie—(i—1)h; 


donc la somme des erreurs z, z,, ... devant étre, par hypothese, ren- 
fermée dans les limites p et p+ e,lasomme des valeurs de ¢, ¢,, ..., 
tj. sera comprise dans les limites (¢ —1)h +p et (i—1)h+p+e; 
en sorte que, si l’on fait 


t+t+ ft. ==. oot Uj2o == Nath 
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s etant supposé égal & (1—-1)h+ p+e, ¢;, pourra s’étendre depuis 
zero jusqu’a e, et l’on verra, comme dans l’exemple précédent, que sa 
facilité doit étre supposée égale & l’unité dans cet intervalle, et qu’elle 
doit étre supposée nulle au dela de cet intervalle; ainsi l’on a 


Gee et Qi-a(¢i—4) + Iti; ,(t;-4) =1— Ee. 

Cela posé, si l’on observe que, 26 fdz(h — =) étant la probabilité que 
erreur d'une observation est comprise dans les limites — A et +A, 
ce qui est certain, on a 6 = ne la formule (C) donnera, pour l’expres- 
sion de la prohabilité cherchée, 

g2t-2 _ (gs — @)2i-2 

— (21—2)[(s — h)?#-2 — (s — h — e)2#-2] 
(24 3)( 27 — 3) 


PSL [(s —2h)2-2 — (s—2h—e)-2](_ 


[ 


1.2.3...(21 — 2) A2i-2 


en ayant soin de rejeter tous les termes dans lesquels la quantité éle- 
vée a la puissance 22 — 2 est négative. 

Nous allons encore appliquer cette analyse au probleme suivant. Si 
l’on concoit un nombre z de points rangés en ligne droite, et sur ces 
points des ordonnées, dont la premiere soit au moins égale a la se- 
conde, celle-ci au moins égale a la troisieme, et ainsi de suite, et que 
la somme de ces z ordonnées soit constamment égale as, en supposant 
s partagé dans une infinité de parties, on peut satisfaire aux conditions 
précédentes, d’une infinité de manieres. On propose de déterminer la 
valeur de chacune des ordonnées, moyenne entre toutes les valeurs 
quelle peut recevoir. 

Soit sla plus petite ordonnée, ou l’ordonnée 7°; soit: z +- 3, Por- 
donnée (z — 1)*™°; soit z+ 2,-+ 2, l’ordonnée (7 — 2)'™*, et ainsi de 
suite jusqu’a la premiére ordonnée qui sera 3+ 5,-+...+ 3;-,. Les 
quantités z, %,, Z,,... seront ou nulles ou positives, et leur somme 
iz+ (i —-1)5,-+(t— 2)3, +... + 3,, Sera, par les conditions du pro- 
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bleme, égale as. Soit 


TESS ht (t—1)4,= 4, (¢U—2)Z2 =f, Hh) Bit = bp as 


on aura 
€ététtet...+4-1=3;3 
les variables ¢, ¢,, ¢2, ... pourront s’étendre jusqu’a s. L’ordonnée r'e™? 
4 2 5 

sera 

Payette yee, 

l | r 
I] faut déterminer la somme de toutes les variations que cette quantité 
peut recevoir, et la diviser par le nombre total de ces variations, pour 
avoir ’ordonnée moyenne. La formule (B) donne tres facilement cette 


somme, en observant qu’ici 


t t, ti_r 
V(t, t), 2, ...) = s+ -—— +. et —- 9 
l ir iF 
et on la trouve égale a 
Se I I 
ee re Sh A = _—— = + — e 
TQS LANL i—I l if 


En divisant cette quantité par le nombre total des combinaisons, qui 
ne peut étre qu'une fonction de z et des et que nous désignerons par N, 
on aura, pour la valeur moyenne de l’ordonnée 7°, 


gt uA I Po. 
WO 5a Woah Nad oR es Sy 8 


Pour déterminer N, nous observerons que toutes les valeurs moyennes 
doivent ensemble égaler s, ce qui donne 


gif 
IN Se 


Te. 9 hen thee hy 


la valeur moyenne de l’ordonnée r*™¢ est donc 


| & 
ae 
er 
| 
t 
ao 
aoe 


Supposons qu’un effet observé n’ait pu étre produit que par l’une des 
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zr causes A, B, C, ..., et qu'une personne, apres avoir apprécié leurs 
probabilités respectives, écrive sur un billet les lettres qui indiquent 
ces causes, dans l’ordre des probabilités quelle leur attribue, en écri- 
vantla premiere la lettre indiquant la cause qui lui semble la plus pro- 
bable. Il est clair que l’on aura, par la formule précédente, la valeur 
moyenne des probabilités qu’il peut supposer a chacune d’elles, en 
observant qu’ici la quantité s, que l’on doit répartir sur chacune des 
causes, est la certitude ou l’unité, puisque la personne est assurée que 
Veffet doit résulter de lune d’elles. La valeur moyenne de la probabi- 
lité qu’elle attribue a la cause quelle a placée sur son billet au rang r°™ 


est donc 
nt I I T 
(+ pay te +5): 
1 U [fo ao} | ie 


De la il suit que, si un tribunal est appelé a décider sur cet objet, et 
que chaque membre exprime son opinion par un billet semblable au 
précédent, alors, en écrivant sur chaque billet, a cété des lettres qui 
indiquent les causes, les valeurs moyennes qui répondent au rang 
qu’elles ont sur le billet, en faisant ensuite une somme de toutes les 
valeurs qui correspondent 4 chaque cause sur les divers billets, la 
cause a laquelle répondra la plus grande somme sera celle que le tri- 
bunal jugera la plus probable. 

Cette regle n’est point applicable aux choix des assemblées électo- 
rales, parce que les électeurs ne sont point astreints, comme les 
juges, & répartir une méme somme prise pour unité sur les divers 
partis entre lesquels ils doivent se déterminer; ils peuvent supposer a 
chaque candidat toutes les nuances de mérite comprises entre le mérite 
nul et le maximum de mérite, que nous désignerons par a; l’ordre des 
noms sur chaque billet ne fait qu’indiquer que l’électeur préfere le 
premier au second, le second au troisieme, etc. On déterminera ainsi 
les nombres qu’il faut écrire sur le billet 4 coté des noms des candi- 
dats. 

Soient ¢,, tj, t;, ...,¢; les mérites respectifs des z candidats dans 
l’opinion de V’électeur, ¢, étant le mérite qu’il suppose a celui des can- 
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didats qu’ila mis au premier rang, ¢, étant le mérite qu'il suppose au 
second, et ainsi de suite. L’intégrale ft,dt,dt,...d¢; exprimera la 
somme des mérites que l’électeur peut attribuer au candidat 7, pourvu 
que l’on integre d’abord par rapport a ¢;, depuis ¢; = 0 jusqu’a ¢;=t,_,, 
ensuite par rapport & ¢;_,, depuis ¢;_, jusqu’a ¢;.., et ainsi de suite, 
jusqu’a V'intégrale relative & ¢,, que l’on prendra depuis ¢, nul jusqu’a 
t, — a. Car il est visible qu’alors ¢; ne surpasse jamais ¢;_,, ¢;_, ne sur- 
passe jamais /; »,.... En divisant l’intégrale précédente par celle-ci 
fdt,dt,...dt; qui exprime la somme totale des combinaisons dans les- 
quelles la condition précédente est remplie, on aura l|’expression 
moyenne du mérite que l’électeur peut attribuer au candidat re’. En 


; cies . i—r-+t . 
exécutant les intégrations, on trouve Fay @ pour cette.expression. 


De la il suit que l’on peut écrire sur le billet de chaque électeur z a 
coté du premier nom, ¢—1 a coté du second, z— 2 a cdté du troi- 
sieme,.... En réunissant ensuite tous les nombres relatifs a chaque 
candidat sur les divers billets, celui des candidats qui aura la plus 
grande somme doit étre présumé le candidat qui, aux yeux de |’As- 
semblée électorale, a le plus grand mérite, et doit par conséquent étre 
choisi. 

Ce mode d’élection serait sans doute le meilleur, si des considéra- 
tions élrangeres au mérite n’influaient point souvent sur le choix des 
électeurs, méme les plus honnétes, et ne les déterminaient point a 
placer aux derniers rangs les candidats les plus redoutables a celui 
quils préferent, ce qui donne un grand avantage aux candidats d’un 
mérite médiocre. Aussi l’expérience l’a-t-elle fait abandonner aux éta- 
blissements qui l’avaient adopté. 

Supposons que les erreurs d’une observation puissent s’étendre dans 
les limites + a et — a, mais quwignorant la loi de probabilité de ces 
erreurs on ne lassujettisse qu’a la condition de leur donner une pro- 
babilité d’autant plus petite qu’elles sont plus grandes, la probabilité 
des erreurs positives étant supposée la méme que celle des erreurs né- 
gatives correspondantes, toutes choses qu’il est naturel d’admettre. La 
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formule (<) donnera encore la loi moyenne des erreurs. Pour cela on 
concevra l’interyalle a partagé dans un nombre infini z de parties re- 


’ ta ° a . a Q 
présentées par dx, en sorte que ¢ = Tg OD fera ensuite r= 7; la for- 
mule (<) devient ainsi 

sdza (ag 
ayes Pie as 


Vintégrale étant prise depuis « = x jusqu’a «=a. Dans la question 
présente s = $; car l’erreur devant tomber dans les limites — aet +a, 
la probabilité qu’elle tombera dans les limites zéro et a est 5; c'est 
la quantité s qwil faut répartir sur tous les points de lintervalle a; la 
formule (<) devient done alors 


dx ott 
Dae 


Ainsi la loi moyenne des probabilités des erreurs positives x, ou néga- 
tives — x, est 


CO Ga 
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CHAPITRE UL. 


DES LOIS DE LA PROBABILITE QUI RESULTENT DE LA MULTIPLICATION INDEFINIE 


DES EVENEMENTS. 


16. A mesure que les événements se multiplient, leurs probabilités 
respectives se développent de plus en plus; leurs résultats moyens et 
les bénéfices ou les pertes qui en dépendent convergent vers des 
limites dont ils approchent avec des probabilités toujours croissantes. 
La détermination de ces accroissements et de ces limites est une des 
parties les plus intéressantes et les plus délicates de l’analyse des ha- 
sards. 

Considérons d’abord la maniere dont les possibilités de deux événe- 
ments simples, dont un seul doit arriver a chaque coup, se développent 
lorsqu’on multiplie le nombre de coups. Il est visible que l’événement 
dont la facilité est ia plus grande doit probablement arriver plus 
souvent dans un nombre donné de coups, et l’on est porté naturelle- 
ment a penser qu’en répétant les coups un tres grand nombre de fois, 
chacun de ces événements arrivera proportionnellement & sa facilité, 
que l’on pourra ainsi découvrir par l’expérience. Nous allons démon- 
trer analytiquement cet important théoreme. 

On avu dans le n° 6 que, si p et 1 — p sont les probabilités respec- 
tives de deux événements a et b, la probabilité que dans # + x’ coups 
Vévéenement a arrivera x fois et l’événement b, x’ fois, est égale a 


e128. eee) e r 
ERE Wie eee (1— p) ’ 


crest le (w+ 1)*™e terme du bindme [p + (1 — p)]***. Considérons le 
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plus grand de ces termes que nous désignerons par &. Le terme ante- 


: k x! ; ype x 
rieur sera —? _* _., et le terme suivant sera 4? —*—. Pour que 
I—px+1i p «+t 


k soit le plus grand terme, il faut que l’on ait 


Di xr+i1 


sae 
ei i= p a 


il est facile d’en conclure que, sil’on fait x + 2’ =n, on aura 
(ea 1) pS t<_ae = (n +1) p; 


ainsi # est le plus grand nombre entier compris dans (n + 1)p; en fai- 


sant done 
x=(n+1)p—s, 


ce qui donne 


BP Jar Oe _ #’+1—S Pp ssi & +s 
aa eee Ris Wier) bag peep) ae es 


s sera moindre que l’unité. Si x et a’ sont de tres grands nombres, on 


aura, a tres peu pres, 


c’est-a-dire que les exposants de p et de 1 — p dans le plus grand terme 
du bindme sont a fort peu pres dans le rapport de ces quantités ; en 
sorte que, de toutes les combinaisons qui peuvent avoir lieu dans un 
tres grand nombre 7 de coups, la plus probable est celle dans la- 
quelle chaque événement est répété proportionnellement a sa proba- 
hilité. 

Le terme /™*, apres le plus grand, est 


Te Pode ool 
a : aes zl be wv! +l 
wee ea een rer (1— p)2+?, 


On a, par le n° 33 du Livre I*, 


1 . 
S08 — I 

rete nSn Ae WVantiee tee). ., 
127” 
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ee qui donne 


1 * rapimanae wee I | 
coo a ) Vor E rafz2—2) ° |’ 


I ; gee Pa See HE I 
east ica Ce a | 12(a"-+ J) e 
ee , 
Développons le terme (a — /) *, Son logarithme hyperbolique 
est 
(l= —$)]loge + log (= =) [ 
‘% x 
oron a 
log (1— 5) = ! ss — u — ee oes 
a Ee wiissom* wise? 9 aha 3 


A . en Ps I 
nous négligerons les quantités de l’ordre —, et nous supposerons que 
n 


? ne surpasse point l’ordre x; alors on pourra négliger les termes de 


4 


Li ees 
ordre >» parce que x et 2’ sont de l’ordre n. On aura ainsi 


l 
ao phew aA 1 o ae 
(L oC 1) loge + tog (: =) | 


I [2 IB 
== jf. o een, ee 
25 (Ua z) loge + I+ — ln ae 


ce qui donne, en repassant des logarithmes aux nombres, 


ae Doge 


es» specvetindl 3 
(a — 1) Fg By 4 i! ss 


\ 


on aura pareillement 


: : TERS x+S D ° 
On a ensuite, par ce qui précede, p= waci? § Stant moindre que 


Pate . (i Ging Gy . . . 
Punité; en faisant done p= ~~» = sera compris dans les limites 


gles: of s.r par conséquent il sera, abstraction faite du signe 
eee oped q a, a signe, 
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if - 


’ Oy, 17 2 aA- & 
au-dessous de l'unité. La valeur de p donne 1 — p = ———; on aura 


donc, par Vanalyse précédente, 


w—l gla’ tl 
pr-(1— pete ges ad (1+ 25) 


nie 


de 1a on tire 


ne 2 ngl, | Io «) 1B L 
SSS Oe eS || UI cals * Us 
Vuyerr 
On aura le terme antérieur au plus grand terme et qui en est éloigné a. 
la distance J, en faisant / négatif dans cette équation; en réunissant en- 
suite ces deux termes, leur somme sera 


2 Vin 7 Ae 
oe 
Vu 20x 
L’intégrale finie 
a nl? 
2 yn ye ORS 
es ? 
Vra/2 x2" 


prise depuis /=o0 inclusivement, exprimera donc la somme de tous 
les termes du bindme [p + (1 — p)]|", comprise entre les deux termes, 
dont l’un a p**’ pour facteur, et l’autre a p*~‘ pour facteur, et qui sont 
ainsi équidistants du plus grand terme; mais il faut retrancher de 
cette somme le plus grand terme qui y est évidemment compris deux 
fois. 

Maintenant, pour avoir cette intégrale finie, nous observerons que 
l’on a, par le n° 10 du Livre I*, y étant fonction de J, 


aerenens 


I ae (a) 1 ay 


550 


dot l’on tire, par le méme numéro, 


Ly= fy dl — ~ yb — oF + const. 
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re nfl? 
y étant ici égal 4 — V” =, les différentielles successives de y ac- 


Vr V2xa' 


a nl . rs ae 1s , 
quiérent. pour facteur —; et ses puissances. Ainsi, / étant suppose ne 
2UX 


aaa ’ ea ’ I 
pouvoir étre au plus que de l’ordre yn, ce facteur est de l’ordre val et 
nv 


par conséquent ses différentielles, divisées par les puissances respec- 
tives de dl, décroissent de plus en plus; en négligeant donc, comme on 


. eres: , I . 
l’a fait préecéedemment, les termes de l’ordre =? on aura, en faisant com- 


mencer avec / les deux intégrales finies et infiniment petites, et dési- 
gnant par Y le plus grand terme du binéme, 


Sys fydl—ty +4Y. 


La somme de tous les termes du binodme | p + (1 — p)]|" compris entre 
les deux termes équidistants du plus grand terme du nombre / étant 
égale a Sy — SY, elle sera 


et si l'on y ajoute la somme de ces termes extrémes, on aura, pour la 


somine de tous ces termes, 


Sy dl +hy. 
Si l’on fait 
i ak 
rar 
cette somme devient 
(0) =f dt coe Uae rs 
Vx VnV2xx' 


) , ees t I . 
Les termes que l’on a négligés étant de l’ordre ;? cette expression est 


d’autant plus exacte que x est plus grand; elle est rigoureuse lorsque 7 
est infini. II serait facile, par analyse précédente, d’avoir égard aux 


: I (et 
termes de l’ordre ~ et des ordres supérieurs. 
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On a, par ce qui précede, w = np + z, z étant un nombre plus petit 
que l’unité; on a done 


etl +2 ty2xz' 


nr n n Vn 


Zz 
n? 


ainsi la formule (0) exprime la probabilité que la différence entre le 
rapport du nombre de fois que l’événement a@ doit arriver au nombre 
total des coups, et la facilité p de cet événement, est comprise dans les 


limites 
(2) saree 
nin n 
V2ax' étant égal d 
vp fel “4 22 232 
n\/ ROLES | ae Me ha 


on voit ue l’intervalle compris entre les limites précédentes est de 


ordre —= 
Vn 

Si la limite de ¢, que nous désignerons par T, est supposée invariable, 
la probabilité déterminée par la fonction (0) reste la méme & tres peu 
pres; mais l’intervalle compris entre les limites (7) diminue sans cesse 
a mesure que les coups se répetent, et il devient nul, lorsque leur 
nombre est infini. 

Cet intervalle étant supposé invariable, lorsque les événements se 
multiplient, T croit sans cesse, et a fort peu pres comme la racine carrée 
du nombre des coups. Mais, lorsque T est considérable, la formule (0) 
devient, par le n° 27 du Livre I*, 


el I Cae 
I t ————— 


pre as s 
Vie ooo utd sv; (/ ann | pl—p) + 519) — 5] 


t r oy I 2 A _7T2 . . 
q étant égal a 73 Lorsqu’on fait croitre T, ¢ ™ diminue avec une ex- 
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ivéme rapidité, et la probabilité précédente s’approche rapidement de 
lunité, a laquelle elle devient égale, lorsque le nombre des coups est 
infini. 

Il y aici deux sortes d’approximations : l’une d’elles est relative aux 
limites prises de part et d’autre de la facilité de l’événement a; 
autre approximation se rapporte & la probabilité que le rapport des 
arrivées de cet événement au nombre total des coups sera renfermé 
dans ces limites. La répétition indéfinie des coups accroit de plus en 
plus cette probabilité, les limites restant les mémes; elle resserre de 
plus en plus V’intervalle de ces limites, la probabilité restant la méme. 
Dans V’infini, cet intervalle devient nul, et la probabilité se change en 
certitude. 

L’analyse précédente réunit a l’avantage de démontrer ce théoreme 
celui d’assigner la probabilité que, dans un grand nombre z de coups, 
le rapport des arrivées de chaque événement sera compris dans des 
limites données. Supposons, par exemple, que les facilités des nais- 
sances des garcons et des filles soient dans le rapport de 18 a 17, et 
quwil naisse dans une année 14000 enfants; on demande la probabi- 
lité que le nombre des garcons ne surpassera pas 7363, et ne sera pas 
moindre que 7037. 

Dans ce cas, ona 


P= 3p! w= 9200, a == 6800, n = 14000, Pitas 


la formule (0) donne a fort peu pres 0,994303 pour la probabilité cher- 
chée. 

Si on connait le nombre de fois que sur n coups l’événement a est 
arrivé, la formule (0) donnera la probabilité que sa facilité p, supposée 
inconnue, sera comprise dans des limites données. En effet, si l’on 
nomme «ce nombre de fois, on aura, par ce qui précede, la probabilité 
Ty2 sl ees 


Ue oe) 


a i : ae 
que la difference 7 P sera comprise dans les limites = 
nyn - 


par conséquent, on aura la probabilité que p sera compris dans les 
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limites 
1 Ty2zz’ Zz 
es Vn we 
eh “Tiyeg'o, I ee 
La fonction ial ss étant de l’ordre —, on peut, en négligeant les 
nyn Vn 


Oren I : . : . 5 
quantités de l’ordre ;,” ¥ Substituer 7 au lieu de # et n —7 au lieu de 
x’; les limites précédentes deviennent ainsi, en négligeant les termes 

I 
de ordre -> 
nr 


1 Ty2i(n—i) 


=e =——) 

n nyn 

et la probabilité que la facilité de ’'événement a est contenue dans ces 
limites est égale a 


2 in on™ 
(0’) Dae cee eee 
T yn V2i(n—2) 


On voit ainsi que, a mesure que les événements se multiplient, l’inter- 
valle des limites se resserre de plus en plus, et la probabilité que la va- 
leur de p tombe dans ces limites approche de plus en plus de l’unité ou 
de la certitude. C’est ainsi que les événements, en se développant, font 
connaitre leurs probabilités respectives. 

On parvient directement a ces résultats, en considérant p comme 
une variable qui peut s’étendre depuis zéro jusqu’a l’unité, et en déter- 
minant, d’apres les événements observés, la probabilité de ses diverses 
valeurs, comme on le verra lorsque nous traiterons de la probabilité 
des causes déduite des événements obseryés. 

Si l’on a trois ou un plus grand nombre d’événements a, b,c, ..., 
dont un seul doive arriver & chaque coup, on aura, par ce qui précede, 
la probabilité que, dans un tres grand nombre xz de coups, le rapport 
du nombre x de fois qu’un de ces événements, a par exemple, arrivera, 
au nombre zn, sera compris dans les limites p+, « étant une tres 
petite fraction, et l’on voit que, dans le cas extréme du nombre z infini, 
l’intervalle 2 de ces limites peut étre supposé nul, et la probabilité 
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peut étre supposée égale a la certitude, en sorte que les nombres des 
arrivées de chaque événement seront proportionnels a leurs facilités 
respectives. 

Quelquefois les événements, au lieu de faire connaitre directement 
les limites de la valeur de p, donnent celles d’une fonction de cette va- 
leur; alors on en conclut les limites de p, par la résolution des équa- 
tions. Pour en donner un exemple fort simple, considérons deux 
joueurs A et B, dont les adresses respectives soient p et 1 — p, et jouant 
ensemble a cette condition, que la partie soit gagnée par celui des 
deux joueurs qui, sur trois coups, aura vaincu deux fois son adversaire, 
le troisieme coup n’étant pas joué, comme inutile, lorsque l'un des 
joueurs a vaincu dans les deux premiers coups. 

La probabilité de A pour gagner la partie est la somme des deux pre- 
miers termes du bindme [ p + (1 — p)|*; elle est par conséquent égale 
a p>+3p?(1—p). Soit P cette fonction; en élevant le binédme 
P + (1— P) 4 la puissance nz, on aura, par l’analyse précédente, la pro- 
habilité que, sur le nombre 7 de parties, le nombre des parties gagnées 
par A sera compris dans des limites données. I] suffit pour cela de 
changer p en P dans la formule (0). 

Si ’on nomme z le nombre des parties gagnées par A, la formule (0’) 
donnera la probabilité que P sera compris dans les limites 


Coal Ty2i(n—i) 


no nyn 
Soit done p’ la racine réelle et positive de l’équation 


i 
3 2 Aae —= ie 
p> + 3pr(1 (B= se 
en désignant par p’= Sp les limites de p, les limites correspondantes 
de P seront a tres peu pres 3p — 2p = 6p(1 — p’)Sp; en égalant 
ces limites aux précédentes, on aura 


se Ty2i(n— i 
6p’(1— p')nVyn 
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ainsi la formule (0’) donnera la probabilité que p sera compris dans les 
limites 


Le nombre n des parties ne détermine pas le nombre des coups, puis- 
qu'il peut y avoir des parties de deux coups, et d’autres de trois coups. 
On aura la probabilité que le nombre des parties de deux coups sera 
compris dans des limites données, en observant que la probabilité 
d’une partie & deux coups est p? + (1— p)?; désignons cette fonction 
par P’. En élevant le bindme P’+ (1 — P’) a la puissance zn, la for- 
mule (0) donnera la probabilité que le nombre des parties de deux 
coups sera compris dans les limites nP’= J; or le nombre des parties 
de deux coups étant nP’+ /, le nombre des parties a trois coups sera 
n(t— P’) =; le nombre total des coups sera done 3n —nP’=/; la 
formule (0) donnera donc la probabilité que le nombre des coups sera 
compris dans les limites 


an(i+ p— p?)= Ty2nP’(1-— P’). 

17. Considérons une urne A renfermant un tres grand nombre rn de 
boules blanches et noires, et supposons qu’a chaque tirage on tire une 
boule de l’urne, et qu’on la remplace par une boule noire. On de- 
mande la probabilité qu’apres r tirages le nombre des boules blanches 
sera @. 

Nommons Ya, cette probabilité. Apres un nouveau tirage, elle de- 
vient ¥.,-4,- Mais, pour qu'il y ait w boules blanches apres r +-1 tirages, 
il faut quil y ait ou «+1 boules blanches apres le tirage 7 et que le 
tirage suivant fasse sortir une boule blanche, ou a boules blanches 
apres le tirage r et que le tirage suivant fasse sortir une boule noire. La 
probabilité qu’il y aura 2-1 boules blanches apres 7 tirages est 
Yes» et la probabilité qu’alors le tirage suivant fera sortir une boule 


4 te +1 “ae , a L , 
blanche est ———; la probabilité de l’événement composé est donc 
iv 


Date I ay : BAD iat j 
~Yos,r3 est la premiere partie de y,,,,,. La probabilité qwil y 


iv 
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aura © houles blanches apres le tirage r est yz,-, et la probabilité 
qu’alors il sortira une boule noire est no, parce que le nombre des 
boules noires de l’urne est n—«x; la probabilité de l’événement 


j es he rs : ee 
composé est done —— Yar3 cest la seconde partie de y,,-.,- Alnsi 


Yona 
eed ae 
Va r+i n fees 7 n AL 2 he 
Si lon fait 
ag Seah) ba | prea ene a Vie p's 


cette équation devient 
' ' I , , , 
SPU aN Ni dis aioe eh ices Fee Ais 
: n 


n étant supposé un tres grand nombre, on peut réduire en séries con- 
, 3 on aura donc, en négligeant les carrés et 
7 Lz, 


“seas ed 
n 


vergentes et 
>) De ae : vee 


5 oma I 
les puissances supérieures de a 


lintégrale de cette équation aux differences partielles est 
Yer =e" g(a’ cr), 


o(a’e”) étant une fonction arbitraire de xc”, qu'il faut déterminer par 
la valeur de y,,. 9. 

Supposons que l’urne A ait été remplie de cette maniére. On pro- 
jette un prisme droit dont la base, étant un polygone régulier de p+ ¢ 
cotés, est assez étroite pour que le prisme ne retombe jamais sur elle. 
Sur les p + q faces latérales, p sont blanches et g sont noires, et l’on 
met dans l’urne A, a chaque projection, une boule de la couleur de la 
face sur laquelle le prisme retombe. Apres x projections, le nombre des 


= = c = ‘ , ’ ’ n 
boules blanches sera a fort peu pres, par le numéro précédent, ile oes 
Dring 
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et la probabilité qu’il sera Sap + lest, par le méme numéro, 


Phe Be ct) ae 
ad sical i, Cc 2npq 
, Vonpqr 
Si Von fait 
oo EL ae if. tiga )° Ue 
[Pag 2Pq 


cette fonction devient 


e’est la valeur de y,,,, ou de y..; mais la valeur précédente de y’..,.. 
donne 


ona done 


n} Van 
partant, 
v4, y BS Sseo 1 5 
vnt 
dot Von tire 
we 4 , 
n mn Zp, 
pseea ler hea rats 
nt 
F . np 
La valeur de x la plus probable est celle qui rend nul «c" — rar ef 
= aa! 
par consequent elle est égale a . 
np 
Pp .,; 
(p+ q)e 


la probabilité que la valeur de a sera contenue dans les limites 


np AR yn 


r 


(p+ q)jet et 
est 


ree 

i du. = 78952 
af eee, 
e 


V7 


Vintegrale étant prise depuis p. = o. 
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Cherchons maintenant la valeur moyenne du nombre des boules 
blanches contenues dans l’urne A, apres 7 tirages. Cette valeur est la 
somme de tous les nombres possibles de boules blanches, multipliés 


par leurs probabilités respectives; elle est donc égale a - 


2.np id Bays 
= 7 = Cc ’ 
Va 


(p-+ q)e" 


Vintégrale étant prise depuis ». =o jusqu’a p =>. Cette valeur est 


ainsi 


(p+ q)e" 


par conséquent, elle est la méme que la valeur de x la plus probable. 

Considérons maintenant deux urnes A et B renfermant chacune le 
nombre nr de boules, et supposons que, dans le nombre total 2n des 
boules, il y en ail autant de blanches que de noires. Concevons que l’on 
tire en méme temps une boule de chaque urne, et qu’ensuite on mette 
dans une urne la boule extraite de l’autre. Supposons que l’on répete 
cette opération un nombre quelconque r de fois, en agitant a chaque 
fois les urnes, pour en bien méler les boules; et cherchons la probabi- 
lité qu’apres ce nombre r d’opérations, il y aura x boules blanches dans 
Vurne A. 

Soit z,,, cette probabilité. Le nombre des combinaisons possibles 
dans r opérations est n?”; car a chaque opération les n boules de 
’'urne A peuvent se combiner avec chacune des nz boules de l’urne B, 
ce qui produit z? combinaisons; n?”z,,, est donc le nombre des combi- 
naisons dans lesquelles il peut y avoir x boules blanches dans l’urne A 
apres ces opérations. Maintenant, il peut arriver que l’opération 
(r+ 1)™ fasse sortir une boule blanche de l’urne A, et y fasse rentrer 
une boule blanche; le nombre de cas dans lesquels cela peut arriver 
est le produit de n?”z,, par le nombre x des boules blanches de 
urne A, et par le nombre n — x des boules blanches qui doivent étre 
alors dans l'urne B, puisque le nombre total des boules blanches des 
deux urnes est rz. Dans tous ces cas, il reste «2 boules blanches dans 
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Purne A; le produit v(m —«x)n?"z,,, est donc une des parties de 


27-2 py 
nr Ca pt ie 


Il peut arriver encore que l’opération (r+ 1)™° fasse sortir et ren- 
trer dans lurne A une boule noire, ce qui conserve dans cette urne 
x houles blanches. Ainsi n— x étant, apres l’opération r*™*, le nombre 
des boules noires de l’urne A, et x étant celui des boules noires de 
lurne B, (n — x) xn*"z,,, est encore une partie de n?”**z, ,.,. 

S’il y a 2 —1 boules blanches dans l’urne A apres l’opération re™, 
et que l’opération suivante en fasse sortir une boule noire et y fasse 
rentrer une boule blanche, i! y aura « boules blanches dans l’urne A 
apres l’opération (7 -+1)'*™*. Le nombre des cas dans lesquels cela peut 
arriver est le produit de n?”z,_,,, par le nombre nm — x + 1 des boules 
noires de l’urne A apres le tirage r°°™’, et par le nombre n — x +1 des 
boules blanches del’urneB, apres la méme opération ; (m—x+-1)?n?"Z,__,,, 
est donc encore une partie de n?’**z,,,,,,. 

Enfin, s’il y a «+ 1 boules blanches dans lurne A apres l’opération 
reme, et que l’opération suivante en fasse sortir une boule blanche et y 
fasse rentrer une boule noire, il y aura encore, apres cette derniere 
opération, x boules blanches dans l’urne. Le nombre des cas dans les- 
quels cela peut arriver est le produit de n?”z,,,,, par le nombre x + 1 
des boules blanches de Vurne A, et par le nombre x + 1 des boules 
noires de l’urne B apres Vopération ri®™*; (a + 1)?n?"z,,,, est donc 
encore une partie de n?’*?,, 4,. 

En réunissant toutes ces parties et en égalant leur somme 2 
Deeds on aura |’équation aux différences finies partielles 


te aie 


GE PSN _ 22 90 v—=1\2 
Poy Se Digger Ae fusca, pea aaa Nie peat ae \ Diet me nh) EOE tie 
Ales iv } ot n n n d 


Quoique cette équation soit aux differences du second ordre par rap- 


port & la variable «, cependant son intégrale ne renferme qu'une fonc- 
tion arbitraire qui dépend de la probabilité des diverses valeurs de x 
dans l’état initial de l’urne A. En effet, il est visible que, si l’on connait 
les valeurs de ,,) correspondantes 4 toutes les valeurs de x depuis 
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x = 0 jusqu’a x = n, l’équation précédente donnera toutes les valeurs 
de 3,1, 32,2, ---» en observant que, les valeurs négatives de x étant im- 
possibles, s,,, est nul lorsque x est négatif. 

Si n est un tres grand nombre, cette équation se transforme dans 
une égquation aux différences partielles, que l’on obtient ainsi. On a 
alors, & tres peu pres, 


O3x,r 1 O2Zx 
Barsi,r == Sx r 4 z = 
: ; Oe 2 Ox? 


ea ace Ox | 2 Ox?” 
OZ x, 
Sx,r+i = Sx,r ape : 


Solent 


n+pVvn 
pewEe ENE Posner; Zx,r—= U; 
2 


’équation précédente aux différences finies partielles deviendra, en 


, : I 
négligeant les termes de lordre — > 


Maer, U9 sei. 
ore: On Ou? 


Pour intégrer cette équation, qui, comme on peut s’en assurer par la 
méthode que j’ai donnée pour cet objet, dans les Mémoures de l’ Acade- 
mue des Sciences de l’année 1773, n’est intégrable en termes finis qu’au 
moyen Wintégrales définies, faisons 


o étant fonction de z et de 7’. On aura 
dU 
ec =2c to —2fe(odt+tdg), 
02U - 
Ope = fe-vt ito dt; 


l’équation aux différentielles partielles en U devient ainsi 


» 09 09 
Vyecone — 9 0-L- 0) 5 y 
HK or di=2¢ ‘to Se ‘dt (#9 iS) 
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En égalant entre eux les termes affectés du signe f, on aura |’équation 
aux différentielles partielles 


0o 
<7 = f9—2t—- 


Or’ ot 


x 


Le terme hors du signe f, égalé a zéro, donnera, pour |’équation aux 


limites de l’intégrale, 
OSS LOCA, 


L’intégrale de l’équation précédente aux différentielles partielles de © 


J 2 t 
Se u( sem)» 


est 


PY, vito t 
v(m) étant une fonction arbitraire de wavs on a done 


1 2 
Dssifidt See ol y (i) 3 
Soit 
t=o4+28/—1 


expression de U prendra cette forme 


c2r! 


ind U=e fdse-°T (=ey—). 


Jl est facile de voir que l’équation précédente, aux limites de |’inteé- 
grale, exige que les limites de l’intégrale relative & s soient prises 
depuis s = —o% jusqu’h soo. En prenant le radical ¥—1 avee le 
signe —, on aurait pour U une expression de cette forme 


la fonction arbitraire I(s) pouvant étre différente de T(s). La somme de 
ces deux expressions de U sera sa valeur complete. Mais il est facile de 
s’assurer que, les intégrales étant prises depuis s—=— x jusqu’a 
s =o, l’addition de cette nouvelle expression de U n’ajoute rien a la 


généralité de la premiere, dans laquelle elle est comprise. 
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Développons maintenant le second membre de l’équation (A), sul- 


J 
—;> et considérons un des termes de ce déve- 
(G 


vant les puissances de 
loppement, tel que 


He) 1 ae 
a dse-*(s —nV—1)" 5 


ce terme devient, apres les intégrations, 
PESO ooh 2 T—0 | ie HO ¢— 


ot “chir’ 


geile 4 ee ee el 
oN ; V2.9 04 pe he Bae 


= 
i) 


Considérons encore un terme de ce développement, relatif aux puis- 


sances impaires de =H ;> tel que 


(A) Wi eS 
: ales Es " fdse ya 9 a ae 


Ce terme devient, apres les intégrations, 


1.3.5...(20 + 1) LO rp o-¥ eh i(ae)? . ‘7(e —1) (2p) 
aoa ai gltirayr te gas PR a ey y 


On aura done ainsi as Ve de la ae U, eee 


dans une séri 


vient tres convergente lorsque 7’ est un nombre Sy ee Cette 
expression doit étre telle que fUdx out fU dun soit égale & Punité, 
les intégrales étant étendues a toutes les valeurs de x et de uv, c’est- 
a-dire depuis x nul jusqu’a « = 7, et depuis » = — yn jusqu’a u. = yn; 
car il est certain que, Pune des valeurs de « devant avoir lieu, la 
somme des probabilités de toutes ces valeurs doit étre égale a l’unité. 
En prenant l’intégrale fc-” dy. dans les limites de », on a le méme ré- 
sultat, a tres peu pres, qu’en la pee iegbals y= — oo jJusqu’a 


y= 00; la différence n’est que de l’ordre < = et vu ’extréme rapidité 
n 


avec laquelle c~ diminue & mesure que n augmente, on voit que cette 
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différence est insensible lorsque nr est un grand nombre. Cela posé, 
considérons dans l’intégrale 4 fU dy. vn le terme 
€ \ 


1.3.5...(21—1)$H© Yat : i(ap)? | i(i—1) (2p) ; 
25. peal LO pi Evaiermd Pee =),.|) 
ate ‘ ee 1.2.3.4 
En étendant l’intégrale depuis p. = — oo jusqu’a p. = 2%, ce terme de- 
vient 


ene gt real) Lira (ieatl pat fe 


gt crt’ 1.2 1.2.3 


: -  t(t—1 : ‘ Pa 
Le facteur 1 —7- | ) est égal a (1 — 1)‘; il est done nul, ex- 


cepté dans le cas de z= 0, ot il se réduit a l’unite. Il est visible que les 
termes de l’expression de U qui renferment des puissances impaires 
de ». donnent un résultat nul dans l’intégrale $fUdu yn, étendue de- 
puis p. = — o jusqu’a p. = oo; car ces termes ont pour facteur c™”, et 
l’on a généralement dans ees limites 


eat Vda oe 6, 


Il n’y a done que le premier terme de l’expression de U, terme que nous 
représenterons par He’, qui puisse donner un résultat dans linté- 
grale + fUdu yn, et ce résultat est SH ynz; on a done 


An Vn 1; 
par conséquent, — 


L’expression générale de U a ainsi la forme suivante 


pg QE Aad BS ED eae 

a OH ra of ct car 

een Be ee area eee aces err 
és 2’ 7a cor’ chor Ee 


Q”, Q?, ..., L®, L, ... étant des constantes indéterminées, qui dé- 
pendent de la valeur initiale de U. 
OEuwvres de L. — VII. 38 


—— 
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Supposons que U devienne X lorsque r est nul, X étant une fonction 
donnée de uv. On a généralement ces deux théoremes, 
OOO fut du Vice, 
oS LO fyi dp U; ck, 


lorsque g est moindre que 7; U; et U; étant des fonctions de p., par les- 


SQ Cc 2 L(2) ¢—P* Sg ; 
quelles —~-—— et -==—-—— sont multipliés dans l’expression de U. 
Yareiu" Vnr c4it2yr 


Pour démontrer ces théoremes, nous observerons que, par ce qui pré- 
‘ 2Qe—h'U; , : 
cede, —~==— est égal a 
vnt 
(v—1)* HO c-# fds c-*(u +s ¥—1)"'; 
il faut done faire voir que l’on a 
o= ff p2ds dy c-¥-"(p +s ¥—1)”, 


les intégrales étant prises depuis p et s égaux a — o jusqu’a pv et s 
égaux a + 00. En intégrant d’abord par rapport a »., ce terme devient 


¢ 


2 


q—1 aoe See monly a 
Se lita deidsic Mat) tae) 
+ if fur! dy dseW-#(u + s yi)". 


En continuant d’intégrer ainsi par parties relativement a v., on parvient 
enfin & des termes de la forme 


k f fduds c-P-# (4+ s =1)**, 


enétant pas zéro, et, par ce qui précede, ces termes sont nuls. 
On prouvera de la méme maniere que l’on a 


O= LO feed, 
De la il suit que l’on a généralement 
o= fU; Udy cw, o= [U;U; duc, 


vetv étant des nombres différents. Car si, par exemple, i’ est plus grand 
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que v, toutes les puissances de p. dans U; sont moindres que 2”; chacun 
des termes de U; donnera donc, par ce qui précede, un résultat nul 
dans Pintégrale fU,U,duc™. Le méme raisonnement a lieu pour I’in- 
tegrale fU;U,duc. 
Mais ces intégrales ne sont pas nulles, lorsque i =7’. On les obtien- 
dra dans ce cas de cette maniere. On a, par ce qui précede, 
a(Yy—1)™ fds om" (u + 8 ¥—i)™ 


Ws = GC 
199505 -5(20— 0) yr 


Le terme quia pour facteur v2’ dans cette expression est 


or on peut ne considérer que ce terme dans le premier facteur U; de 
Vintégrale fU;U;dyc™; car les puissances inférieures de y, dans ce 
facteur, donnent un résultat nul dans l’intégrale. On a done 


92i 


Sf UUs dp c-# = =f f pt dy. ds c-¥-8(u + sy/—1)™. 


[1.3.5...(27 —1)}? yr 
On a, en intégrant par rapport a p., depuis vy. = — oo jusquap=o, 


SS pei dp. ds c-W-8(u +8 f—1)” 


Dip i 


Sf f p2i-? dy ds c-w—8 (wu + s\/—1)** 


2 


ae a SS pei! du ds cW-8 (p+ s Ya)". 


Le premier terme du second membre de cette équation est nul par ce 
qui précede; ce membre se réduit donc a son second terme. On trouve 
de la méme maniere que l’on a 


SS pei" dp. ds cH (uy ES viene 


- 20 — 1 S Sf prin? du. ds co —5*( eer vault’ 2: 


2 
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et ainsi de suite; on a done 


; ra al Sa Nyt LOL 
sf fpcidg ds co" (ns Vat ages agree 
par conséquent, 
‘ BaD Foal Was 
dot = — Ss : 
J UE ae Lies eh 01 | 


On trouvera de la méme maniere 


hans ee ok 2.4.6...2i1/n 
INA NC 2:95305)2.(9¢ + 1) 


On a évidemment 
SU; Ul dp c-¥ = 0, 


/ 


dans le cas méme oui ¢ et v’ sont égaux, parce que le produit U;U; ne 
contient que des puissances impaires de v.. 
Cela posé, l’expression générale de U donne, pour sa valeur initiale, 


que nous avons désignée par X, 


2.c~ 
Sa [r+ QW (1— ap?) 4+...4+ Lx + LO u(1— $y?) +... ]. 

nT 
Si lon multiplie cette équation par U; dy, et sil’on prend les intégrales 
depuis yp. = — oo Jusqu’a u. =o, on aura, en vertu des théoremes pre- 
cédents, 

SX Ui dp = 2=QM UUs dp ce, 
Vnt 
dot Von tire 
fe. 7O Ae 2b ae i$ Vn 


Dies Dg eee a 


on trouvera, de la méme maniere, 


Lo 1.3.5...(20 +1) yn 
oS 9h Oe ct 


SX Urdu. 


On aura donc ainsi les valeurs successives de Q“), Q®), ..., L@, L™, ..., 
au moyen d’intégrales définies, lorsque X ou la valeur initiale de U sera 
donnée. 


‘ : £ OF at , ee 
Dans le cas ott X est égal a neal expression générale de. U 
nT 
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prend une forme tres simple. Alors la fonction arbitraire I (aes 
ez! 
ot = 


; a) 
de la formule (A) est de la forme ke ( e / . Pour déterminer les 
constantes 6 et £, nous observerons qu’en supposant 


Bey Wek 


cir!’ 
on aura 


aU? 2, a 
Uke to fdse 6 e/a 


En faisant ensuite 


et observant que l’intégrale relative a s devant étre prise depuis 


$= — w jusqu’a s = x, l’intégrale relative a s’ doit étre prise dans les 
mémes limites, on aura 
es ‘k 
U as c 1+6 
Vi+6' 


A yp Nek 
ey 
d’ot l’on tire . 
1— 1? Pee St 
c= — 3? = aire 
On doit avoir ensuite 
kn 21 
—_ : 
Vvit+6 yar 
ce qui donne 
= 2 
k vr ie 
Vu 


valeur que l’on obtient encore par la condition que $fU dy. yr =1, Vin- 
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tégrale étant prise depuis p. = — % jusqu’a py. =o ; on aura done, pour 


expression de U, quel que soit 7’, 


U ae ee ee C 1+6' 


nti -+ 6’) 


On trouve, en effet, que cette valeur de U, substituée dans l’équation 
aux différentielles partielles en U, y satisfait. 

6’ diminuant sans cesse quand 7’ augmente, la valeur de U varie sans 
cesse et devient a sa limite, lorsque 7” est infini, 


Ue pes ol oat 
Vn 

Pour donner une application de ces formules, imaginons, dans une 
urne C, un tres grand nombre m de boules blanches et un pareil 
nombre de boules noires. Ces boules ayant été mélées, supposons que 
l’on tire de ’urne 7 boules, que l’on met dans l’urne A. Supposons en- 
suite que l’on mette dans l’urne B autant de boules blanches qu'il y a 
de boules noires dans l'urne A, et autant de boules noires qu'il y a de 
boules blanches dans la méme urne. Il est clair que le nombre des cas 
dans lesquels il y aura x boules blanches, et par conséquent n — x 
boules noires dans lurne A, est égal au produit du nombre des combi- 
naisons des m boules blanches de l’urne C, prises x aw, par le nombre 
des combinaisons des m boules noires de la méme urne, prises 2 — x a 
n— x. Ce produit est, par le n° 3, égala 


m(m —1)(m—2)...(m—x+1) m(m—1)(m—2)...(m—n+x£+1) 
EO Pere a EP volar, Shit =e | 


ou a 
7 ; __(1.2.3...m)? 
122,3-.20.1,2.3,.<( — Fp kea- Oo ee el aes 


Le nombre de tous les eas possibles est le nombre des combinaisons 
des 2m boules de l’urne C, prises n 4 n; ce nombre est 


TD. doe. 207 
£.2.3,...1.2.3...(am—n)’ 
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en divisant la fraction précédente par celle-ci, on aura, pour la proba- 
bilité de a ou pour la valeur initiale de U, 


Cie Btn Mt 200 Don ales te BO meen Bie TE) 
162,31 ..0.1.2.3..0(M — %).1.2.5...( — £).1.203...(M— Mb #).1.2.3...2M 


Maintenant, si l’on observe que l’on a a tres peu pres, lorsque s est un 


grand nombre, 
1 


Lisi ac ss %eVar, 
on trouvera facilement, apres toutes les réductions, en faisant 


_ntpyn 
=} - 9 


x 


et en négligeant les quantités de l’ordre = quine sont pas multipliées 


par Ree 
ey a oe mn U2 
U —= ee We He  Im—n, 
WEN 2m —nNn ; 
en faisant done 
: m 
(Ree =» 
2m—n 
on aura 
21 
Us = co, 
yan 


Si le nombre m est infini, alors 7? = $, et la valeur initiale de U est 


(Us v2 ha: ee 
vn 


Sa valeur, apres un nombre quelconque de tirages, est 


ror 
{i = 2 Cc l+c eS 


4r 
le +e 7) 


Le cas de m infini revient & celui dans lequel les urnes A et B seraient 


remplies, en projetant 7 fois une piece qui amenerait indifféremment 
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croix ou pile, et mettant dans l'urne A une boule blanche chaque fois 
que croix arriverait, et une boule noire chaque fois que pile arriverait, 
et faisant inverse pour l’urne B. Car il est visible que la probabilité de 
tirer une boule blanche de l'urne C est alors $, comme celle d’amener 
crovx ou pile. 

En prenant l’intégrale fU dx ou 4 fU dy yn depuis p = — a jusqu’a 
v. =a, on aura la probabilité que le nombre des boules blanches de 
l’'urne A sera compris dans les limites + ayn. 

On peut généraliser le résultat précédent, en supposant l’urne A 
remplie, comme au commencement de ce numéro, par la projection 
dun prisme de p+ q faces latérales, dont p sont blanches et g sont 
noires. On a vu qu’alors, si l’on fait 


on aura 


En faisant done 


LIVRE II. 305 


on aura 


Supposons maintenant qu’apres un nombre quelconque de tirages on 
ait 


6 et « étant des fonctions de 7’. Si l’on substitue cette valeur dans 
’équation aux différences partielles en U, on aura 


~ 5o[ 1 | ea 
= 4(6 = 1)[1— MAE AE] _ ba(u—a), 


d’ot l’on tire les deux équations suivantes : 


dé 
_dr' dul, dey 
a ene Diamant | 


En les intégrant et observant qu’a lorigine de 7’, « =a et 6 = 2, on 


aura 
Ce i Ons, Ca GaAs. 
ce qui donne 


({&— ae—2!")2 
0) TResee ia 


es 

Var(1+ ce”) 

Cherchons maintenant la valeur moyenne du nombre des boules 
blanches contenues dans l’urne A, apres r tirages. Cette valeur est 
la somme des produits des divers nombres des boules blanches, mul- 
tipliées par leurs probabilités respectives; elle est done égale a l’inte- 


grale n ¢ 
Ae ie a Vin U dp. yr 
2 2 
prise depuis ». = — © jusqu’a p. = oo. En substituant pour U sa valeur 


OEuvres de L.— VII. 39 
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donnée par la formule (4), on aura, en vertu des théoremes précédents, 
pour cette intégrale, 
is ar 


n a 
tn+ YE LMe *, 


A lorigine ot rest nul, cette valeur est 52 +- v2 [0, ainsi l’on aura L 
au moyen du nombre des boules blanches que l’urne A contient a cette 
origine. 

On peut obtenir fort simplement, de la maniére suivante, la valeur 
moyenne du nombre des boules blanches, apres r tirages. Imaginons 
que chaque boule blanche ait une valeur que nous représenterons par 
l’unité, les boules noires étant supposées n’avoir aucune valeur. Il est 
clair que le prix de l’'urne A sera la somme des produits de tous les 
nombres possibles de boules blanches qui peuvent exister dans l’urne, 
multipliés par leurs probabilités respectives; ce prix est donc ce que 
nous avons nommé valeur moyenne du nombre des boules blanches. 
Nommons-le z, apres le tirage r°™*. Au tirage suivant, s'il sort une 
boule blanche, ce prix diminue d’une unité; or, si l’on suppose que « est 
le nombre des boules blanches contenues dans V’urne apres le tirage 


te OTE at ° a 
reme la probabilité d’en extraire une boule blanche sera —3) en nom- 


Urdx 


mant done U la probabilité de cette supposition, lintégrale f ’ 


étendue depuis 2 = 0 jusqu’a # =n, sera la diminution de z, résul- 
tante de la probabilité d’extraire une boule blanche de Vurne. Si l’on 


eee A r , ‘ a, & r A 

fait, comme ci-dessus, - =7", et si l’on désigne la fraction tres petite 
hh I 

I ° ° . , ‘ , , ‘ S 

~ par dr’, cette diminution sera égale a = dr’; car s est égal a fUxdx, 


somme des produits des nombres des boules blanches par leurs proba- 
bilités respectives. Le prix de ’urne A s’accroit, si l’on extrait une 
boule blanche de Vurne B, pour la mettre dans l’urne A; or, x étant 
supposé le nombre des boules blanches de l’urne A, n — x sera celui 


des boules blanches de l’urne B, et la probabilité d’extraire une boule 


5 fy ed . . 
blanche de cette derniére urne sera ~~ — 3 en multipliant cette proba- 
t 
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Yu 


bilité par la probabilité U de x, lintégrale fv “—* dix, prise depuis 


x nul jusqu’a 2 = n, sera |’accroissement de z. fU(n — a) dx est le 
prix de Purne B; en nommant donc s’ ce prix, 3’dr’ sera l’accroisse- 
ment de z; on aura done 


Oise EG = 5 ONE 


La somme des prix des deux urnes est évidemment égale a 2, nombre 
des boules blanches qu’elles contiennent, ce qui donne s’=n—<z; 
substituant cette valeur de s' dans l’équation précédente, elle devient 


, 


dz =(n— 22) dr; 


dot Von tire, en intégrant, 


LM 
aeait hoz’ 


“ 


L® étant une constante arbitraire, ce qui est conforme a ce qui pré- 
cede. 

On peut étendre toute cette analyse au cas d’un nombre quelconque 
d@’urnes; nous nous bornerons ici & chercher la valeur moyenne du 
nombre des boules blanches que chaque urne contient apres 7 tirages. 

Considérons un nombre e d’urnes, disposées circulairement, et ren- 
fermant chacune le nombre n de boules, les unes blanches, et les au- 
tres noires, n étant supposé un tres grand nombre. Supposons qu’apres 
rtirages, 2), 2,, 22, ---, 3, soient les prix respectifs des diverses 
urnes. Chaque tirage consiste & extraire en méme temps une boule de 
chaque urne et ala mettre dans la suivante, en partant de lune d’elles 


, : , . . r T F 
dans un sens déterminé. Si l’on fait ee r’ et = dr’, on aura, par le 
raisonnement que nous venons de faire relativement a deux urnes, 


dz; = (Zi, — 2;) dr’; 


cette équation a lieu depuis t=1 jusqu’a 1=e —1. Dans le cas de 


1=—e, ona 
azo == (Ze-1 = 30) dr’. 
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En intégrant ces équations, et supposant qu’a l’origine les prix respec- 
tifs de chaque urne, ou les nombres des boules blanches qu’elles con- 
tiennent, soient 

Roy Diy MEGH Tea 


on parvient a ce résultat, qui a lieu depuis z = o jusqu'az =e — 1, 


2ST 
I — (1—cos ); 
ee, 2s(i—2)n \9 
é +h. cos| — re 
Stray Aedw ers cle Seb shouah a coins CW eels vyseatane ote = 
as(t—e+1)t a 
+ Ac_1 COS | = ( feet de, = ar'| 


le signe S s’étendant & toutes les valeurs de s, depuis s=1 jusqu’a 


s=e, et a étant égal a sin- 


257 : 
nak Le terme de cette expression, corres- 


x Oo , La ‘ I \ 
pondant as =e, est indépendant de 7’, et égal a = (Ao HEN AR EX), 
c’est-a-dire a la somme entiere des boules blanches des urnes divisée 
par leur nombre. Ce terme est la limite de l’expression de <;, d’oti il 


suit qu’apres un nombre infini de tirages les prix de chaque urne sont 
egaux entre eux. 


LIVRE II. 309 


CHAPITRE IV. 


DE LA PROBABILITE DES ERREURS DES RESULTATS MOYENS D’'UN GRAND NOMBRE 
D OBSERVATIONS ET DES RESULTATS MOYENS LES PLUS AVANTAGEUX. 


18. Considérons maintenant les résultats moyens d’un grand nombre 
d’observations dont on connait la loi de facilité des erreurs. Supposons 
d’abord que, pour chaque observation, les erreurs puissent étre égale- 
ment 


SSN VAST, 1, Sy IOWA, 23 he, wtt—195 on — 1, on: 


~ 


emer Ne 1 . 
La probabilité de chaque erreur sera —————- Si l’on nomme s le nombre 


—f- 
des observations, le coefficient de c’*v-' dans le développement du 
polynome 


(c- NBV—1 4. E—(N—-1)OY—4 4 G—(n—-2)BV—-4 4 4 G-OV—-1 4 + eBV-1 4 gnay-t i 


sera le nombre des combinaisons dans lesquelles Ila somme des erreurs 
est J. Ce coefficient est le terme indépendant de c*V~' et de ses puis- 
sances dans le développement du méme polynéme multiplié par c“""—"'" 


et il est visiblement égal au terme independant de a dans le méme de- 


veloppement multiplié par —— ou par cos/a; on aura donc, 


pour l’expression de ce coefficient, 


I o 
- fda cosla(t+ 2 cosw + 2 C0S2m -+...+ 2 coSsno)’, 
TT 


Vintégrale étant prise depuis o = 0 jusqu’ao = =z. 
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Ona yu, dans le n° 36 du Livre I*, que cette intégrale est 


$22 

3 
(2n =a) )s 3 ce Minis, 
= i} 


ate 1 12st 


lenombre total des combinaisons des erreurs est (22 + 1)°; en divisant 


la quantité précédente par celle-ci, on aura 


Vn(nr (nt -1)28r 


pour la probabilité que la somme des erreurs des s observations 
sera d. 
Si Von fait 


jan aty Mts ’ 


la probabilite — la somme des erreurs sera comprise dans les limites 


—— yl 


n( Sel 2 a(n +1)s 
Sel V/s * et 2h yea - sera égale a 


22 
ee dic=-. 
va 


Vintégrale étant prise depuis ¢ =o jusqu’a t= T. Cette expression a 
lieu encore dans le cas de z infini. Alors, en nommant 2a l’interyalle 
compris entre les limites des erreurs de chaque observation, on aura 


2Tays 
n=a, et les limites précédentes deviendront + ~-“Y*: ainsi la pro- 
Ae) 
babilité que la somme des erreurs sera comprise dans les limites 


he ar\/s est 


re 


ie: ; 
2 Vee 9 . 


wie 


c’est aussi la probabilité que l’erreur moyenne sera comprise dans les 


limites = 


ar ste 
—=; car on a lerreur moyenne en divisant par s la somme 
F ) 


des erreurs. 


La probabilité que la somme des inclinaisons des orbites de s co- 
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métes sera comprise dans des limites données, en supposant toutes les 
inclinaisons également possibles, depuis zéro jusqu’a l’angle droit, est 
évidemment la méme que la probabilité précédente ; intervalle 2a des 


limites des erreurs de chaque observation est, dans ce cas, l’inter- 
valle = des limites des inclinaisons possibles: alors la probabilité que 


la somme des inclinaisons doit étre comprise dans les limites sous 


a —5r ; 
est 2 \/ 2 fdre * , ce quis’accorde avec ce que l’on a trouvé dans le 
n° 13. 

Supposons généralement que la probabilité de chaque erreur posi- 


live ou negative soit exprimée par o (5), a etn étant des nombres in- 


finis. Alors, dans la fonction 


I-+2c0Smw + 2c0S2m-+ 2CcOS3D-+...-+2CO0SNOD, 


chaque terme, tel que 2cosxo, doit étre multiplié par 9 (2); or ona 


En faisant done 


la fonction 


c@) I 2 av 
Q a + 29 (=) cosw + 29(2) COS 2M. . a+ 24 (=) cosn@ 
n n n n 


devient 
an pdx oe )— nem {xidx ole). . 25 
les intégrales devant étre étendues depuis a’ = 0 jusqu’a x = 1. Soil 
alors 
Ra=2f dx on’), i= Pee Ua Oe |, 


La série précédente devient 


( ke’ 5 » 
I eS Sh ee a) 
Ie 
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Maintenant la probabilité que la somme des erreurs des s observations 
sera comprise dans les limites + / est, comme il est facile de s’en as- 


surer par les raisonnements précédents, 


s 


te) ie 2 
(2) a 29(-) COS®W + 29 (=) COS20 +... 


* [Sf do dl cosls 
T n 
= 20 (= COSXND 


/ 


Pintégrale étant prise depuis o nul jusqu’a o = =; cette probabilité 


est done 

os dle ff de dlcosta(1—-niat—...) 
T ke 

Supposons 


k’ S 
ees) gee cee — pt 
(: ZF vs eee Cas 


en prenant les logarithmes hyperboliques, on aura, a tres peu pres, 
lorsque s est un grand nombre, 


W 
S— nio?= ??, 


ke 


ite al, 
en bas 


Si Pon observe ensuite que, rk ou 2 fdxy (=) exprimant la probabilité 


ce qui donne 


que l’erreur d’une observation est comprise dans les limites + n, cette 
quantité doit étre égale 4 Punité, la fonction (uw) deviendra 


2 
nT 


vs = ae a 
jag J fe dte cos (é ao 


dv 


lintégrale relative 4 ¢ devant étre prise depuis ¢ nul jusqu’a tanny/%S, 


ou jusqu’a t=, n étant supposé infini. Or on a, par le n° 25 du 


Livre I*, 
[Ke ie eee 
can |B es as AL 4n? k's 
JS dt co faye c aoe : 
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en faisant donc 


la fonction (w) devient 
2 
—fdtic", 
vet 


Ainsi, en nommant, comme ci-dessus, 2a l’intervalle compris entre 
les limites des erreurs de chaque observation, la probabilité que la 
somme des erreurs des s observations sera comprise dans les limites 


t—arys est 
kr? 


TK pang th. 
\/ qa fadre 


Sio (=) est constant, alors us = 6, et cette probabilité devient 
eo hk 


Ve 


(mote 
re) ' ~ 3 
2 = Ore t. 
i el 
ce qui est conforme a ce que l’on a trouvé ci-dessus. 


: a : : ony 
Si @ (=) ou o(a’) est une fonction-rationnelle et entiere de 2’, on 


aura, par laméthode du n° 15, la probabilité que lasomme des erreurs 
sera comprise dans les limites = ary/s, exprimée par une suite de puis- 
sancess, 2s, ... de quantités de la formes — yp + rvs, dans lesquelles 
v.augmente en progression arithmétique, ces quantités étant continuées 
jusqu’a ce qu’elles deviennent négatives. En comparant cette suite a 
expression précédente de la méme probabilité, on obtiendra d’une 
maniere fort approchée la valeur de la suite, et l’on parviendra ainsi 
sur ce genre de suites a des théoremes analogues & ceux que nous 
avons donnés dans le n° 42 du Livre I*, sur les différences finies des 
puissances d’une variable. 

Si la loi de facilité des erreurs est exprimée par une exponentielle 
négative qui puisse s’étendre jusqu’a l’infini, et généralement si les 
erreurs peuvent s’étendre al infini, alors @ devient infini, et l’applica- 


OEuvres de L. — VII. 40 
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tion de la méthode précédente peut offrir quelques difficultés. Dans 
tous ces cas, on fera 


I 
Sea = Ud , 


h 


A étant une quantité quelconque finie, et en suivant exactement l’ana- 
lyse précédente, on trouvera, pour la probabilité que la somme des 
erreurs des s observations est comprise dans les limites = Ary/s, 


: c 4b F : 
expression dans laquelle on doit observer que (5) ou 9(x’) exprime 


la probabilité de l’erreur + a, et que l’on a 
Keo f dz oie"), ef at Oe 


les intégrales étant prises depuis «=o jusqu’a x =x. 


19. Déterminons présentement la probabilité que la somme des er- 
reurs d’un tres grand nombre d’observations sera comprise dans des 
limites données, abstraction faite du signe de ces erreurs, c’est-a-dire, 
en les prenant toutes positivement. Pour cela, considérons la suite 


n = (pi = on 
0) ie (EWEN, Gy Se CTAB —t t,t =) -.+ 
NG) ! 1u n 
ni = n = 
+o{ ——)¢(e-1)ay-1 afi (7 Cnay—-1 
tdci) (2) enever, 


ee a, F os, 
© (=) étant lordonnée de la courbe de probabilité des erreurs, corres- 


pondante a l’erreur +, et a étant, ainsi que n, considéré comme 
formé d'un nombre infini d’unités. Si l’on éleve cette suite & la puis- 
sance s, apres avoir changé le signe des exponentielles négatives, le 
coefficient d’une exponentielle quelconque, telle que c“¥9*V-', sera 
la probabilité que la somme des erreurs, prises abstraction faite du 
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signe, est 2+ us; cette probabilité est donc 


oO) I Ss 
o) a) +29 Fe CON geo 


\ 


I = 
oe fds o-(l+ps)oy—1 
DIG 


Pintégrale relative a o étant prise depuis o = — x jusquaa—n; car, 
dans cet intervalle, Vintégrale pds ou 


JS da(cosra — /—1 sinrsw) 


disparait, quel que soit 7, pourvu qu’il ne soit pas nul. 
On a, en développant par rapport aux puissances de 5, 


-wav=| 9 (*) +29 5 cOV—-1t ++ 20 (=) ero | | 
| @(2)+2 a)+2 =) Upiarg te 
n P\n P\n hs Pin 
— n 


| log 


@ | io @! (| 0) 0 © ©) ©. 0 6. @) 010) © 6 00.0 61:0 .4: Oe ce) 0) 6) jo) 4 tm) Ole (0) ehate (e) 4 


En faisant donc 


ee mn fg 
n 
ona 
Bae Ol ee hy, anda Ola’, See da ote \aak", 
fe deo abe te", DRE EOI a. ean ae ed area be : 


les intégrales étant prises depuis x’ nul jusqu’a «’=1; le second 
membre de |’équation (1) devient 


u 


slognk + slog(: {- = noV—1— 2 nig? —...)—psmV—1. 


L’erreur de chaque observation devant tomber nécessairement dans les 
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limites -+ n, on ank=1; la quantité précédente devient ainsi 


Diet tek a. ~— | (hk! —ok?) sn?o? ; 
s{ — —“£)noy—1 — ——————__ — - >: 
k 4 \ hp? s 
en faisant done 
p. pir 2h’ 
n a te 


et négligeant les puissances de o supérieures au carré, cette quantite 
se réduit A son second terme, et la probabilité précédente devient 


pO KN — Oe 
| ee a 2 
—l@ay-1 BR sn? 


I 
aq bee 


Soient 
k 6t l 2H wee ae" 


6 Se ee) OS = 
Vhk" — 2k? ny/s n 


L’intégrale précédente devient 


Cette intégrale doit étre prise depuis = — % jusqu’a = &, et alors 
la quantité précédente devient 


6 a 62 72 
ee ee 


ayn nis 


En la multipliant par d/ou par nr drys, Vintégrale 


sera la demi-probabilité que la valeur de /, et, par conséquent, la 
somme des erreurs des observations, est comprise dans les limites 
as arys, = a étant les limites des erreurs de chaque observation, 
limites que nous désignons par +n, quand nous les conceyons par- 
tagées dans une infinité de parties. 
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On voit ainsi que la somme des erreurs la plus probable, abstraction 


3 : aoe : oh 
faite du signe, est celle qui répond a r= o. Cette somme est 7 as. 


ch 2k" 1 
Dans le cas ott 9(x) est constant, 7 = 53 lasomme deserreurs la plus 


probable est done alors la moitié de la plus grande somme possible, 


somme qui est égale a sa. Mais, si (a) n’est pas constant et diminue a 


; 2, k! ; “ 
mesure que l’erreur x augmente, alors a7 est moindre que ;, et la 


somme des erreurs, abstraction faite du signe, est au-dessous de la 
moitié de la plus grande somme possible. 

On peut, par la méme analyse, déterminer la probabilité que la 
somme des carrés des erreurs sera /+- p.s; il est facile de voir que cette 
probabilité a pour expression Vintégrale 


re : =i aan Wr rer ; 
lichen eae iba 


1 — 
—— fides c~(+¥s)aV—1 : 
27 


] + 29 & ClUuay—1 
\ n ) 
prise depuis o = — w jusqu’a o = =. En suivant exactement l’analyse 
précédente, on aura 
ae 2A 
re ee 
et en faisant 
6 


la probabilité que la somme des carrés des erreurs des s observations 


2 ke’ 


sera comprise dans les limites ~—a*s = a*ry/s sera 
: x 62 r? 
—f@dre * 
vr 


La somme la plus probable est celle qui répond ar nul; elle est donc 
4) 
ke 
s’écartera tres peu de cette valeur, et par conséquent il fera connaitre 


: , a*k” 
a tres peu pres le facteur —~. 


a’s. Sis est un tres grand nombre, le résultat des observations 
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20. Lorsque l’on veut corriger un élément déja connu a fort peu 
pres, par ensemble d’un grand nombre d’observations, on forme des 
équations de condition de la maniere suivante. Soient s la correction de 
’élément, et 6 V’observation; l’expression analytique de celle-ci sera 
une fonction de l’élément. En y substituant, au lieu de élément, sa 
valeur approchée, plus la correction z; en réduisant en série par rap- 
porta s et négligeant le carré de z, cette fonction prendra la forme 
h -+-ps; en l’égalant a la quantité observée 6, on aura 


6=h-+ pz. 


= serait donc déterminé, si l’observation était rigoureuse; mais, comme 
elle est susceptible d’erreur, en nommant « cette erreur, on a exacte- 
ment, aux quantités pres de l’ordre =?, 


6+e=—h+ pz; 


et en faisant 6 —h=a, ona 


€—ps—a&. 


Chaque observation fournit une équation semblable, que l’on peut 
représenter pour l’observation (z+ 1)*™* par celle-ci 


e® = ps — al, 
En réunissant toutes ces équations, ona 
(1) Se) = 28 pl) — Sali), 


le signe S se rapportant a (outes les valeurs de z, depuis 7 =o jusqu’a 
r= s —1,s étant le nombre total des observations. En supposant nulle 
la somme des erreurs, cette équation donne 


Saf) 
7 Spa 


bd 2, - y 
eest ce que l’on nomme ordinairement résultat moyen des observa- 
tions. 


On a yu, dans le n° 18, que la probabilité que la somme des er- 
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reurs des s observations sera comprise dans les limites = arys est 


fie 7 kr? 


(/ jaz fare pe, 


Nommons =u lerreur du résultat s; en substituant, dans l’équa- 
A ; A ‘, S (2) é 
tion (1), == arys au lieu de Se, et 2“ -+ w au licu de z, elle donne 
Sp 
uS po 
r= ——_} 
ays 


la probabilité que erreur du résultat s sera comprise dans les limites 


Sao Fs ku? (§ pl)? 

f k “ du eee 
(fe Se (Z) keel Kk" ats 

VV lee hee ; 


Au lieu de supposer nulle la somme des erreurs, on peut supposer 


— uw est done 


nulle une fonction quelconque linéaire de ces erreurs, que nous repreé- 
senterons ainsi, 


(m2) me - me) + m2) 602) mS 1) gs 4), 
m,m'), m?), ... étant des nombres entiers positifs ou négatifs. En sub- 


stituant dans cette fonction (m), au lieu de «, <?, ..., leurs valeurs 
données par les équations de condition, elle devient 


28m pO — SmO ol; 
en égalant done a zéro la fonction (7m), on a 
S mA) ed) 
~~ SmO po" 
Soit wl’erreur de ce résultat, en sorte que l’on aif 


Sm gf 


= Smo pa ~ "3 


Va 
~» 


la fonction (m) devient 
uSm pO, 


Déterminons la probabilité de l’erreur w, lorsque les observations sont 


en grand nombre. 
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Pour cela, considérons le produit 


so(é jenn xso(= fy crete SR se x fo(? (Pg \xay—t 


le signe f's’étendant a toutes les valeurs de , depuis la valeur négative 
A : ‘ “4: A x 
extréme de x jusqu’a sa valeur positive extréme. (=) est, comme 


dans les numéros précédents, la probabilité d’une erreur a dans 
chaque observation; a étant supposé, ainsi que a, formé d’une infinité 
de parties prises pour unité. I] est clair que le coefficient d’une expo- 
nentielle quelconque c’*V', dans le développement de ce produit, sera 
la probabilité que la somme des erreurs des observations, multipliées 
respectivement par m, m"), ..., c’est-a-dire la fonction (mm), sera égale 
a J; en multipliant donc le produit précédent par c~*V~', le terme in- 
dépendant de c®V-' et de ses puissances, dans ce nouveau produit, ex- 
primera cette probabilité. Si l’on suppose, comme nous le ferons ici, la 
probabilité des erreurs positives la méme que celle des erreurs néga- 


, Xx — 3 , 

tives, on pourra, dans la somme fo (=) c™m=v-', réunir les termes 
multipliés, ’un par c””°V-", et Pautre par c~”“°V-'; alors cette somme 
prend la forme afe(z ) cosman. Il en est de méme de toutes les 


sommes semblables. De 1a il suit que la probabilité que la fonction (7) 
sera égale a / est égale a 


(3) pie) clBOV ty ase(= )cosmern | 


)9 


i ie (: ) cosmi aa x. oe a 2fo (=) cosmS- Daw | 


OY (2 L s) ° * a. , = 
lintégrale étant prise depuis « = — x jusqu’a o =-. On a, en rédui- 
sant les cosinus en séries, 


Ge on) 
fo (7) cosman =f (2) —tmeaat [9 (2) Sie tah 


Leng Po ei er eae £3 oP ¢ 
Si l’on fait 7 « et si on observe que, la variation de x étant 
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Clay I 
Punité, on a da’ = 7° on aura 
ur 
fo(=) =afde'9(2') 


Nommons, comme dans les numéros précédents, £ l’intégrale 2fdx'o(x’), 
prise depuis a’ nul jusqu’a sa valeur positive extréme; nommons pareil- 
lement &” Pintégrale fa? dx’, prise dans les mémes limites, et ainsi de 
suite ; nous aurons 


7 1v 


y: 
2 fo (=) cosmam = ak ( 1— Ee ao? 45 an os S57 a 


Le logarithme du second membre de cette équation est 


uv kien’ — 6k” 
th t i 
— — ma? a? + anys miato' —...+ logak; 
12} 


ak ou 2afdx'o(x’) exprime la probabilité que Verreur de chaque 
observation sera comprise dans ses limites, ce qui est certain; on a 
done ak =1; ce qui réduit le logarithme précédent a 


ke MO 
Ty m2 ara? + ye 
ce 2th 


De la il est aisé de conclure que le produit 


XL 7 x . x 
2fo (=) cosmxrau X< 2/9 (=) cosmMxrarx...<2f9o (=) cosm-are 


est 


pues 4 —a 72S m(")? 
GIS MO 1. Nc ; 


(: helo Ole 


l’intégrale précédente (z) se réduit donc a 


- ——— Ai@iSmM4 +... 


fides (1+ eae 


khev — 6k”2 ie Ka a= . 228 mit? 


27 


En faisant sa?o? = 2?, cette intégrale devient 


Le), 


2an V/s 
OkEuwvres de L. — VII. AA 


~ 12k? 52 


kkev —6k’2 Smo med yet _ EY Sm? 
(1+ = - Bo.\< 
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Sm?, Sm, ... sont évidemment des quantités de l’ordre s; ainsi 
gine yA 


est de l’ordre =3 en négligeant donc les termes de ce dernier 


ordre vis-a-vis de l’unité, la derniére intégrale se réduit a 


_uty=i _ kh Smo, 
== fdic avaie wes 
2AT y's 


Lintégrale relative & o devant étre prise depuis o = 


Vintégrale relative & ¢ doit étre prise depuis ¢=—azy/s jusqu’a 
i —azx\s,et dans ces cas l’exponentielle sous le signe f est insensible 
a ces deux limites, soit parce que s est un grand nombre, soit parce 
que a@ est ici supposé divisé dans une infinité de parties prises pour 
unité; on peut donc prendre l’intégrale depuis ¢=— x» jusquwat=x 


k’S m2 Iv—ikys \. 
ie vee (: * Spenin)s 


la fonction intégrale précédente devient 


Faisons 


x kB 
oy Lk at S S m0)? 


2aTg Sm(2 
any Comm 


L’intégrale relative 4 ¢ doit étre prise, comme l’intégrale relative a ¢, 


fale. 


depuis ¢ = — oo jusqu’a ¢’/== ©, ce qui réduit la quantité précédente 
a celle-ci, 

Le 

cq &kYa?Smo? 


te Eee 
2aVT \/< Sm2 


Si l’on fait /=ary/s et si l’on observe que, la variation de / étant 


. 


Vunité, on aadr=tr, on aura 


= kr? s 
vs 
fare Cc 4k" %K" Sm? 
rr... 


———— Sm (t)2 
k U 
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pour la probabilité que la fonction (7) sera comprise dans les limites 
zero et arys, Vintégrale étant prise depuis r nul. 

Nous avons besoin ici de connaitre la probabilité de lerreur w de 
Vélément déterminé en faisant nulle la fonction (m). Cette fonction 
étant supposée égale a Zou a arys, on aura, par ce qui précede, 


uSm® pO =arys; 


en substituant cette valeur dans la fonction intégrale précédente, elle 


devient 


. . ku? (Sm p®)2 
Savy SmO po ae Jduc 4h" a2Sm)? , 
jaa Tr ’ 


2a gE Smo 


c’est l'expression de la probabilité que la valeur de wu sera comprise 
dans les limites zéro et u, c’est aussi l’expression de la probabilité que 
uw sera compris dans les limites zéro et — wu. Sil’on fait 


hk” (Smo? 


Ua SS =o 
ss k Sm po’ 


ia probabilité précédente devient 
I 
— fdtc. 
lee 


Maintenant, la probabilité restant la méme, ¢ reste le méme, et |’inter- 


valle des deux limites de wse resserre d’autant plus que ay/ Smal pw 


est plus petit. Cet intervalle restant le méme, la valeur de ¢, et par con- 
séquent la probabilité que l’erreur de l’élément tombe dans cet inter- 
A’ Smo 
k Sm® po 


est plus petite; il faut donc choisir le systeme de facteurs m, qui rend 


valle, est d’autant plus grande que la méme quantité a 


cette quantité un minimum; et comme a, &, k” sont les mémes dans 


VSm@2 ; 
> UN MI- 


tous ces systemes, il faut choisir le systeme qui rend Simi pO 


nimum. 
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On peut parvenir au méme résultat de cette maniere. Reprenons 
Vexpression de la probabilité que w sera compris dans les limites zéro 
et u. Le coefficient de du dans la différentielle de cette expression est 
l’ordonnée de la courbe des probabilités des erreurs u de l’élément, er- 
reurs représentées par l’abscisse u de cette courbe, que l’on peut étendre 
» Vinfini de chaque coté de l’ordonnée qui répond a uw nul. Cela posé, 
toute erreur, soit positive, soit négative, doit étre considérée comme 
un désavantage ou une perte réelle, & un jeu quelconque; or, par les 
principes de la théorie des probabilités, exposés au commencement de 
ce Livre, on évalue ce désavantage en prenant la somme de tous les 
produits de chaque désavantage par sa probabilité; la valeur moyenne 
de erreur a craindre en plus est donc lasomme des produits de chaque 
erreur par sa probabilité; elle est par conséquent égale a l’intégrale 


_ ku? (Sm pO)? 
SuduSm® pe skatsm(o 


Se a 
hen , 
—— Sm)? 

ke 


prise depuis w nul jusqu’a w infini; ainsi cette erreur est 


kv Vee) m2 


kz Sm@Opo- 


Cette quantité, prise avec le signe —, donne l’erreur moyenne a 
craindre en moins. li est visible que le systeme des facteurs m® qu'il 
faut choisir doit étre tel que ces erreurs soient des minima et par con- 


Smear, the 
Sm po soit un Minimum. 


Si lon différentie cette fonction par rapport am”, on aura, en éga- 


sequent tel que 


lant sa différentielle a zéro, par la condition du minimum, 


mi?) po 


Sm2 ~~ Sm pO- 


Cette equation a lieu, quel que soit 7, et, comme la variation de z ne fait 


: : Sm()2 
point changer la fraction Smlpw? en nommant » cette fraction, on 
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aura 
m=pp, mOQ) = yp), Sta ity mis4) = pw p(s—1), 
et on peut, quels que soient p, p, ..., prendre ». tel que les nombres 


m, m),... solent des nombres entiers, comme l’analyse précédente le 


suppose. Alors ona 
S pl) afd) 
y sper 


et erreur moyenne a craindre devient 


C’est, dans toutes les hypotheses que l’on peut faire sur les facteurs m, 
m'), ..., la plus petite erreur moyenne possible. 
Si lon fait les valeurs de m, m, ... égales a +1, l’erreur moyenne 


a craindre sera plus petite lorsque le signe + sera déterminé, de ma- 
niere que mp soit positif, ce qui revient & supposer1=m=m"=..., 
et a préparer les équations de condition, de sorte que le coefficient de < 
dans chacune d’elles soit positif; c’est ce que l’on fait dans la méthode 
ordinaire. Alors le résultat moyen des observations est 


S al) 
7 = Spo” 


et erreur moyenne a craindre en plus ou en moins est 
2 k"s 
hn 
Bia) pe eae 
7 Spee” 


mais cette erreur surpasse la précédente, qui, comme on l’a vu, est la 
plus petite possible. On peut s’en convaincre d’ailleurs de cette ma- 
niere. Il suffit de faire voir que l’on a l’inégalité 


\/s 1 


Sp (Spo? 
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ou 
5 Spl? > (Spo), 

En effet, 2pp'? est moindre que p? + p"?, puisque ( p™ — p)? est une 
quantité positive; on peut donc, dans le second membre de |’inégalité 
précédente, substituer, pour 2pp"), p? + p')? — f, f étant une quan- 
tité positive. En faisant des substitutions semblables pour tous les pro- 
duits semblables, ce second membre sera égal au premier, moins une 
quantité positive. 


Le résultat 
Sp af) 
= Spo? 


) 


auquel correspond le minimum d’erreur moyenne a craindre, est celui 
que donne la méthode des moindres carrés des erreurs des observa- 
tions; car, la somme de ces carrés étant 


(pz —a)?+ (pO)z — a2 +... + (pz — @ls—4))2, 


la condition du minimum de cette fonction, en faisant varier z, donne 
pour cette variable expression précédente; cette méthode doit done 
étre employée de préférence, quelle que soit la loi de facilité des er- 


. ke’ 
reurs, loi dont dépend le rapport - 


Ce rapport est j, Si 9(x) est une constante; il est moindre que ¢, si g(x) 


est variable, et tel qu’il diminue a mesure que x augmente, comme il 
est naturel de le supposer. En adoptant la loi moyenne des erreurs, que 
nous avons donnée dans le n° 15 et suivant laquelle 9(a) est égal a 


Quant aux limites + a, on peut prendre pour ces limites les écarts du 
résultat moyen, qui feraient rejeter une observation. 


Mais on peut, par les observations mémes, déterminer le facteur 


kh” 
ay/* de Vexpression de l’erreur moyenne. En effet, on a vu, dans le 


LIVRE II. 327 


numéro précédent, que la somme des carrés des erreurs des observa- 
bd x ‘ ‘ a2 k” . 

tions est a tres peu pres 2s >—, et que, si elles sont en grand nombre, 
il devient extrémement probable que la somme observée ne s’écartera 
pas de cette valeur d’une quantité sensible; on peut donc les égaler ; 
or la somme observée est égale 4 Se“? ou & S(ps — «)?, en substi- 
S pC) afi) 
“Spor 


tuant pour < sa valeur ; on trouve ainsi 


Ao BRP LB al is aplalhyy, 


ke : Spo 


L’expression précédente de l’erreur moyenne a craindre sur le résultat = 
devient alors 


re VSpO2.8 (2 — (Spa)? 
a SpO2Vasr 


9 


expression dans laquelle il n’y a rien qui ne soit donné par les obser- 
vations et par les coefficients des équations de condition. 


21. Supposons maintenant que l’on ait deux éléments a corriger par 
ensemble d’un grand nombre d’observations. En nommant =z et =’ les 
corrections respectives de ces éléments, on formera, comme dans le 
numéro précédent, des équations de condition, qui seront comprises 
dans cette forme générale 


g(?) == pire + gq) 2'— al), 


é étant, comme dans ce numéro, l’erreur de observation (7 + 1)!™*. 
Si Von multiplie respectivement par m, m, ..., m°—" ces équations, 
et que l’on ajoute ensemble ces produits, on aura une premiere équa- 


tion finale 
Sm 6 — z.$m) pO + 2’. Sm qO— Sma, 


En multipliant encore les mémes équations respectivement par x, 


n,..., n°" et ajoutant ces produits, on aura une seconde équation 


finale 
SnMeO— z.Sn pO + 2’. Sng — Snel, 
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le signe S s’étendant ici, comme dans le numéro précédent, a toutes 
les valeurs dez, depuis z= 0 jusqu’ar=s —1. 

Si on suppose nulles les deux fonctions Sm, Src, fonctions 
que nous désignerons respectivement par (mm) et (7), les deux équa- 
tions finales précédentes donneront les corrections < et 3’ des deux élé- 
ments. Mais ces corrections sont susceptibles d’erreurs, relatives a 
celle dont la supposition que nous venons de faire est elle-méme sus- 
ceptible. Concevons done que les fonctions (m) et (x), au lieu d’étre 
nulles, soient respectivement / et /’, et nommons uw et w’ les erreurs cor- 
respondantes des corrections z et 3’, déterminées par ce qui précede ; 
les deux équations finales deviendront 


L=u.Sm® p® + ul. Sm q, 
if nae u.S n pl a TE Srl g@ 2 


Il faut maintenant déterminer les facteurs m, m, ..., n,n, ..., de 
maniere que l’erreur moyenne a craindre sur chaque élément soit un 
minimum. Pour cela, considérons le produit 


4 —(mB+nD')xV/—1 x —(m)a+nlt)o jx f—1 
fo(=)e < S9 we Be Ke 


x —(mis—)o-nls—)aae J—1 
KS (=) ¢ , 


le signe f se rapportant a toutes les valeurs de x, depuis « = —a 
jusqu’a «=a; 2(2) étant, comme dans le numéro précédent, la pro- 


babilité de lerreur x, ainsi que de l’erreur — x. La fonction précé- 
dente devient, en réunissant les deux exponentielles relatives & x et a 
= 8b 

x 

a 


2fo ( ) cos(mxo + nxe ) K2f9 (=) cos(mM aa + n\') x0") an 


<2f9 (=) cos(mS Dee + ns) ra'), 


le signe f s’étendant ici a toutes les valeurs de w, depuis 2 = 0 jus- 
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qua x =a, x étant supposé, ainsi que a, divisé dans une infinité de 
parties prises pour unité. Présentement, il est clair que le terme indé- 
pendant des exponentielles, dans le produit de la fonction précédente 
par c“ev—!-"aV—" est la probabilité que la somme des erreurs de chaque 
observation, multipliées respectivement parm, m", ..., ou la fonction 
(m), sera égale a /, en méme temps que la fonction (nx), somme des 
erreurs de chaque observation, multipliées respectivement par x, 
n\), ..., sera égale a /’; cette probabilité est donc 


j roy SS ds ds! o-'3 y= i- Les) = 


fed 


ss aSe(% ) 08 (man + mm! )a ><... | 
| 


< 29 (Z) cos(mO—-Y e+ nO-Yo' x | 


les intégrales étant prises depuis a et a égaux & — x, jusqu’A a eto 
égaux a7. Cela pose : 

En suivant exactement l’analyse du numéro précédent, on trouve que 
la fonction précédente se réduit a tres peu pres a 


a es GAG = a be 
—lo y—1 ley SS a[D?28m2+200'. Sm nO +- B28 n()2) 


ppl de des! é ag a: 


ket k” ayant icila méme signification que dans le numéro cité. On voit 
encore, par le méme numéro, que les intégrales peuvent s’étendre 


depuis aa = — 0, aw’ =— oo, jusquaaa=© etaw =o. Sil’on 
fait 
Phi 7 aw. SmOn | LIVES 
ay ae Sm()2 " oh’a.Sm@2’ 
NA ke (Sm@n — [Smo 2) /— 1 


2h’a SmO2, z (2 — (Sm n)2? 
si l’on fait ensuite 


E= Sm®2 Sn? — (SmMn@)2, 


la double iatégrale précédente devient 


or nc 23 
—___ (12 $n (221 Sm nO+128 mH? WO he = Sma ee 
on eee _ oy Ae c F KS m(i) | 
T“a 
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En prenant les intégrales dans les limites infinies positives et négatives, 


comme celles relatives 2 ao et ao’, on aura 


k 2. Sn(0)2—all’ SmOnO412,$m)? 
~ bk? = aa! 


(0) ar ee 


Il faut maintenant, pour avoir la probabilité que les valeurs de / et de 
/’ seront comprises dans des limites données, multiplier cette quantité 
par d/dl’, et Vintégrer ensuite dans ces limites. En nommant X cette 
quantité, la probabilité dont il s’agit sera donc ff X d/dl’. Mais, pour 
avoir la probabilité que les erreurs u et wv’ des corrections des éléments 
seront comprises dans des limites données, il faut substituer dans cette 
intégrale, au lieu de / et de /’, leurs valeurs en u et uv’. Or, si l’on diffé- 
rentie les expressions de / et de /’, en supposant / constant, on a 


dli= du Sm pO + du’ Sm q™, 
o =duSn™ pM + du’ Snr q®, 
ce qui donne 


du(Sm® p©,. Sng — Snl pO. Sm q@) ; 


Os Sa wig 


Si Von différentie ensuite l’expression de /’, en supposant w constant, 


ona 
CeO Smeg: 


on aura done 
dl dl’= (Sm p®. Sn q@ — Sn pO.$ mq) du du’. 


En faisant ensuite 


9 


F = Sn2(Sm® pO)? — o8m eee oy Sn pp + Sm, (Sn p)2, 
C— poy as ome ee + Sm!)2, $n pO. Sn g@) 
—SmOn™. Sn pM Sim! ie + Sm) pO. Sn q@, 


H = Sn92.(Sm® gq)? — 28mOn, Sm 1g). SnOg@ + SmO2, (Sn g(0)2 
ies Sm pO. Sn q@ = Sl) pO, Sm gq, 
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la fonction (0) devient 


1 k (Fu? + 2Guw'+ Hw'?) 
kL dudu! ~~ Wire 
Ak’ JE @ 


Intégrons d’abord cette fonction depuis uw’ = — % jusqu’a w=. Si 
Von fait 
oh _ Gu 
\ Ak’ 2a a 
fea ee) 
aVE 
et si l’on prend l’intégrale depuis ¢ = — oo jusqu’’a t =o, on aura, 


en ne considérant que la variation de w’, 


ik ae ku? FH—G? 
A dul pve mH 

4k’ a Hai y 
y ma JH 


Or ona 


Vil a Ah’ x ; 


On aura, par le numéro précédent, l’erreur moyenne a craindre, en 
plus ou en moins, sur la correction du premier élément, en multipliant 
la quantité sous le signe f par + uw, et prenant lintégrale depuis 
u = 0 jusqu’a uw =o, ce qui donne, pour cette erreur, 


le signe +- indiquant l’erreur moyenne a craindre en plus, et le signe — 
erreur moyenne a craindre en moins. 
Déterminons présentement les facteurs m et n, de maniere que 
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cette erreur soit un minimum. En faisant varier 7m seul, on a 


/A = paSn@q) (4) Sp (4) pl) 
dog = = di" i ede _—# gE 

gO Sn. $m gq —n, Sm gM. Sn qe 

=: q29SmOn®, Sn gO aie m® (Sn g))2 
7 : i 


+ dm ~~ 


Il est facile de voir que cette différentielle disparait, si l’on suppose, 
dans les coefficients de dm™, 


nt) = pos no = pg, 


uv. étant un coefficient arbitraire indépendant de z, et au moyen duquel 
on peut rendre m” et n® des nombres entiers; la supposition précé- 


dente rend donc nulle la différentielle de ee prise par rapport & m". 


On verra de la méme maniere que cette supposition rend nulle la diffé- 
rentielle de la méme quantité, prise par rapport an. Ainsi cette sup- 
position rend un minimum l’erreur moyenne a craindre sur la correc- 
tion du premier élément; et l’on verra de la méme maniere qu'elle 
rend encore un minimum l’erreur moyenne a craindre sur la correction 
du second élément, erreur que l’on obtient en changeant dans |’expres- 
sion de la précédente H en F. Dans cette supposition, les corrections 
des deux éléments sont 


(i) esti) ee Caney te CWO? 
Spi)2.8q2 =—_ (Sp' gq)? 
SpO2.SqMal) —SpOg®. Sp ei) 

S pO2.8qH2 — (Sp qi)2 ; 


paler 


Il est facile de voir que ces corrections sont celles que donne la mé- 
thode des moindres carrés des erreurs des observations, ou du mini- 
mum de la fonction 

S(pOz + qis'— ald)2; 
d’ot il suit que cette méthode a généralement lieu, quel que soit le 
nombre des éléments a déterminer; car il est visible que l’analyse pré- 
cédente peut s’étendre a un nombre quelconque d’éléments. 
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(t)2 


: a oe Se : 
En substituant pour ay/ je la quantité (a » a laquelle on peut, 


par le n° 20, le supposer égal, <, «, ... étant ce qui reste dans les 
équations de condition apres y avoir substitué les corrections données 
par la méthode des moindres carrés des erreurs, l’erreur moyenne A 
craindre sur le premier élément est 


'S (D2 L 
\/5 VSq 
ae 2ST wes 


JS pe. Sq? — (Spq@) 


dp) 


L’erreur moyenne & craindre en plus ou en moins sur le second élément 


S02 
IS (t)2 
\/ = v5 


a ee 
VS pO2. Sq? — (Sp qi). 


est 


d’ot lon voit que le premier élément est plus ou moins bien déter- 
miné que le second, suivant que Sq? est plus petit ou plus grand que 
Spe. 

Si les r premieres équations de condition ne renferment point q, et 
si les s—r dernieres ne renferment point p, alors Spg = 0, et les 
formules précédentes coincident avec celle du numéro précédent. 

On peut obtenir ainsi l’erreur moyenne a craindre sur chaque élé- 
ment déterminé par la méthode des moindres carrés des erreurs, quel 
que soit le nombre des éléments, pourvu que l’on considere un grand 
nombre d’observations. Soient z, 3’, 5”, 5”,... les corrections de chaque 
élément, et représentons généralement les équations de condition par 
Ja suivante : 

ef) — pg + ghz’ + ra" 4 12" 4...— 9. 
Dans le cas d’un seul élément, l’erreur moyenne & craindre est, comme 


on l’a vu, 
G 2(z)2 

(a) ae oh : ab cy 
287 VS pio? 


Lorsqu’il y a deux éléments, on aura l’erreur moyenne a craindre sur 
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le premier élément en changeant, dans la fonction (a), Sp”? dans 
S pr? — Py: qui donne, pour cette erreur, 


Sq)? 
2 (2)2 
wes els 


| ‘) it 2ST 
a eee 


VSpO2.8q2 — (Spgo)> 


Lorsqwil y a trois éléments, on aura l’erreur & craindre sur le pre- 
mier élément, en changeant, dans cette expression (a@’), Sp®* dans 


EY p(t) \2 rp) (t) p(Z) } 
g poe — S20) ase 
é pe)2 Ne t)2 


Cubs ds | tte erreur 
Sai 3 ce qui donne pour cette 


» Spg dans Sp%qg® — 


dans Sq? — 


(22 ai ie La 
veae ees S$ rO2 — (Sqr) 


Sp? Sq@2S re - — $ p2 (Sq) 9)? — $q2(S pH p> | 
} — Spr(t)2 (Spe )g@)2 safle 2SpHq,.Sp r®, Sg r@ 


J 


Dans le cas de quatre éléments, on aura l’erreur moyenne a craindre 
sur le premier élément, en changeant dans cette expression a ) Sp? 
(2) 


(Sp ¢@)2 Spe, Sq i 
S702 WOE 


En continuant ainsi, on aura l’erreur moyenne a craindre sur le pre- 


dans Sp“? — » Sp dans SpOg® — » ete. 


mier élément, quel que soit le nombre des éléments. En changeant, 
dans l’expression de cette erreur, ce qui est relatif au premier élément, 
dans ce qui est relatif au second et réciproquement, on aura l’erreur 
moyenne a craindre sur le second élément, et ainsi des autres. 

De la résulte un moyen simple de comparer entre elles diverses 
Tables astronomiques, du cété de la précision. Ces Tables peuvent tou- 
jours ¢tre supposées réduites & la méme forme, et alors elles ne dif- 
ferent que par les époques, les moyens mouvements et les coefficients 
de leurs arguments; car, si lune d’elles, par exemple, contient un 
argument qui ne se trouve point dans les autres, il est clair que cela 
revient a supposer, dans celles-ci, ce coefficient nul. Maintenant, si l’on 
comparait ces Tables a la totalité des bonnes observations, en les recti- 
fiant par cette comparaison, ces Tables, ainsi rectifiées, satisferaient, 
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par ce qui précede, a la condition que la somme des carrés des erreurs 
qu’elles laisseraient subsister encore soit un minimum. Les Tables qui 
approcheraient le plus de remplir cette condition meériteraient done la 
préférence, d’ou il suit qu’en comparant ces diverses Tables a un 
nombre considérable d’observations, la présomption d’exactitude doit 
étre en faveur de celle dans laquelle la somme des carrés des erreurs 
est plus petite que dans les autres. 


22. Jusqu’ici nous avons supposé les facilités des erreurs positives 
les mémes que celles des erreurs négatives. Considérons maintenant le 
cas général dans lequel ces facilités peuvent étre différentes. Nom- 
mons a l’intervalle dans lequel les erreurs de chaque observation 
peuvent s’étendre, et supposons-le partagé dans un nombre infini 
n-+n' de parties égales et prises pour l’unité, z étant le nombre des 
parties qui répondent aux erreurs négatives, et n’ étant le nombre des 
parties qui répondent aux erreurs positives. Sur chaque point de l’in- 
tervalle a élevons une ordonnée qui exprime la probabilité de l’erreur 


eo x ; , 
correspondante, et désignons par oa) lordonnée correspondante 


a Verreur x. Cela posé, considérons la suite 


o( med eognay-t a) —(n eau) en AN)GY HF ; 
NS i: Daaia 4 


f > \ 
= 5; — 0 ja 
+ 9(— pe FeV! 4-@ 2 ) o(- Bee | GTONES ia 
WE =e NTE We, T\ eS = 10 


if aa — 
Le ce +o = kok el 
"\n +n’, "\n+n 


f 


: x eee . 2 
p em geo \/—1 ‘ 
Représentons cette suite par fo ‘s =e v-', le signe f s’etendant 


4 toutes les valeurs de x, depuis « =—n jusqu’a x =n’. Le terme 
indépendant de cv ‘ et de ses puissances, dans le développement de 
la fonction 


x 


(leno yt ogee v= 
¢ Sol : )e S¢ ( 


ee u =e n' 


Jevovet.. fo(Z) ore, 


nr 
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sera, par le n° 21, la probabilité que la fonction 
(Mm) get qitie) +... gis") e-") 


sera égale 2/+ p; cette probabilité est donc 
(1) 2. fides cAI cova So(aea) cqaV=t 5.64, 


l’intégrale étant prise depuis o =— x jusqu’a o = z=. Le logarithme de 
la fonction 


Cee ty eae ty as 


n+ n’ 


net n’ étant supposés des nombres infinis, si l’on fait 


x : 1 ? 
ae i 2 dx: 
non n+n 
si, de plus, on suppose 
k= dx o(e'), laa fa dao 24), i= eae ole |, as 
les intégrales étant prises depuis a2’ = — ; Jusqu’a 2’ = ——,, 
n+n n+tn 
on aura 
h’ — 
, mY | I+ 7 q(n+ n')o/—1 | 
eee: Jeri s(n+nky, 
| noel Seis n')?@? + | 
2k 


L’erreur de chaque observation devant tomber dans les limites — n et 


+n’, et la probabilité que cela aura lieu étant fo (<=) ou (n-+n')k, 


cette quantité doit étre égale a l’unité. De 1a il est facile de conclure 


que le logarithme de la fonction (2) est, en faisant »’ = —"—, 


nn 


‘I! E ' , amd Fey Kh’ = k2 : 
(5; Sq) — Ht) +n')oV~—1— a Sq2(n + n'\2u2 +..., 
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le signe S embrassant toutes les valeurs de 7, depuis ¢ nul jusqu’a 


¢==s—1. On fera disparaitre la premiere puissance de o, en faisant 


et si l’on ne considere que sa seconde puissance, ce que l’on peut faire 
par ce qui précede, lorsque s est un tres grand nombre, on aura, pour 
le logarithme de la fonction (2), 


[Ge [Pe 
— (t)2 '\2 752 
ie Sqg2(n + n')26?. 


En repassant des logarithmes aux nombres, la fonction (2) se trans- 


forme dans la suivante 
as _— (n-+n)2o?S ae 


Vintégrale (1) devient ainsi 


kk" — k'? 2 
ay ge ee ze "2 oy (i)2 
Ge (n+n')?@?2.8q 


Supposons 


Ld Molen!) 9. V8qi22, 


i gee rye=t ok? a 
ey 2h? Wises eo 2 Vf OED 


La variation de Z étant unité, on aura 


1= (n+ n') drV/Sq?; 


l’intégrale précédente devient ainsi, apres l’avoir intégrée depuis 
t=— o jusquat—o, 
k dr a 


2 (kk” — ke?) x 


Ainsi la prebabilité que la fonction (7) sera comprise dans les limites 
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est égale a 


ke +2 
2, | le dr reo 
a a5 > 
Va 2 kk’ = k'2) 


Vintegrale éfant prise depuis r nul. 


ak , , . ae 
— est l’abscisse de |’ordonnée qui passe par le centre de gravité de 


l’aire de la courbe des probabilités des erreurs de chaque observation ; 
le produit de cette abscisse par Sg est donc le résultat moyen vers le- 
quel la fonction (7m) converge sans cesse. Sil’on suppose 1=g=q"=..., 
la fonction (mm) devient la somme des erreurs, et alors Sg” devient s; 
en divisant donc par s la somme des erreurs, pour avoir lerreur 
moyenne, cette erreur converge sans cesse vers l’abscisse du centre de 
gravité, de maniere qu’en prenant de part et d’autre un intervalle quel- 
conque aussi petit que l’on voudra, la probabilité que erreur moyenne 
tombera dans cet intervalle finira, en multipliant indéfiniment les 
observations, par ne différer de la certitude que d’une quantité moindre 
que toute grandeur donnée. 


23. Nous venons de rechercher le résultat moyen que des observa- 
tions nombreuses et non faites encore doivent indiquer avec le plus 
d’avantage, et la loi de probabilité des erreurs de ce résultat. Consi- 
dérons présentement le résultat moyen des observations déja faites et 
dont on connait les écarts respectifs. Pour cela, concevons un nombre s 
d’observations du méme genre, c’est-a-dire telles que la loi des erreurs 
soit la méme pour toutes. Nommons A le résultat de la premiere, 
A+ q celui de la seconde, A+ 4‘ celui de la troisieme, et ainsi de 
suite; g, 9‘, gq, ... étant des quantités positives et croissantes, ce que 
l’on peut toujours obtenir par une disposition convenable des observa- 
tions. Désignons encore par @(s) la probabilité de erreur s pour 
chaque observation, et supposons que A + 2 soit le vrai résultat. L’er- 
reur de la premiere observation est alors — xv; q—2x,q') —2,... 
sont les erreurs de la deuxieme, de la troisieme, etc. La probabilité de 
existence simultanée de toutes ces erreurs est le produit de leurs pro- 
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babilités respectives; elle est donc 


e(— 2) 9(q—2z) o(q)—z). 


Maintenant, a étant susceptible d’une infinité de valeurs, en les consi- 
dérant comme autant de causes de l’événement observe, la probabilité 
de chacune d’elles sera, par le n° 4, 


Pintégrale du dénominateur étant prise pour toutes les valeurs dont x 


. I , . 2 . . 
est susceptible. Nommons | ce dénominateur. Cela posé, imaginons 


une courbe dont & soit l’abscisse, et dont l’ordonnée y soit 


Hig(— 3 eg 24) 9(.g') =a), ..%, 


cette courbe sera celle des probabilités des valeurs de x. La valeur 
quil faut choisir pour résultat moyen est celle qui rend l’erreur 
moyenne & craindre un minimum. Toute erreur, soit positive, soit né- 
gative, devant étre considérée comme un désavantage, ou une perte 
réelle au jeu, on a le désavantage moyen, en prenant la somme des pro- 
duits de chaque désavantage par sa probabilité; la valeur moyenne de 
erreur a craindre est donc la somme des produits de chaque erreur, 
abstraction faite du signe, par sa probabilité. Déterminons l|’abscisse 
qu'il faut choisir pour que cette somme soit un minimum. Pour cela, 
donnons aux abscisses pour origine la premiere extrémité de la courbe 
précédente, et nommons 2’ et y’ les coordonnées de la courbe, a partir 
de cette origine. Soit 71a valeur qu’il faut choisir. Il est clair que, si le 
vrai résultat était x’, erreur du résultat / serait, abstraction faite du 
signe, /— a’, tant que «’ serait moindre que /; or y’ est la probabilité 
que x’ est le résultat vrai; la somme des erreurs i craindre, abstraction 
faite du signe, multipliées par leur probabilité, est donc pour toutes 
les valeurs de x’ moindres que J, f(/— x’) y'dx’, Vintégrale étant prise 
depuis a == o jusqu’a v= /. On verra de la méme maniére que, pour 
les valeurs de a’ supérieures & /, la somme des erreurs a craindre, mul- 
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tipliées par leur probabilité, est f(a’—Z) y'de’, Vintégrale étant prise 
depuis a’ = / jusqu’a lV’abscisse a’ correspondante a la derniére extré- 
mité de la courbe; la somme entiere des erreurs a craindre, abstrac- 
tion faite du signe, et multipliées par leurs probabilités respectives, 
est donc 

f(l—x')\ x dz' + f(z'—l\y dz'. 
La différentielle de cette fonction, prise par rapport a JZ, est 


dl fy'dx'—dl fy'dz'; 


car ona la différentielle de f(/— x’) y'dx’, en différentiant d’abord la 
valeur de / sous le signe /, et en ajoutant a cette différentielle l’accrois- 
sement qui résulte de la variation de la limite de l’intégrale, limite qui 
se change en /+-dl. Cet accroissement est égal a l’élément {(/— 2’) y'da’, 
a la limite ot a =/; il est donc nul, et d/ fy'dz’ est la différentielle 
de l’intégrale f(/—.2’)y'dx’. On verra de la méme maniere que 
—dlf y'dx'est la différentielle de Pintégrale f(a’ — /) y‘dx’. La somme 
de ces différentielles est nulle relativement a l’abscisse /, pour laquelle 
Verreur moyenne a craindre est un minimum; on a donc, relativement 
a cette abscisse, 
Sy! da! = fy’ da", 

la premiere intégrale étant prise depuis a’ = o jusqu’a a’ = /, et la se- 
conde étant prise depuis 2’ = /jusqu’a la valeur extréme de a’. 

I] suit de la que l’abscisse qui rend l’erreur moyenne & craindre un 
minimum est celle dont l’ordonnée divise l’aire de la courbe en deux 
parties égales. Ce point jouit encore de la propriété d’étre celui en 
deca duquel il est aussi probable que le vrai résultat tombe, qu’au dela, 
et par cette raison il peut encore étre nommé milieu de probabilite. Des 
géometres célebres ont pris pour le milieu qu'il faut choisir celui qui 
rend le résultat observé le plus probable, et par conséquent l’abscisse 
qui répond a la plus grande ordonnée de la courbe; mais le milieu que 
nous adoptons est évidemment indiqué par la théorie des probabi- 
lités. 


Si on met (a) sous la forme d’exponentielle, et qu'on le désigne 


LIVRE II, 3b 


par c~¥@, afin qu’il puisse également convenir aux erreurs positives 
et négatives, on aura 


(1) yp = Hee Ve) Ya) -Ylr—-g)2 


Si lon fait «= a+, et que l’on développe l’exposant de c¢ par rap- 
port aux puissances de z, y prendra cette forme 


y= H cM 2Nz Pete"... 
expression dans laquelle on a 
M= (a?) + p(e—¢)? + Yla— q)r—..., 


N=av'(a?)+(a—q) Y(a—q)?+(a—q") Via—gq)2 +... 


) 
P= wW'(a?)+ U'(a—q)?4+ V(a— q"))2 +...+ 2a? b"(a?) 
sel et DAAC Mat) Ae) ea bi Ian at A) a 


elaiial Uhl (el (eal olivia elie) (e/\¢)kell(e) (0) .ehis) (o Leica eo a) sal 9) m6 pireda: 6:14. 01s e) 6518.0) eee sie \aliel celts ee. ytd casei, (ied, bie, |S) 6) ie tae 


Y’(z) étant le coefficient de dt dans la différentielle de ¥(c), Y(t) 
étant le coefficient de d¢ dans la différentielle de /’(t), et ainsi de 
suite. 

Supposons le nombre s des observations tres grand, et déterminons 
a par l’équation N =o que donne la condition du maximum de y; alors 


ona 


y = H c~8-P2?-02"-... 


M, P, Q, ... sont de l’ordre s; or, si s est tres petit de l’ordre ose Q:° 
ys 


= I . at: , . . 
devient de l’ordre vie? et l’exponentielle c®* peut se réduire a 
s 


Punité. Ainsi, dans lintervalle depuis z = 0 jusqu’a 3 = 


a 


} 
==» On peut 
s 
supposer 
i po eres 


7 
Au dela, et lorsque zs est de l’ordres *, m étant plus petit que l’unite, 
Ps? devient de l’ordre s'-”; par conséquent c** devient, ainsi que y, 
insensible; en sorte que l’on peut, dans toute l’étendue de la courbe, 
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supposer 
Py i He“ =z. 


La valeur de a donnée par l’équation N = 0, ou 
0 =a yar) +(a—q) Y(a—g)? + (ag) Ya qe te. 


est alors l’abscisse x correspondante & l’ordonnée qui divise l’aire de 
la courbe en parties égales. La condition que l’aire entiere de la courbe 
doit représenter la certitude ou l’unité donne 


I 


ee [MeN ae 


Hi 
l’intégrale étant prise depuis s = — 20 jusqu’a s = &, ce qui donne 
cM /P 
ie es 
Va 


{erreur moyenne a craindre en plus ou en moins, en prenant @ pour 
résultat moyen des observations, est + f zy dz, lintégrale étant prise 
depuis s nul jusqu’a z infini, ce qui donne pour cette erreur 


I 
a 


Mais l’ignorance entiére ott l’on est de la loi c ” des erreurs de chaque 
observation ne permet pas de former l’équation 


o=ayp'(a?)+(a—q)y(a—q)?+.... 


” 


Ainsi, la connaissance des valeurs de q, g", ... ne donnant @ posteriori 
aucune lumiere sur le résultat moyen a des observations, il faut s’en 
tenir au résultat le plus avantageux déterminé @ prior, et que lon a 
vu étre celui que fournit la méthode des moindres carrés des erreurs. 

Cherchons la fonction (a?) qui donne constamment la regle des 
milieux arithmétiques, admise par les observateurs. Pour’ cela, conce- 
vons que, sur les s observations, lesz premieres coincident, ainsi que 
les s — 7c dernieres. L’équation N = o devient alors 


o = ia Ya) +(s—i)(a—q) Yla—q)?. 
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La regle des milieux arithmeétiques donne 


SacsL 


a= 
s 


q; 


l’équation précédente devient ainsi 


[(SYel="Gr) 


Cette équation devant avoir lieu quels que soient ; et g, il est neces- 


saire que Y(¢) soit indépendant de z, ce qui donne 
Y(t) =k, 
é étant une constante. En intégrant, ona 
b(t)=hki—L, 


L étant une constante arbitraire; partant, 


Ca Ye?) == pl kx?) 


Telle est donc la fonction qui peut seule donner généralement la regle 
des milieux arithmétiques. La constante L doit étre déterminée de ma- 
niere que l’intégrale fda c'-’”, prise depuis 2 = — © jusqu’axr=o, 
soit égale a l’unité; car il est certain que l’erreur 2 d’une observation 


doit tomber dans ces limites; on a done 


ke 
ess ve 

- stat bnge: 
par conséquent la probabilité de erreur x est \/ ca: 

A la vérité, cette expression donne ]’infini pour la limite des erreurs, 
ce qui n’est pas admissible; mais, vu la rapidité avec laquelle ce genre 
d’exponentielles diminue 4 mesure que x augmente, on peut prendre 
& assez grand pour qu’au dela de la limite admissible des erreurs leurs 
probabilités soient insensibles et puissent étre supposées nulles. 
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La loi précédente des erreurs donne, pour l’expression générale (1) 
de y, , 
‘sk —ksu2 
if = \/ ae ’ 


en déterminant H de manieére que l’intégrale entiere fy dx soit unite, 


et faisant 


C—=-— == Ws 
RY 


L’ordonnée qui divise l’aire de la courbe en deux parties égales est 
celle qui répond a u = o et par conséquent a 


c'est done la valeur de a qu'il faut choisir pour résultat moyen des 
observations; or cette valeur est celle que donne la regle des milieux 
arithmétiques; la loi précédente des erreurs de chaque observation 
donne donc constamment les mémes résultats que cette regle, et l’on 
avu qu’elle est la seule loi qui jouisse de cette propriété. 

En adoptant cette loi, la probabilité de erreur < de observation 


\/ cake. 
Tt 


or on a vu dans le n° 20 que, = étant la correction d’un élément, cette 


(i+ 1) est 


observation fournit l’équation de condition 
(2) = plz — al, 


La probabilité de la valeur de ns — « est donc 
Jt op Os—al))2. 
Vi | 


la probabilité de Vexistence simultanée des s valeurs pz— =z, 
p's — a), ..., pes — a" sera donc 


k Sarl 
\/2 c—F S(pliis—alt)) 2 
Te 
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Cette probabilité varie avec z; on aura done la probabilité d’une valeur 
quelconque de < en multipliant cette quantité par dz et divisant le 
produit par Vintégrale de ce produit, prise depuis = = — oo jusqu’a 
Mase SOL 
Sp a 
—— iiaies 


—— “Spaz ae u; 


cette probabilité devient 


pepioe = 
du kS p' Chie Sp? 
T 2: 


en sorte que, si l’on décrit une courbe dont le coefficient de du soit 


lordonnée et dont w soit Vabscisse, cette courbe, étendue depuis 
u == — o jusqu'a uw =o, peut étre considérée comme la courbe des 
probabilités des erreurs wz, dont le résultat 


 SpOa 
Spa 


est susceptible. L’ordonnée qui divise l’aire de la courbe en deux parties 
égales est celle qui répond & u=o, et par conséquent a = égal a 
Sp al 


“Spar ce résultat est done celui qu’il faut choisir; or il est le méme 


que celui que donne la méthode des moindres carrés des erreurs des 
observations; la loi précédente des erreurs de chaque observation con- 
duit done aux mémes résultats que cette méthode. 

La méthode des moindres carrés des erreurs devient nécessaire lors- 
quwil s’agit de prendre un milieu entre plusieurs résultats donnés, 
chacun, par l’ensemble d’un grand nombre d’observations de divers 
genres. Supposons qu'un méme élément soit donné : 1° par le résultat 
moyen des observations d’un premier genre et qu'il soit, par ces obser- 
vations, égal & A; 2° par le résultat moyen de s’ observations d’un 
deuxiéme genre et qu'il soit égal a A+ q; 3° par le résultat moyen de 
s’ observations d’un troisieme genre et qwil soit égal 8 A + 9’, et ainsi 
du reste. Sil’on représente par A + a l’élément vrai, l’erreur du résul- 


OEweres de L. — Vil. hh 
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tat des observations s sera — x; en supposant donc 6 égal a 


si l’on fait usage de la méthode des moindres carrés des erreurs pour 


déterminer le résultat moyen, ou a 


si l’on fait usage de la méthode ordinaire; la probabilité de cette erreur 
sera, par le n° 20, 

Sa 

yr 
L’erreur du résultat des observations s’ sera g — x, et, en désignant 
par 6’ pour ces observations ce que nous avons nommeé © pour les obser- 


vations s, la probabilité de cette erreur sera 


/ 
—— C8349)? 


V0 
Pareillement, l’erreur du résultat des observations s” sera g — x, et en 
nommant pour elles 6” ce que nous avons nommé 6 pour les observa- 
tions s, la probabilité de cette erreur sera 

gn 

a 


Vr 


—6"(x—9') 


et ainsi de suite. Le produit de toutes ces probabilités sera la probabi- 
lité que — x, g — x, q'— «x, ...seront les erreurs des résultats moyens 
des observations s, s’, s’, .... En le multipliant par dx et prenant |’in- 
tégrale depuis a = —- oo jusqu’a w= 2%, on aura la probabilité que 
les résultats moyens des observations s’, s’, ... surpasseront respecti- 
vement de q, q’, ... le résultat moyen des observations s. 

Si on prend Vintégrale dans des limites déterminées, on aura la 
probabilité que, la condition précédente étant remplie, l’erreur du 
premier résultat sera comprise dans ces limites; en divisant cette pro- 
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babilité par celle de la condition elle-méme, on aura la probabilité que 
erreur du premier résultat sera comprise dans des limites données, 
lorsqu’on est certain que la condition a effectivement lieu; cette pro- 
habilité est done 


Sf dae Gh Oe gh Oe a: 


of daz (OSG eg 


Vintégrale du numérateur étant prise dans les limites données, et celle 


du dénominateur étant prise depuis x = — oo jusqua w=o. Ona 


2a? + 6'2(a — g)? + 8'2(x — 9"? +. 


a2 (62 G2 ts 622 af in ee i 60g a 672g! eae) 2g? + GPA’ Hee 


vi 


Soit 


la probabilité préeédente deviendra 


fdt cH O+82+64..10 
fd £ OIG. Ie” 
’intégrale du numérateur étant prise dans des limites données, et celle 
du dénominateur étant prise depuis ¢=-— oo jusqu’a =o. Cette 
derniere intégrale est 


Vere eee es. 
En faisant done 
HS 7/8 eB ees A, 


la probabilité précédente devient 


i 13 
— fdi'c™. 
Vr 
La valeur de z’ la plus probable est celle qui répond a ¢’ nul, d’ou il suit 
que la valeur de la plus probable est celle qui répond a ¢ = 0; ainsi 


la correction du premier résultat, que l'ensemble de toutes les obser- 
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vations s, s’, s”, ... donne avec le plus de probabilité, est 


9 


B'2q + 6"2q' 4. 
Bree mae 


Cette correction, ajoutée au résultat A, donne, pour le résultat quil 


faut choisir, 
AS) (Ar GS Sae Ag ie ae. 


62 -+ 624+ 672 4.,, 


La correction précédente est celle qui rend un minimum la fonction 
(6a)? + [6{e —q)}?+[6’(e@—q'/)P+...- 
Or la plus grande ordonnée de la courbe des probabilités du premier 


ep 
, ; d 6 ‘ 
résultat est, comme on vient de le voir, —=; celle de la courbe des pro- 
Vr 


y 


babilités du second résultat est os et ainsi de suite; le milieu qu'il 
TT 


faut choisir entre les divers résultats est donc celui qui rend un mini- 
mum la somme des carrés de l’erreur de chaque résultat multipliée par 
la plus grande ordonnée de sa courbe de probabilité. Ainsi la loi du 
minimum des carrés des erreurs devient nécessaire, lorsque l’on doit 
prendre un milieu entre des résultats donnés chacun par un grand 
nombre d’obseryations. 


24. On avu précedemment que, de toutes les manieres de combiner 
les équations de condition pour en former des équations finales 
linéaires, nécessaires 4 la détermination des éléments, la plus avanta- 
geuse est celle qui résulte de la méthode des moindres carrés des er- 
reurs des observations, du moins lorsque les observations sont en grand 
nombre. Si, au lieu de considérer le minimum des carrés des erreurs, 
on considérait le minimum d’autres puissances des erreurs, ou méme 
de toute autre fonction des erreurs, les équations finales cesseraient 
d’étre linéaires, et leur résolution deviendrait impraticable, si les 
observations étaient en grand nombre. Cependant il est un cas qui 
mérite une attention particuliére, en ce qu'il donne le systeme dans 
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lequel la plus grande erreur, abstraction faite du signe, est moindre 
que dans tout autre systeme. Ce cas est celui du minimum des puis- 
sances infinies et paires des erreurs. Ne considérons ici que la correc- 
tion d’un seul élément, et, = exprimant cette correction, représentons, 
comme précédemment, les équations de condition par la suivante, 


g(t) — poz = ol), 


¢ pouvant varier depuis zéro jusqu’a s — 1, s étant le nombre des obser- 
vations. La somme des puissances 27 des erreurs sera S(x@— ps)?”, 
le signe S s’étendant a toutes les valeurs de ¢. On peut supposer dans 
cette somme toutes les valeurs de p” positives; car, si lune d’elles 
était négative, elle deviendrait positive en changeant, comme on peut 
le faire, les signes des deux termes du bindme élevé a la puissance 2n, 
auquel elle correspond. Nous supposerons done les quantités « — ps, 
at) — pl) z, a?) — ps, ..., disposées de maniere que les quantités p, 
p, p™, ... solent positives et croissantes. Cela posé, si 2n est infini, 
il est clair que le plus grand terme de la somme S(a — pz)?” sera 
la somme entiere, & moins qu'il n’y ait un ou plusieurs autres termes 
qui lui soient égaux, et c’est ce qui doit avoir lieu dans le cas du mint- 
mum de la somme. En effet, s'il n’y avait qu’une seule quantité la plus 
grande, abstraction faite du signe, telle que « — pz, on pourrait la 
diminuer en faisant varier s convenablement, et alors la somme 
S(a — ps)?” diminuerait et ne serait pas un minimum. II faut de 
plus que, sia — p< et « — p®s sont, abstraction faite du signe, les 
deux quantités les plus grandes et égales entre elles, elles soient de 


signe contraire. En effet, la somme 
(ald) — pl z)2n + (alt) — pli z)22 
devant étre alors un minimum, sa différentielle 
= 27de| pak) —= pO) z ar 1 ye git) — pit )z j2n<t'| 


doit étre nulle, ce qui ne peut étre, lorsque 2 est infini, que. dans le 
cas ot a — pz et x) — pls sont infiniment peu différents et de 
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signe contraire. S’il y a trois quantités les plus grandes, et égales entre 
elles, abstraction faite du signe, on verra de la méme maniere que 


leurs signes ne peuvent étre les mémes. 
Maintenant, considérons la suite 


GS Adame SIZ, gS 2) a Sa ght BN ES), fag he, 

0) (ae + PZ, 101, —a@ls-3) 4 pls-8)z,  — gls-2) + pls-2)z,  — als) + pls—4)z, 
Sil’on suppose z =— 2%, le premier terme de la suite surpasse les sui- 
vants, et continue de les surpasser en faisant croitre <, jusqu’au mo- 
ment ot il devient égal a l’un d’eux. Alors celui-ci, par l’accroissement 
de z, devient le plus grand de tous, et 2 mesure que l’on fait croitre <, 

il continue toujours de surpasser ceux qui le precedent. Pour déter- 
miner ce terme, on formera la suite des quotients 

g(s—1) = o(s—2) als—!) — e(s—-8) gS") 2 ae acs!) Lg ost) + al(s—-1) 

po) Spey? pev— pos)? ta pe) — p po) Fn Pp AW pS-) + pe-) ; 


afs—-1) — (7) : . ‘ 
—— soit le plus petit de ces quotients en ayant 


Supposons que pea pw 
égard au signe, c’est-a-dire en regardant une quantité négative plus 
grande comme plus petite qu’une autre quantité négative moindre. S’il 
y aplusieurs quotients les plus petits et égaux, nous considérerons celui 
qui se rapporte au terme le plus éloigné du premier dans la suite (0) ; 
ce terme sera le plus grand de tous, jusqu’au moment ot, par l’ac- 
croissement de z, il devient égal a l’un des suivants, qui commence 
alors a étre le plus grand. Pour déterminer ce nouveau terme, on for- 


mera la nouvelle suite de quotients 


alr) — er) alr) — o(r-2) ar) — oe a7) + ¢& 


(G3) ET GD) EG ee fae Le qoPe Aen ES o, 
p” = p'” 1) pp” — pv 2) p'”) -— p p’” +p 


le terme de la suite (0) auquel répond le plus petit de ces quotients 
sera le nouveau terme. On continuera ainsi jusqu’a ce que l’un des 
deux termes qui deviennent égaux et les plus grands soit dans la pre- 
mitre moitié de la suite (0), et ’autre dans la seconde moitié. Soient 


a) — pl s et — a!) + ps ces deux termes; alors la valeur de = qui cor- 
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respond au systeme du minimum de la plus grande des erreurs, abstrac- 
tion faite du signe, est 
Zz 


a Ue 

Sil y a plusieurs éléments a corriger, les équations de condition qui 
déterminent leurs corrections renferment plusieurs inconnues, et la 
recherche du systeme de correetion, dans lequel la plus grande erreur 
est, abstraction faite du signe, plus petite que dans tout autre systeme, 
devient plus compliquée. Jai considéré ce cas d’une manieére générale 
dans le Livre IIIf de la Mécanique céleste. Jobserverai seulement ici 
qu’alors la somme des puissances 27 des erreurs des observations est, 
comme dans le cas d’une seule inconnue, un minimum lorsque 27 est 
infini; d’owil est facile de conclure que, dans le systeme dont il s’agit, 
il doit y avoir autant d’erreurs, plus une, égales, et les plus grandes, 
abstraction faite du signe, qu’ il ya d’éléments a corriger. On concoit que 
les résultats correspondants a 27 égal & un grand nombre doivent peu 
différer de ceux que donne 27 infini. Il n’est pas méme nécessaire 
pour cela que la puissance 27 soit fort élevée, et j’al reconnu par beau- 
coup d’exemples que, dans le cas méme ot cette puissance ne surpasse 
' pas le carré, les résultats different peu de ceux que donne le systeme 
du minimum des plus grandes erreurs, ce qui est un nouvel avantage 
de la méthode des moindres carrés des erreurs des observations. 

Depuis longtemps, les géometres prennent un milieu arithmétique 
entre leurs observations, et, pour déterminer les éléments quils veu- 
lent connaitre, ils choisissent les circonstances les plus favorables pour 
cet objet, savoir, celles dans lesquelles les erreurs des observations 
alterent le moins qu'il est possible la valeur de ces éléments. Mais 
Cotes est, si je ne me trompe, le premier qui ait donné une regle géné- 
rale pour faire concourir a la détermination d’un élément plusieurs 
observations, proportionnellement a leur influence. En considérant 
chaque observation comme une fonction de élément et regardant 
erreur de l’observation comme une différentielle infiniment petite, 
elle sera égale & la différentielle de la fonction, prise par rapport a cet 
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élément. Plus le coefficient de la différentielle de l’élément sera consi- 
dérable, moins il faudra faire varier l’élément, pour que le produit de 
sa variation par ce coefficient soit égal a l’erreur de l’observation; ce 
coefficient exprimera done l’influence de l’observation sur la valeur de 
élément. Cela posé, Cotes représente toutes les valeurs de l’élément, 
données par chaque observation, par les parties d’une droite indéfinie, 
toutes ces parties ayant une commune origine. Il concoit ensuite, a 
leurs autres extrémités, des poids proportionnels aux influences res- 
nectives des observations. La distance de l’origine commune des par- 
ties au centre commun de gravité de tous ces poids est la valeur qu'il 
choisit pour élément. 
Reprenons l’équation de condition du n° 20, 


g(t) — pi) 2 — a, 


2 étant Perreur de observation («+ 1)€™, ef s étant la correction de 
Pélément déja connu a fort peu pres; p”, que l’on peut toujours sup- 
poser positif, exprimera l’influence de l’observation correspondante. 


ay } : ; 
a étant la valeur de z résultante de l’observation, la regle de Cotes 


revient a multiplier cette valeur par p®, a faire une somme de tous les 
produits relatifs aux diverses valeurs, et & la diviser par la somme de 
tous les p®, ce qui donne 


C’était en effet la correction adoptée par les observateurs, avant l’usage 
de la méthode des moindres carrés des erreurs des observations. 
Cependant on ne voit pas que, depuis cet excellent géométre, on ait 
employé sa régle, jusqu’a Euler, qui, dans sa premiere piece de Ju- 
piter et Saturne, me parait s’étre servi le premier des équations de 
condition pour déterminer les éléments du mouvement elliptique de 
ces deux. planétes. Presqu’en méme temps, Tobie Mayer en fit usage 
dans ses belles recherches sur la libration de la Lune, et ensuite pour 


former ses Tables lunaires. Depuis, les meilleurs astronomes ont suivi 
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cette méthode, et le succes des Tables qwils ont construites & son 
moyen en a constaté l’avantage. 

Quand on n’a qu’un élément 4 déterminer, cette méthode ne laisse 
aucun embarras; mais, lorsque l’on doit corriger a la fois plusieurs 
éléments, il faut avoir autant d’équations finales formées par la réunion 
de plusieurs équations de condition, et au moyen desquelles on déter- 
mine par l’élimination les corrections des éléments. Mais quelle est la 
maniere la plus avantageuse de combiner les équations de condition, 
pour former les équations finales? C’est ici que les observateurs s’aban- 
donnaient a des tatonnements arbitraires, qui devaient les conduire 
a des résultats différents, quoique déduits des mémes observations. 
Pour éviter ces tatonnements, M. Legendre eut l’idée simple de consi- 
dérer la somme des carrés des erreurs des observations, et de la rendre 
un minimum, ce qui fournit directement autant d’équations finales, 
quil y ad’éléments a corriger. Ce savant géometre est le premier qui 
ait publié cette méthode; mais on doit & M. Gauss la justice d’observer 
qu il avait eu, plusieurs années avant cette publication, la méme idée 
dont il faisait un usage habituel, et qu’il avait communiquée a plu- 
sieurs astronomes. M. Gauss, dans sa Théorie du mouvement elliptique, 
a cherché a rattacher cette méthode a la Théorie des Probabilités, en 
faisant voir que la méme loi des erreurs des observations, qui donne 
généralement la regle du milieu arithmétique entre plusieurs observa- 
tions, admise par les observateurs, donne pareillement la regle des 
moindres carrés des erreurs des observations, et c’est ce qu’on a vu 
dans le n° 23. Mais, comme rien ne prouve que Ja premiere de ces 
regles donne le résultat le plus avantageux, la méme incertitude existe 
par rapport a la seconde. La recherche de la maniere la plus avyanta- 
geuse de former les équations finales est sans doute une des plus utiles 
de la Théorie des Probabilités : son importance dans la Physique et 
l’Astronomie me porta & m’en occuper. Pour cela, je considérai que 
toutes les manivres de combiner les équations de condition, pour en 
former une équation finale linéaire, revenaient a les multiplier respec- 
tivement par des facteurs qui étaient nuls relativement aux équations 


w 
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que l’on n’employait point, et 4 faire une somme de tous ces produits, 
ce qui donne une premiere équation finale. Un second systeme de fac- 
teurs donne une seconde équation finale, et ainsi de suite, jusqu’a ce 
que l’on ait autant d’équations finales que d’éléments a corriger. Main- 
tenant il est visible qu’il faut choisir les systemes de facteurs, de sorte 
que l’erreur moyenne a craindre en plus ou en moins sur chaque élément 
soit un minimum; l’erreur moyenne étant la somme des produits de 
chaque erreur par sa probabilité. Lorsque les observations sont en petit 
nombre, le choix de ces systemes dépend de la loi des erreurs de 
chaque observation. Mais, si l’on considére un grand nombre d’obser- 
vations, cé qui a lieu le plus souvent dans les recherches astrono- 
miques, ce choix devient indépendant de cette loi, et l’on a vu, dans 
ce qui précede, que l’Analyse conduit alors directement aux résultats 
de la méthode des moindres carrés des erreurs des observations. Ainsi 
cette méthode qui n’offrait d’abord que l’avantage de fournir, sans 
tatonnement, les équations finales nécessaires a la correction des élé- 
ments, donne en méme temps les corrections les plus précises, du 
moins lorsqu’on ne veut employer que des équations finales qui soient 
linéaires, condition indispensable, lorsque l’on considére a la fois un 
grand nombre d’observations; autrement, |’élimination des inconnues 
et leur détermination seraient impraticables. 
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CHAPITRE V. 


APPLICATION DU CALCUL DES PROBABILITES A LA RECHERCHE DES PHENOMENES 


ET DE LEURS CAUSES. 


25. Les phénomenes de la nature se présentent le plus souvent 
accompagnés de tant de circonstances étrangeres, un si grand nombre 
de causes perturbatrices y mélent leur influence qu’il est tres difficile, 
lorsqu’ils sont tres petits, de les reconnaitre. On ne peut alors y par- 
venir qu’en multipliant les observations, afin que, les effets étrangers 
venant a se détruire, le résultat moyen des observations ne laisse plus 
apercevoir que ces phénomenes. On concoit, par ce qui précede, que 
cela n’a lieu rigoureusement que dans le cas d’un nombre infini d’ob- 
servations. Dans tout autre cas, les phénomenes ne sont indiqués par 
les résultats moyens que d’une maniere probable, mais qui l’est d’au- 
tant plus que les observations sont en plus grand nombre. La recherche 
de cette probabilité est donc tres importante pour la Physique, |’ Astro- 
nomie et généralement pour toutes les sciences naturelles. On va voir 
qu'elle rentre dans les méthodes que nous venons d’exposer. Dans le 
Chapitre précédent, l’existence du phénomeéne était certaine; son éten- 
due seule a été objet du Calcul des Probabilités : ici l’existence du 
phénomene et son étendue sont objet de ce calcul. 

Prenons pour exemple la variation diurne du barometre, que l’on 
observe entre les tropiques, et qui devient sensible méme dans nos 
climats, lorsque l’on choisit et que l’on multiplie convenablement les 
observations. On a reconnu qu’en général, vers 9" du matin, le baro- 
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metre est plus élevé que vers 4® du soir; ensuite il remonte jusque 
vers 11" du soir, et il redescend jusque vers 4° du matin, pour revenir 
\ son maximum de hauteur vers 9". Supposons que l’on ait observé la 
hauteur du barométre vers 9° du matin et vers 4> du soir, pendant le 
nombre s de jours, et, pour éviter la trop grande influence des causes 
perturbatrices, choisissons ces jours de maniere que, dans l’intervalle 
de g' a 4", le barometre n’ait pas varié au dela de 4™™. Supposons 
ensuite qu’en faisant la somme des s hauteurs du matin et la somme 
des s hauteurs du soir, la premiere de ces sommes surpasse la seconde 
de la quantité g; cette difference indiquera une cause constante qui 
tend a élever le barometre vers g" du matin et a l’abaisser vers 4 du 
soir. Pour déterminer avec quelle probabilité cette cause est indiquée, 
concevons que cette cause n’existe point, et que la différence obser- 
vée g résulte des causes perturbatrices accidentelles et des erreurs des 
observations. La probabilité qu’alors la difference observée entre les 
sommes des hauteurs du matin et du soir doit étre au-dessous de ¢ est, 


par le n° 18, égale a 
kr2 


me =e 
Vi Tae ne ’ 


Vintégrale étant prise depuis r= — © jusqu’a r= —“, & et &” étant 
ays 
des constantes dépendantes de la loi de probabilité des différences 


entre les hauteurs du matin et du ae et a étant les limites de ces 


différences, a étant ici égala 4™". 5, étant au moins égal a 6, comme 
aes Bowe e ee ae : 
on l’a vu dans le n° 20, Te Be peut pas étre supposé moindre que $; 


en faisant done s = 4oo, et supposant l’étendue de la variation diurne 
de 1™™", ce qui est & peu pres ce que M. Ramond a trouvé dans nos cli- 
mats, par la comparaison d’un tres grand nombre d’observations, on 


kr? 

alira g ==34000" Ainsi 7 == 5,.et a est au moins égal & 37,5; en fai- 
sant donc 

ker? 


?2= qh’ 
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la probabilité précédente devient au moins 


Pintégrale étant prise depuis ¢ = 37,5 jusqu’a ¢ = 0 . Cette intégrale 
est, a fort peu pres, par le n° 27 du Livre I, 


C3755 
Se} 
= 
237,57 


et elle approche tellement de l’unité ou de la certitude, qu’il est ex- 


I— 


trémement probable que, s'il n’existait point de cause constante de 
l’exces observe de la somme des hauteurs barométriques du matin sur 
celles des hauteurs du soir, cet exces serait plus petit que 4oo™; il 
indique done avec une extréme yraisemblance l’existence d’une cause 
constante qui l’a produit. 

Le phénomene d’une variation diurne étant ainsi bien constaté, 
déterminons la valeur la plus probable de son étendue, et l’erreur que 
Yon peut commettre sur son évaluation. Supposons pour cela que 


cette valeur soit 2+ ©; la probabilité que létendue de la variation 


s/s 
diurne du matin au soir sera comprise dans ces limites est, par le 
n° 48, 


kr? 


fe Ta 
2 \/ (ka fdre F 


Vintégrale étant prise depuis 7= o. 
a 


Shs hk ; 
On peut éliminer ~ en observant que, par le n° 20, cette fraction 


ke 
S <2 ee “op, eee 
aR e étant la difference de 7 a l’éetendue 


é es égale a 
est a peu pres egale a > 


observée le (z + 1)*™° jour, et le signe S s’étendant a toutes les valeurs 
de z, depuis ¢= 0 jusqu’a 7== s — 1; en faisant donc 


TUE 
ine d 
BY 


PES ti \/ 
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la probabilité que l’étendue de la variation diurne du matin au soir est 


comprise dans les limites t ote 5; (/ 2 sera iE fdtc, Vintégrale 
étant prise depuis ¢ nul. 

La variation diurne des hauteurs du barometre dépend uniquement 
du Soleil; mais ces hauteurs sont encore affectées par les marées 
aériennes que produit l’attraction du Soleil et de la Lune sur notre 
atmosphere, et dont j’ai donné la théorie dans le Livre IV de la Meca- 
nique céleste. Il est done nécessaire de considérer 4 la fois ces deux va- 
riations, et de déterminer leurs grandeurs et leurs époques respec- 
tives, en formant des équations de condition analogues a celles dont 
les astronomes font usage, pour corriger les éléments des mouvements 
célestes. Ces variations étant principalement sensibles a l’équateur, et 
les causes perturbatrices y étant extrémement petites, on pourra, au 
moyen d’excellents barometres, les déterminer avec une grande préci- 
sion, et je ne doute point que l’on ne reconnaisse alors, dans |’en- 
semble d’un tres grand nombre d’observations, les lois qu’indique la 
théorie de la pesanteur dans les marées atmosphériques, et qui se 
manifestent d’une maniere si frappante dans les observations des ma- 
rées de l’Océan, que j’ai discutées avec étendue, dans le Livre cité de 
la Mecanique céleste. 

On voit, par ce qui précede, que l’on peut reconnaitre l’effet trés 
petit d’une cause constante, par une longue suite d’observations dont 
les erreurs peuvent excéder cet effet lui-méme. Mais alors il faut avoir 
soin de varier les circonstances de chaque observation, de manitre que 
le résultat moyen de leur ensemble n’en soit point altéré sensiblement 
et soit presque entitrement l’effet de la cause dont il s’agit; il faut 
ensuite multiplier les observations, jusqu’a ce que l’analyse indique 
une tres grande probabilité que l’erreur de ce résultat sera comprise 
dans des limites tres rapprochées. 

Supposons, par exemple, que l’on veuille reconnaitre par l’observa- 
tion la petite déviation 4 lest, produite par la rotation de la Terre, 
dans la chute des corps. J'ai fait voir, dans le Livre X de la Mécanique 
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celeste, que si, du sommet d’une tour fort élevée, on abandonne un 
corps @ sa pesanteur, il retombera sur un plan horizontal passant par 
le pied de la tour, & une petite distance a l’est du point de contact de 
ce plan avec une boule suspendue par un fil dont le point de suspen- 
sion est celui du départ du corps. J’ai donné, dans le Livre cité, V’ex- 
pression de cette déviation, et il en résulte qu’en faisant abstraction 
de la résistance de l’air, elle est uniquement vers lest; qu’elle est pro- 
portionnelle au cosinus de la latitude et d la racine carrée du cube de 
la hauteur, et qu’a la latitude de Paris elle s’éleve & 5™™,1, lorsque 
la hauteur de la tour est de 50™. La résistance de l’air change ce der- 
nier résultat; j’en ai donné pareillement expression dans ce cas, au 
Livre cité. 

On a déja fait un grand nombre d’expériences pour confirmer, par 
ce moyen, le mouvement de rotation de la Terre, qui d’ailleurs est 
démontré par tant d’autres phénomenes que cette confirmation devient 
inutile. Les petites erreurs de ces expériences tres délicates ont souvent 
excédé l’effet que l’on voulait déterminer, et ce n’est qu’en multipliant 
considérablement les expériences que l’on peut ainsi constater son 
existence et fixer sa valeur. Nous allons soumettre cet objet 4 Vanalyse 
des probabilités. 

Si l’on prend pour origine des coordonnées le point de contact du 
plan et de la boule suspendue par un fil dont le sommet de suspension 
est celui du départ d’une balle que l’on fait tomber; si l’on marque 
ensuite sur ce plan les divers points ot la balle va toucher le plan dans 
chaque expérience; en déterminant le centre commun de gravité de 
ces points, la ligne menée de l’origine des coordonnées a ce centre 
déterminera le sens et la quantité moyenne dont la balle s’est écartée 
de cette origine, et l’un et l'autre seront déterminés avec d’autant 
plus d’exactitude que les expériences seront plus nombreuses et plus 
précises. 

Considérons maintenant comme axe des abscisses la ligne menée de 
l’origine des coordonnées a l’est, et désignons par x, x, aw’, ..., 
oe), y, y, y®), ...,¥%" les coordonnées respectives des points déter- 
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minés par les expériences dont le nombre est s. En exprimant par X et 


Y les coordonnées du centre de gravité de tous ces points, on aura 


a) 


©) 
ye ee) S55 1S. 
S Ss 


le signe S s’étendant & toutes les valeurs de ¢, depuis =o jusqu’a 
r= s-—1. Cela posé, en désignant par + a les limites des erreurs de 
chaque expérience, dans le sens des «, la probabilité que l’écart moyen 
de la balle, du point origine des coordonnées, est compris dans les 


3 . a ar 
limites X Vi sera, par le n° 18, 
S 


k ar 
2 x = oreo. 
\ ihn 


ket k’ étant des constantes qui dépendent de la loi de facilité des er- 


reurs de chaque expérience dans le sens des x. 
Pareillement, +a’ étant les limites des erreurs de chaque expé- 
rience dans le sens des y, la probabilité que la valeur moyenne de la 


pikes ed's ; athe: + a'r 
déviation dans le sens des y est comprise dans les limites Y + i 


Ss 
One 
2 One AR", 
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k et k’ étant des constantes dépendantes de la loi des erreurs des 


sera 


expériences dans le sens des y. Les fractions AY et ae étant, par ce 


qui préecede, plus grandes que 3, on pourra juger du degré d’approxi- 
mation et de probabilité des valeurs de X et de Y, et déterminer la 
probabilité de l’écart au sud et au nord, indiqué par les observations. 

L’analyse précédente peut encore étre appliquée a la recherche des 
petites inégalités des mouvements célestes, dont |’étendue est comprise 
dans les limites soit des erreurs des observations, soit des perturba- 
tions produites par les causes accidentelles. C’est & peu pres ainsi que 
Tycho Brahe reconnut que l’équation du temps, relative au Soleil et 
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aux planetes, n’était point applicable & la Lune, et qu'il fallait en 
retrancher la partie dépendante de |’anomalie du Soleil, et méme une 
quantité beaucoup plus grande, ce qui conduisit Flamsteed 4 la décou- 
verte de l’inégalité lunaire que l’on nomme éqguation annuelle. C’est 
encore dans les résultats d’un grand nombre d’observations que Mayer 
reconnut que l’équation de la précession, relative aux planétes et aux 
étoiles, n’était point applicable & la Lune; il évalua A 12” décimales 
environ la quantité dont il fallait alors la diminuer, quantité que Mason 
éleva ensuite & pres de 24”, par la comparaison de toutes les observa- 
tions de Bradley, et que M. Burg a réduite & 21”, au moyen d’un bien 
plus grand nombre d’observations de Maskelyne. Cette inégalité, quoi- 
que indiquée par les observations, était négligée par le plus grand 
nombre des astronomes, parce qu’elle ne paraissait pas résulter de la 
théorie de la pesanteur universelle. Mais, ayant soumis son existence 
au Calcul des Probabilités, elle me parut indiquée avec une probabilité 
si forte, que je crus devoir en rechercher la cause. Je vis bientot qu'elle 
ne pouvait résulter que de l’ellipticité du sphéroide terrestre, que l’on 
avait négligée jusqu’alors dans la théorie du mouvement lunaire, 
comme ne devant y produire que des termes insensibles, et j’en con- 
clus qu’il était extrémement vraisemblable que ces termes devenaient 
sensibles par les intégrations successives des équations différentielles. 
Ayant déterminé ces termes par une analyse particuliere, que j’ai ex- 
posée dans le Livre VII de la Mecanique celeste, je découvris d’abord 
Pinégalité du mouvement de la Lune en latitude, et qui est proportion- 
nelle au sinus de sa longitude : par son moyen, je reconnus que la 
théorie de la pesanteur donne effectivement la diminution observée 
par les astronomes cités, dans l’inégalité de la précession, applicable 
au mouvement lunaire en longitude. La quantité de cette diminution 
et le coefficient de l’inégalité en latitude dont je viens de parler sont 
donc tres propres & déterminer l’aplatissement de la Terre. Ayant fait 
part de mes recherches a M. Burg qui s’occupait alors de ses Tables de 
la Lune, je le priai de déterminer avec un soin particulier les coeffi- 
cients de ces deux inégalités. Par un concours remarquable, les coeffi- 
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cients qu’ila déterminés s’accordent a donner a la Terre l’aplatissement 
sis, aplatissement qui differe peu du milieu conclu des mesures des 
degrés du méridien et du pendule, mais qui, vu l’influence des erreurs 
des observations et des causes perturbatrices sur ces mesures, me 
parait plus exactement déterminé par les inégalités lunaires. M. Burck- 
hardt, qui vient de former de nouvelles Tables de la Lune, tres pré- 
cises, sur l'ensemble des observations de Bradley et de Maskelyne, a 
trouvé le méme coefficient que M. Burg pour l’inégalité lunaire en lati- 
tude: il trouve 
ce qui réduit l’aplatissement 4 ;;, par cette inégalité. La différence 


a ajouter au coefficient de l’inégalité en longitude, 


tres légere de ces résultats prouve qu’en fixant 4 5, cet aplatissement, 
erreur est insensible. 

L’Analyse des Probabilités m’a conduit pareillement a da cause des 
grandes irrégularités de Jupiter et de Saturne. La difficulté d’en recon- 
naitre la loi et de les ramener & la théorie de l’attraction universelle 
avait fait conjecturer qu’elles étaient dues aux actions passageres des 
cometes; mais un théoreme auquel j’étais parvenu sur l’attraction 
mutuelle des planetes me fit rejeter cette hypothese, en m’indiquant 
attraction mutuelle des deux planetes comme la vraie cause de ces 
irrégularités. Suivant ce théoreme, si le mouvement de Jupiter s’ac- 
célere en vertu de quelque grande inégalité a tres longue période, celui 
de Saturne doit se ralentir de la méme maniere, et ce ralentissement 
est 2 l’accélération de Jupiter comme le produit de la masse de cette 
derniere planete par la racine carrée du grand axe de son orbite est au 
produit semblable relatif & Saturne. Ainsi, en prenant pour unité le 
ralentissement de Saturne, l’accélération correspondante de Jupiter 
doit étre 0,40884; or Halley avait trouvé, par la comparaison des obser- 
vations modernes aux anciennes, que l’accélération de Jupiter corres- 
pondait au ralentissement de Saturne, et qu’elle était 0,44823 de ce 
ralentissement. Ces résultats, si bien d’accord avec. la théorie, me por- 
terent a penser qu’il existe, dans les mouvements de ces planétes, 
deux grandes inégalités correspondantes et de signe contraire, qui 
produisaient ces phénomenes. J’avais reconnu que l’action mutuelle 
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des planétes ne pouvait point occasionner dans leurs moyens mouve- 
ments des variations toujours croissantes ou périodiques, mais d’une 
période indépendante de leur configuration mutuelle; c’était donc 
dans le rapport des moyens mouvements de Jupiter et de Saturne que 
je devais chercher celle dont il s’agit. Or, en examinant ce rapport, i! 
est facile de reconnaitre que deux fois le moyen mouvement de Jupiter 
ne surpasse que d’une quantité tres petite cing fois celui de Saturne ; 
ainsi les inégalités qui dépendent de cette différence, et dont la période 
est d’environ neuf siecles, peuvent devenir fort grandes par les inté- 
grations successives qui leur donnent pour diviseur le carré du coeffi- 
cient tres petit du temps dans l’argument de ces inégalités. En fixant 
vers l’¢poque de Tycho Brahe l’origine de cet argument, je voyais que 
Halley avait di trouver, par la comparaison des observations modernes 
aux anciennes, les altérations qu'il avait observées, tandis que la com- 
paraison des observations modernes entre elles devait présenter des 
altérations contraires et pareilles a celles que Lambert avait remar- 
quées. L’existence des inégalités dont je viens de parler me parut donc 
extrémement vraisemblable, et je n’hésitai point a entreprendre le 
calcul long et pénible, nécessaire pour m’en assurer completement. Le 
résultat de ce calcul, non seulement les confirma, mais il me fit con- 
naitre beaucoup d’autres inégalités, dont l’ensemble a porté les Tables 
de Jupiter et de Saturne au degré de précision des observations mémes. 

On voit par la combien il faut étre attentif aux indications de la 
nature, lorsqu’elles sont le résultat d’un grand nombre d’observa- 
tions, quoique d’ailleurs elles soient inexplicables par les moyens 
connus. J’engage ainsi les astronomes a suivre avec une attention par- 
ticuliére l’inégalité lunaire a longue période, qui dépend principale- 
ment du mouvement du périgée de la Lune, ajouté au double du moyen 
mouvement de ses neeuds; inégalité dont j’ai parlé dans le Livre VII de 
la Mécanique céleste, et que déja les observations indiquent avec beau- 
coup de vraisemblance. Les cas précédents ne sont pas les seuls dans 
lesquels les observations ont redressé les analystes. Le mouvement du 
périgée lunaire et l’accélération du mouvement de la Lune, qui n’étaient 
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point donnés d’abord par les approximations, ont fait sentir la néces- 
sité de rectifier ces approximations. Ainsi l’on peut dire que la nature 
elle-méme a concouru 2 la perfection analytique des théories fondées 
sur le principe de la pesanteur universelle, et c’est, 4 mon sens, une 
des plus fortes preuves de la vérité de ce principe admirable. 

On peut encore, par l’Analyse des Probabilités, vérifier l’existence 
ou l’influence de certaines causes dont on a cru remarquer l’action sur 
les étres organisés. De tous les instruments que nous pouvons em- 
ployer pour connaitre les agents imperceptibles de la nature, les plus 
sensibles sont les nerfs, surtout lorsque leur sensibilité est exaltée par 
des circonstances particulieres. C’est & leur moyen que l’on a décou- 
vert la faible électricité que développe le contact de deux métaux 
hétérogenes, ce qui a ouvert un champ vaste aux recherches des physi- 
ciens et des chimistes. Les phénomenes singuliers, qui résultent de l’ex- 
tréme sensibilité des nerfs dans quelques individus, ont donné nais- 
sance a diverses opinions sur l’existence d’un nouvel agent que l’on a 
nommé magnetisme animal, sur Vaction du magnétisme ordinaire et 
Vinfluence du Soleil et de la Lune dans quelques affections nerveuses ; 
enfin sur les impressions que peut faire naitre la proximité des métaux 
ou d’une eau courante. Il est naturel de penser que l’action de ces 
causes est tres faible, et peut facilement étre troublée par un grand 
nombre de circonstances accidentelles; ainsi, de ce que, dans quelques 
cas, elle ne s’est point manifestée, on ne doit pas conclure qu’elle 
n’existe jamais. Nous sommes si éloignés de connaitre tous les agents 
de la nature qu’il serait peu philosophique de nier l’existence des phé- 
nomenes, uniquement parce qu ils sont inexplicables dans l'état actuel 
de nos connaissances. Seulement nous devons les examiner avec une 
attention d’autant plus scrupuleuse qu’il parait plus difficile de les 
admettre, et c’est ici que l’Analyse des Probabilités devient indispen- 
sable pour déterminer jusqu’a quel point il faut multiplier les observa- 
tions ou les expériences pour avoir en faveur de l’existence des agents 
qu’elles semblent indiquer une probabilité supérieure a toutes les rai- 
sons que l’on peut avoir d’ailleurs de la rejeter. 


‘ 
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La méme analyse peut étre étendue aux divers résultats de la Méde- 
cine et de Il’Economie politique, et méme a Vinfluence des causes 
morales; car l’action de ces causes, lorsqu’elle est répétée un grand 
nombre de fois, offre dans ses résultats autant de régularité que les 
causes physiques. 

On peut encore déterminer par |’Analyse des Probabilités, comparée 
a un grand nombre d’expériences, l’avantage et le désavantage des 
joueurs, dans les cas dont la complication rend impossible leur 
recherche directe. Tel est l’avantage de la main, au jeu du piquet : 
telles sont encore les possibilités respectives d’amener les différentes 
faces d’un prisme droit rectangulaire, dont la longueur, la largeur et la 
hauteur sont mégales, lorsque le prisme projeté en l’air. retombe sur 
un plan horizontal. 

Enfin on pourrait faire usage du Calcul des Probabilités pour recti- 
fier les courbes ou carrer leurs surfaces. Sans doute, les géometres 
n’emploieront pas ce moyen; mais, comme il me donne lieu de parler 
d’un genre particulier de combinaisons du hasard, je vais lexposer en 
peu de mots. 

Imaginons un plan divisé par des lignes paralleles, équidistantes de 
la quantité a; concevons de plus un cylindre tres étroit, dont 27 soit 
la longueur, supposée égale ou moindre que a. On demande la proba- 
bilité qu’en le projetant, il rencontrera une des divisions du plan. 

Elevons sur un point queleonque d’une de ces divisions une perpen- 
diculaire prolongée jusqu’a la division suivante. Supposons que le 
centre du cylindre soit sur cette perpendiculaire et ala hauteur y au- 
dessus de la premiere de ces deux divisions. En faisant tourner le 
cylindre autour de son centre et nommant ¢ langle que le cylindre 
fait avec la perpendiculaire, au moment ou il rencontre cette division, 
20 sera la partie de la circonférence décrite par chaque extrémité du 
ceylindre, dans laquelle il rencontre la division; la somme de toutes 
ces parties sera donc 4 fody, ou 4oy —4f yd; or ona y=rcosg; 
cette somme est donc 

4oy — 4rsing -+ const. 
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Pour déterminer cette constante, nous observerons que |’intégrale 
doit s’étendre depuis y nul jusqu’a y =7, et par conséquent depuis 


Tw . ‘ b 
aera jusqu’a 9 = 0, ce qui donne 
CoOnsty—= NG 


ainsi la somme dont il s’agit est 4r. Depuis y =a —r jusqu’a y =a, 
le cylindre peut rencontrer la division suivante, et il est visible que la 
somme de toutes les parties relatives  cetle rencontre est encore 4r; 
8rest donc la somme de toutes les parties relatives 4 la rencontre de 
lune ou de l'autre des divisions par le cylindre, dans le mouvement 
de son centre le long de la perpendiculaire. Mais le nombre de tous les 
arcs qu'il décrit en tournant en entier sur lui-méme, a chaque point de 
cette perpendiculaire, est 2a; c’est le nombre de toutes les combi- 
naisons possibles; la probabilité de la rencontre d’une des divisions du 


plan par le cylindre est done ae Si l’on projette un grand nombre de 


fois ce cylindre, le rapport du nombre de fois ot le cylindre rencon- 
(rera une des divisions du plan au nombre total des projections sera, 


x ‘ ‘ Te . A 

par le n° 16, a tres peu pres, la valeur de — ce qui fera connaitre la 
i] 

valeur de la circonférence 27. On aura, par le méme numéro, la proba- 


bilité que erreur de cette valeur sera comprise dans des limites don- 
; : : 1 : 8r ; 
nées, et il est facile de voir que le rapport — qui, pour un nombre 
ag 


donné de projections, rend l’erreur a craindre la plus petite, est l’unité, 
ce qui donne la longueur du cylindre égale a l’intervalle des divisions, 
multiplié par le rapport de la circonférence 4 quatre diaméetres. 
Concevons maintenant le plan précédent divisé encore par des lignes 
perpendiculaires aux précédentes, et équidistantes d’une quantité 5 
égale ou plus grande que la longueur 27 du cylindre. Toutes ces lignes 
formeront avec les premieres une suite de rectangles dont 5 sera la 
longueur et @ la hauteur. Considérons un de ces rectangles; suppo- 
sons que dans son intérieur on mene & la distance 7 de chaque cété des 
lignes qui lui soient paralleles. Elles formeront d’abord un rectangle 
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intérieur, dont 6 —- arsera la longueur, et a — 2r la hauteur; ensuite 
deux petits rectangles, dont 7 sera la hauteur, et 6 — ar la longueur ; 
puis deux autres petits rectangles dont r sera la longueur et a — ar 
la hauteur; enfin, quatre petits carrés dont les cétés seront égaux 
ant: 

Tant que le centre du cylindre sera placé dans le rectangle inté- 
rieur, le cylindre, en tournant sur son centre, ne rencontrera jamais 
les cotés du grand rectangle. 

Lorsque le centre du cylindre sera placé dans lintérieur d’un des 
rectangles dont 7 est la hauteur et 6 — 2r la longueur, il est facile de 
voir, par ce qui précede, que le produit de 8r par la longueur 6 — ar 
sera le nombre des combinaisons correspondantes, dans lesquelles le 
cylindre rencontrera l'un ou l’autre des cétés 6 du grand rectangle. 
Ainsi 8r(6— 2r) sera le nombre total des combinaisons correspon- 
dantes aux cas dans lesquels, le centre du cylindre étant placé dans 
l’un ou l'autre de ces petits rectangles, le cylindre rencontre le contour 
du grand rectangle. Par la méme raison, 8r(a — 2r) sera le nombre 
total des combinaisons dans lesquelles, le centre du cylindre étant placé 
dans l’intérieur des petits rectangles dont r et a — 2r sont les dimen- 
sions, le cylindre rencontre le contour du grand rectangle. 

I] nous reste a considérer les quatre petits carrés. Soit ABCD l’un 
deux. De l’angle A commun a ce carré et au grand rectangle, comme 
centre, et du rayon r, décrivons un quart de circonférence se terminant 
aux points B et D. Tant que le centre du cylindre sera compris dans le 
quart de cercle formé par cet arc, le cylindre, en tournant, rencon- 
trera dans toutes ses positions le contour du grand rectangle; le 
nombre des combinaisons dans lesquelles cela aura lieu est done égal 
au produit de 27 par la surface du quart de cercle, et par conséquent 


. , eum re | ee . , 
il est égal 8 ——- Si le centre du cylindre est dans la partie du carré 


qui est au dela du quart de cercle, le cylindre, en tournant autour de 
son centre, pourra rencontrer l’un ou !’autre des deux cdtés AB et AD 
prolongés, sans jamais les rencontrer tous deux & la fois. Pour déter- 
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miner le nombre des combinaisons relatives a cette rencontre, je con- 
cois sur un point quelconque du coté AB, distant de x du point A, une 
perpendiculaire y dont l’extrémité soit au dela du quart de cercle. Je 
place le centre du cylindre sur cette extrémité, de laquelle j’abaisse 
quatre droites égales a 7, et dont deux aboutissent sur le coté AB pro- 
longé, si cela est nécessaire, et deux autres sur le cété AD pareille- 
ment prolongé. Je nomme 29 l’angle compris entre les deux premieres 
lignes, et 29’ l’angle compris entre les deux secondes. Il est visible 
que le cylindre, en tournant sur son centre, rencontrera le cété AB 
prolongé tant qu'une de ses moitiés sera dans l’angle 29, et qu’il ren- 
contrera le coté AD prolongé tant qu’une de ses moitiés sera dans 
Vangle 29’; le nombre total des combinaisons dans lesquelles le cy- 
lindre rencontrera l’un ou l’autre de ces cétés est donc 4(o+ 9’); ainsi 
ce nombre, relativement a la partie du carré extérieure au quart de 
-cercle, est 
AS (9 + 9!) dx dy; 
or on a évidemment 


LaF COLO Y=Prcosgs 
Vintégrale précédente devient ainsi 
AP SS (e+ 9') de dg'sing sing’, 

et il est facile de voir que l’intégrale relative a 9’ doit étre prise depuis 
9’= 0 jusqu’a 9’ == — 9, et que l’intégrale relative a @ doit étre prise 
ie Gc aes Meck lier eee AEA A 8 ao Prise 
depuis o = 0 j ia eet G i a ee sey 

I 9 = 0 Jusqua 9 = >>» ce qu donne 57?(12 — 7?) pour cette in 
i oo es Tn Fiapet 
tegrale. En lui ajoutant ——> on aura le nombre des combinaisons 


relatives au carré, et en quadruplant ce nombre et le réunissant aux 
nombres précédents des combinaisons relatives & la rencontre du con- 
tour du grand rectangle par le cylindre, on aura, pour le nombre total 


des combinaisons, 
8(a+ b)r—8r?. 
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Mais le nombre total des combinaisons possibles est évidemment égal 
4 27% multiplié par la surface ab du grand rectangle; la probabilité de 
la rencontre des divisions du plan par le cylindre est donc 


K(a+ 6) n+ 4r? 
abr ; 


= 
~I 


OEuvres de L. — VII. 
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CHAPITRE VI. 


DE LA PROBABILITE DES CAUSES ET DES EVENEMENTS FUTURS, 
TIREE DES EVENEMENTS OBSERVES. 


26. La probabilité de la plupart des événements simples est in- 
connue : en la considérant @ priori, elle nous parait susceptible de 
toutes les valeurs comprises entre zéro et Vunité; mais, si l’on a 
observé un résultat composé de plusieurs de ces événements, la ma- 
niere dont ils y entrent rend quelques-unes de ces valeurs plus pro- 
bables que les autres. Ainsi, & mesure que le résultat observé se 
compose par le développement des événements simples, leur vraie 
possibilité se fait de plus en plus connaitre, et il devient de plus en 
plus probable qu’elle tombe dans des limites qui, se resserrant sans 
cesse, finiraient par coincider, si le nombre des événements simples 
devenait infini. Pour determiner les lois suivant lesquelles cette possi- 
bilité se découvre, nous la nommerons 2. La théorie exposée dans les 
Chapitres précédents donnera la probabilité du résultat observé, en 
fonction de x. Soit y cette fonction; si l’on considere les différentes 
valeurs de x comme autant de causes de ce résultat, la probabilité de 
sera, par le troisieme principe du n° 1, égale & une fraction dont le 
numeérateur est y, et dont le dénominateur est la somme de toutes les 
valeurs de y; en multipliant done le numérateur et le dénominateur 
de cette fraction par dx, cette probabilité sera 


xy dx 
Sy dx’ 
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Pintégrale du dénominateur étant prise depuis 2 = 0 jusqu’a a 1. 
La probabilité que la valeur de x est comprise dans les limites w = 6 
et 2 = 0’ est par conséquent égale a 


(1) Sy dx’ 


Vintégrale du numérateur étant prise depuis 2 = jusqu’a w= 9, et 
celle du dénominateur étant prise depuis a = 0 jusqu’A w = 5. 

La valeur de x la plus probable est celle qui rend y un maximum. 
Nous la désignerons par a. Si aux limites de x, y est nul, alors chaque 
valeur de y a une valeur égale correspondante de V’autre coté du 
maximum. 

Quand les valeurs de x, considérées indépendamment du résultat 
observé, ne sont pas également possibles, en nommant = la fonction 
de a qui exprime leur probabilité, il est facile de voir, par ce quia été 
dit dans le Chapitre I* de ce Livre, qu’en changeant dans la formule (1), 
y dans yz, on aura la probabilité que la valeur de x est comprise dans 
les limites « = 4 et x = 6’. Cela revient & supposer toutes les valeurs 
de x également possibles a priori, et 4 considérer le résultat observé 
comme étant formé de deux résultats indépendants, dont les probabi- 
lités sont y et z. On peut done ramener ainsi tous les cas a celui ot 
l’on suppose a@ priori, avant l’événement, une égale possibilité aux dif- 
férentes valeurs de x, et, par cette raison, nous adopterons cette hypo- 
these dans ce qui va suiyre. 

Nous avons donné dans les n° 22 et suivants du Livre I* les formules 
nécessaires pour déterminer, par des approximations convergentes, les 
intégrales du numérateur et du dénominateur de la formule (1), 
lorsque les événements simples dont se compose l’événement observé 
sont répétés un tres grand nombre de fois; car alors y a pour facteurs 
des fonctions de x élevées a de grandes puissances. Nous alions, au 
moyen de ces formules, déterminer la loi de probabilité des valeurs 
de a, k mesure qu’elles s’éloignent de la valeur a, la plus probable, 
ou qui rend y un maximum. Pour cela, reprenons la formule (c) du 
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n° 27 duwilivre 1%, 


- 


1 d?.U3 ee d* Us 
— cor pe ‘ Lt —t? 
| eels a2 712.3. 4.dz" iF ) Sate 
Y 3, (eu ee LT aac | 
ae aes E- : 1.2,.0.x2 Bi pee? 
YL ee, d?.U' 
| - Ee Pie Fj ve plein eee PTT, ; 
Ete ls 2 2 3 = 
v est égal a I Ai ides ae -+» sont ce que devien- 
VlogY = logy dx da? 


—-» +++» lorsqu’on y change, apres les différentiations, 


xena,a étant la valeur de # qui rend y un maximum : T est égal a ce 


que devient la fonction VlogY — logy, lorsqu’on change x en a — 4 
dans y, et T’ est ce que devient la méme fonction, lorsqu’on y change « 
dans a + 9’. L’expression précédente de fy dx donne la valeur de cette 
intégrale, dans les limites 7 =a—% et c=a+¥, l'intégrale [dtc 
étant prise depuis ¢ = — T jusqu’at = T’. 

Le plus souvent, aux limites de l’intégrale fydzx, éetendue depuis 
x =0 jusqu’ax=rs, y est nul; ou, lorsque y n’est pas nul, il devient 
si petit a ces limites, qu’on peut le supposer nul. Alors, on peut faire a 
ces limites T et T’ infinis, ce qui donne pour l’intégrale fy dx, étendue 
depuis & =o jUsqu a. 1, 


Sy dx =V(U+? Ss } a eee: Bebe 


a 2 Deoatdz 21. taonaeda" 


ainsi la probabilité que la valeur de a est comprise dans les limites 
ex=a~—hetx=a-+? est égale a 


ct hel i dU? _ d? .U3 rr dt 
| b dx ee yee sc My oom bi |) 
eae | Oe eee 44 d3 .U' f 
4p Seles | atitliae wile err aie es cee) 
Vn (u all a@ cea Cake — ; 
1 ecds eS UE rea a ris We 


On voit, par le n° 23 du Livre Ie, que, dans le cas ot y a pour facteurs 
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* , L . : if ’ 
des fonctions de a élevées 4 de grandes puissances de l’ordre —, x étant 
a 


une fraction extrémement petite, alors U est le plus souvent de 
a eae BG ; d.U2 d2.U3 

Pordre ya, ainsi que ses différences successives; U, —— Co oe paren naeal 
dx dx? 

,.-.; Vou il suit que la con- 


vergence des séries de la formule (3) exige que T et T’ ne soient pas 


bales 


sont respectivement des ordres Va, «, 


2 ged \ [ 
d’un ordre supérieur a —=- 


va 
Si Pon suppose 6 = 6’, alors on a a fort peu pres T=T’, et la for- 
mule (3) se réduit, en négligeant les termes de l’ordre z, a l’intégrale 
dt c-° : ; : : ; : ee 
sleep prise depuis ¢ = -— T jusqu’a t = T’; ce qui revient, en négli- 
7 
geant le carré de la différence T’ — T?, a doubler V’intégrale précé- 


dente et a la prendre depuis ¢ nul jusqu’a 


gam \ 2 ee 


T? = logY — logy, 


Orona 


et l’on peut supposer 


I 
logy = = logg, 


g étant une fonction de x ou de a—4, qui ne renferme plus de 


5 eee : d® 
facteurs élevés & de grandes puissances. En nommant donc 0, —, 


ax 
d?® ; . ’ do d2¢ 4 
ane deviennent, lorsque 4 est nul, 9, 77> 7-5» -+-> en obser- 
: XG d 
vant ensuite que la condition de Y ou ® un maximum donne T= 0 
on aura 


T? =— @ ae | gs a? v4 |g ® aD \47 
a= — Os Ode!” 6bdxs 8 | 30dz'  \Odzx ae 


En changeant 4 dans — 9, on aura la valeur de ~T?; on aura done, en 


? 


négligeant les termes de l’ordre <?, 


aT? = Tygon, goat® 1: 
2 ac 20 dx?’ 
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partant, ab Beant 
(TP? 1. T'2 ae 0 @& QD 
\/ aid) seal Va 20 dx? 
Faisons 
Ee ee eee 
V7 s@dzt ~~ 2Vdz?’ 
t Va 
0 — Tye 


la probabilité que la valeur de x est comprise dans les limites 


tVa 
ae me sera 
t 


Vintégrale étant prise depuis ¢=o0, et pouvant étre obtenue d’une 
maniere fort approchée par les formules du n° 27 du Livre I*. 

I] résulte de cette expression que la valeur de x la plus probable 
est a, ou celle qui rend l’événement observé le plus probable, et qu’en 
multipliant a Vinfini les événements simples dont l’événement observé 


ta 


se compose, on peut a la fois vesserrer les limites @ 7; ? et aug- 


menter Ja probabilité que la valeur de x tombera entre ces limites; en 
sorte qu’2 linfini, cet intervalle devient nul, et la probabilité se con- 
fond avec la certitude. 

Si ’événement observé dépend d’évenements simples de deux diffe- 
rents genres, en nommant & et a’ les possibilités de ces deux genres 
d’évéenements, on verra, par les raisonnements précédents, que, y étant 
alors la probabilité de l'événement composé, la fraction 


(4 _y dx dx! 
S Sy dx dx' 


sera la probabilité des valeurs simultanées de x et de 2’, les intégrales 
du dénominateur étant prises depuis «=o jusqu’a « =1, et depuis 
x=: 0 jusqu’a x= 1. En nommant a eta’ les valeurs de x et de x’ qui 
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rendent y un maximum, et faisant z=a-+0, x’=a’' +4’, on trou- 
vera, par l’analyse du n° 27 du Livre I, que si l’on suppose 


” Eig ms 
aw 7 oz 2Y 4/ ey _, 
Ox? ; 
Paloeiisy 02?Y 02Y BAe ep Y 
yas a2Y Ox? Ox)? Ox oul ie 
echt 1h Yds 
Ox? 
la fraction (4) prendra cette forme 
dt dt ct? 
J f dt dt c-#- 
Les intégrales du dénominateur doivent étre prises depuis ¢=— x 
jusqu’a t=, et depuis t’/=— oo jusqu’a ¢’ =»; car les intégrales 


relatives & «x et a’ de la fraction (4) étant prises depuis «=o et 
a’ =o jusqu’a x et x’ égaux a lunité, et a ces limites, les valeurs de 4 
et de 6’ étant — a et 1 —a, — a et 1 — a’, les limites de ¢ et de @ sont 
égales a ces dernieres limites multipliées par des quantités de Vordre 


—- : ainsi l’exponentielle c-“-“* est excessivement petite a ces limites, 
Va 

et l’on peut, sans erreur sensible, étendre les intégrales du dénomina- 
teur de la fraction précédente jusqu’aux valeurs infinies positives et 
négatives des variables z et ¢’. Ce dénominateur devient ainsi égal az; 
et la probabilité que les valeurs de 0’ et de § sont comprises dans les 


limites 
[ery aN 
v \/ Se = 
Ge O; ss SS SE SSS 
02Y 0? ¥ O2Y \2 
Ox On 4 es ae 
a 02 ¥ 77 
aa _tyv2V Ox 02" :. fee 


= ——— a Se SS / sae 
Sa” Paro (oY) \/ ® 
Oa? \ Ox? dx Ox ae) Ox? 
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est égale a 


¢ 


# if fat adiereny’, 


les intégrales étant prises depuis ¢ et /’ nuls. 

On voit par cette formule que, dans le cas de deux genres différents 
d’événements simples, la probabilité que leurs possibilités respec- 
tives sont celles qui rendent l’événement composé le plus probable 
devient de plus en plus grande, et finit par se confondre avec la cer- 
titude; ce qui a lieu généralement pour un nombre quelconque de 
genres différents d’événements simples, qui entrent dans l’événement 
observe. 

Si l’on concoit une urne renfermant une infinité de boules de plu- 
sieurs couleurs différentes, et qu’apres en avoir tiré un grand nombre 
n, p sur ce nombre aient été de la premiere couleur, g de la seconde, 
r de la troisieme, etc.; en désignant par x, x’, x”, ... les probabilités 
respectives d’amener dans un seul tirage une de ces couleurs, la proba- 
bilité de l’événement observé sera le terme quia pour facteur x?27a""..., 
dans le développement du polynéme 


(w+ 2'+x2"+...)%, 
ouVona 


Gia ake are ee am 


ee eer erate 


on pourra donc supposer ici y = #?x%x""..., et alors on a pour les 
valeurs de a, a’, «”,... qui rendent l’événement observé le plus pro- 
bable 


Ainsi les valeurs les plus probables sont proportionnelles aux nombres 
des arrivées des couleurs, et lorsque le nombre 7 est un grand nombre, 
les probabilités respectives des couleurs sont a tres peu pres égales 
aux nombres de fois qu’elles sont arrivées divisés par le nombre des 
tirages. 
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27. Pour donner une application de Ja formule précédente, consi- 
dérons le cas ot deux joueurs A et B jouent ensemble avec cette con- 
dition, que celui qui sur trois coups en aura gagné deux gagne la 
partie, et supposons que, sur un tres grand nombre vn de parties, A en 
ait gagné un nombre z. En nommant x la probabilité de A pour gagner 
un coup, et par conséquent 1 — x la probabilité correspondante de B, 
la probabilité de A pour gagner une partie sera la somme des deux 
premiers termes du bindme (a +1 — x)’, et la probabilité correspon- 
dante de B sera la somme des deux derniers termes. Ces probabilités 
sont done x«?(3 — 2x) et (1— x)?(1+ 2a); ainsi la probabilité que, 
sur n parties, A en gagnera 7, et B, m —z, sera proportionnelle a 
x?'(3 — aa)'(1 — x)??? (1 + 2x)"". En nommant donc y cette fonc- 
tion, et a la valeur de w qui la rend un maximum, la probabilité que 
la valeur de x est comprise dans les limites a — 4 et a + 4 sera 


yds 
Sy dx’ 


Pintégrale du numeérateur étant prise depuis x = a — 4 jusqu’a 


x =a-+®4, et celle du dénominateur étant prise depuis 2 =o jusqu’a 
t= 1 oi ontait 


on aura, par le numéro précédent, 
OG Dime Va amet ig ae 


La condition du maximum de y ou de 9 donne do = 0; par conséquent, 
a étant la valeur de « correspondante & ce maximum, on aura 


2.1 21! 2(1—1') 2(1— 1’) 
0 == =<) 2 - ae :) 
a 8) SS i—@a I+ 2a 
d’ot l’on tire 
L=0?|3-—24), 1—i'=(1— a)? (14+ 2a); 
ensuite on a 
— 2D 18 


a= [> . 


2Ddz? (3 — 2a) (1+ 24a) 
OLuwvres de L. — VII h8 
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La probabilité que la valeur de a est comprise dans les limites 


fe ‘ ‘ La , . 
a + —= sera done, par le numéro précédent, égale a 
yn 


i — 18r2 
6 V2 faret erm 


Vx(3 — 2a) (1 + 2a) 


On verra facilement que ce résultat s’accorde avec celui que nous 
avons trouvé dans le n° 16, par une analyse moins directe que celle-ci. 

La partie finit en deux coups, si A ou B gagne les deux premiers 
coups, le troisieme coup n’étant pas joué, parce qu’il devient inutile. 
Ainsi les nombres des parties gagnées par l’un et l’autre des joueurs 
n’indiquent pas le nombre des coups joués; mais ils indiquent que ce 
dernier nombre est contenu dans des limites données, avec une pro- 
babilité qui croit sans cesse, & mesure que les parties se multiplient. 
La recherche de ce nombre et de cette probabilité étant tres propre a 
éclaircir l’analyse précédente, nous allons nous en occuper. 

La probabilité que A gagnera une partie en deux coups est x?, « ex- 
primant, comme ci-dessus, sa probabilité de gagner a chaque coup. 
La probabilité qu'il gagnera la partie en trois coups est 2277(1 — a). 
La somme a?(3 — 2x) de ces deux probabilités est la probabilité que 
A gagnera la partie. Ainsi, pour avoir la probabilité que, sur z parties 
gagnées par le joueur A, s seront de deux coups, il faut élever a la 


puissance z le bindme 


ou 
I 2(1— x) 


+S 

S24 3-22 
et le terme «— s+ 1 du développement de cette puissance sera cette 
probabilité qui est ainsi égale a 


1.2.3...22!-9(1 = giles 
evietns. ot ee oan 


~ 
wo 
ics) 


Le plus grand terme de ce développement est, par le n° 16, celui dans 
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lequel les exposants s et ¢—s du premier et du second terme du 
bindme sont & tres peu pres dans le rapport de ces termes, ce qui 
donne 

a2 i 
— 3-24 


Nous nommerons s’ cette quantité, et nous ferons 


SS we 


On aura, par le n° 16, 
at eer Ope 
ee dl Cs tt—s) 
° Vert — s') 


pour la probabilité de s, correspondante 4 l’adresse x du joueur A. 
On trouvera pareillement que, si l'on nomme z le nombre des par- 
ties de deux coups, gagnées par le joueur B, sur le nombre n —z de 
848 


L 
> et 


. 5 , i 
parties qu’il a gagnées, la valeur de = la plus probable sera — 
fi 


2 


qu’en désignant par 3’ cette quantité et faisant 
Ee Bee, 


la probabilité de z correspondante a x sera 


a é Si 
pty Tae eT ee oe 7h) dl' (pt NI AE Sy 
22(n—1t—s'\T 


Le produit de ces deux probabilités est donc la probabilité correspon- 
dante a a, que le nombre des parties de deux coups, gagnées par le 


joueur A, sera s’+ /, tandis que le nombre des parties de deux coups, 
gagnées par le joueur B, sera 2’+ /. Soit 


- i ‘= Lat : 
lie as = 5’), I az(h-t = ae 


on aura, pour cette probabilité composée, 


V90' dl dl e—qe a”, 


de 


I] faut multiplier cette probabilité par celle de x, qui, comme on l’a vu 
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, , , 1. . 
dans le numéro précédent, est ere le produit est 
(¢) Mees oe dl dl c~¢—-a't", 


Lintégrale du dénominateur doit étre prise depuis 2 =o jusqu’a 
e@=21, et parle n° 27 du Livre 1", cetteimtegrale est, a, tres en 


pres, 


Si ’on nomme X la fonetion 
Vaq' Cm mde 


et que l’on désigne par @’ la valeur de x qui rend X vy un maximum, 
et par X’ et Y’ ce que deviennent X et y lorsqu’on y change x en a’, on 
aura, par le numéro précédent, en faisant a = a’ + 4, 
eon 3 a (8) YF) 
YUL GG CU ee NGN do 6 ee 
I] est facile de voir que a’ ne differe de la valeur a de x qui rend y un 
maximum, que d’une quantité de lordre «, que nous désignerons par 
fu; en substituant dans Y, a + fa au lieu de a’, pour en former Y’, et 


: . ayes 
développant par rapport aux puissances de «, on verra que Taq etant 


nul, parce que Y est le maximum de y, Y’ne differe de Y que de quan- 
tités de ordre «; ainsi l’on a, aux quantités pres d’un ordre inférieur 
dX’ af d2X! 

X/ dx 


a celui que l'on conserve, et en observant que peuvent 


Xdr? 
étre négligées par rapport a 28 
pez) Vidz 


PRY’ d?Y 


2X’ VY dx 2Yax?? 


la fonction (¢) devient par la 


(py ape aire ee 
MEET ey dl dl’ doc ee Leek See 
nn 2Y dx? 


(e') 
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On doit, dans cette fonction, supposer « = a, ce qui donne, en substi- 


tuant pour ¢sa valeur na?(3 — 2a), 


ye, a ON as 1+ 2a 
1 = fna?(1—a)’ ioe 


fna(i— a)? ; 


Ensuite, w étant égal 4 a’+ 9, ilest égal ad a+ /fx+9; en négligeant 
donc les quantités de l’ordre x, on aura 


2=a+ 9. 
Maintenant le nombre des parties de deux coups étant 


T bows 
O22 1+22 


++, 


ce nombre sera 


ae ee +17 aes a |owtee. 


3 —2a I1-2a 


Faisons 


qui, apres toutes les réductions, se réduit & 


9(3 — 2a) (1+ 2a) 
2n(1— 2a)?(3 — 2a-- 2a?) 


2? 


la fonction (<’) deviendra 


Ta, 
(e”) ae dt dl dU e-d-al?—q" (tl)? 

TV TT 
En Vintégrant depuis =— 2 jusquwa J=«, et depuis /=— x 


jusqu’a /’= oo, on aura la probabilité que le nombre des parties de 
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deux coups sera égal a 


or ona 


uae 7 + gt £ en] 
f dl c—qe—gt?— gel) = f dle g+gi FT vl: q+ 


Cette derniere intégrale, prise depuis /=— so jusqu’a / =o, est, par 
ce qui précede, 
ee lef 
hen AU 
Exe Cog aad: : 
vat 9" 


En la multipliant par d/’ et la mettant sous cette forme 


Vr dl’ aie Oe ed ST aes ee i 
St 0 IF IFT 9 q+4 I+ qY'+FF , 
Vq oi ge 
et ’intégrant depuis /’ = — o jusqu’a /= 0, on aura 
. Be ata 


Vad Hq +d 


La fonction (<”) intégrée par rapport 4 / et /’, dans les limites infinies 
positives et négatives de ces variables, devient ainsi 


Ape ITY & 
i: \/ qq —dte 9+4qg'+ Tq", 


= tw, 
yr 


qq + qq’ +q'9 


Ainsi la probabilité que le nombre de parties de deux coups sera com- 
pris dans les limites 


Z fp) 
- = 
8) => Dye) 1+ 2a 


Hi=anla?+(i=—a)]et 


est égale au double de lintégrale de la différentielle précédente, prise 
‘ - ae : I 

depuis ¢ nul. On doit observer que g, 9’, g’ sont de l’ordre -, en sorte 
é ms n 


qgy" j : e 
q+ 49499" est du méme ordre. Représentons-la par 


que la quantité 
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k'2 ; 
oe faisons ¢= rn; on aura 


2 1949 
(e”) — fk'drc-k’, 


Tv 


pour l’expression de la probabilité que le nombre de parties de deux 
coups sera compris dans les limites 


nla? +(1—a)2?]Jaryn, 


l’intégrale étant prise depuis 7 nul. L’intervalle de ces deux limites est 


ee : : 2a f 
aryn, et le rapport de cet intervalle au nombre n de parties est ~=- 
VV ie 


Ce rapport diminue sans cesse & mesure que z augmente, et 7 peut en 
méme temps croitre indéfiniment, de sorte que l’intégrale précédente 
approche indéfiniment de Punité. 

Le nombre total des coups est le triple du nombre des parties de trois 
coups, plus le double du nombre des parties de deux coups, ou le 
triple du nombre total n des parties, moins le nombre des parties de 


deux coups; il est done 


an(1+a—a?)=ryn. 


L’intégrale (<”) est donc l’expression de la probabilité que le nombre 
des coups sera compris dans ces limites. 

Si, au lieu de connaitre le nombre ¢ des parties gagnées par le 
joueur A et le nombre total z de parties, on connait le nombre ¢ et le 
nombre total des coups, la méme analyse pourra servir 4 déterminer 
le nombre inconnu x des parties. Pour cela, désignons par / le nombre 
total des coups; on aura, par ce qui précede, les deux équations 
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Ces équations donnent @ et nen fonctions de A rn. Supposons 


Les (ee a a—T (tae), 


on aura, en réduisant en série, 


meat ¥(5 any +. 


on substituera dans &’, au lieu de nv et de a, t ¥( s)e et r(5 7): Vinte- 


grale (¢”) est alors la probabilité que le nombre x des parties est com- 
pris dans les limites 


a(dyneyety e 


28. C’est principalement aux naissances que l’analyse précédente 


est applicable, et l'on peut en déduire, non seulement pour l’espece 
humaine, mais pour toutes les especes d’étres organisés, des résultats 
intéressants. Jusqu’ici les observations de ce genre n’ont été faites en 
grand nombre que sur l’espece humaine; nous allons soumettre au 
calcul les principales. 

Considérons d’abord les naissances observées 2 Paris, 4 Londres et 
dans le royaume de Naples. Dans l’espace des quarante années écou- 
lées depuis le commencement de 1745, époque ott l’on a commencé a 
distinguer a Paris, sur les registres, les naissances des deux sexes, 
jusqu’a la fin de 1784, on a baptisé dans cette capitale 393386 gar- 
cons et 377555 filles, i enfants trouvés étant compris dans ce nombre : 
cela donne & peu pres = pour le rapport des baptémes des garcons a 
ceux des filles 

Dans l’espace des quatre-vingt-quinze années écoulées depuis le com- 
mencement de 1664 jusqu’é la fin de 1758, il est né a Londres 
737629 garcons et 698958 filles, ce qui donne +3 & peu pres, pour le 
rapport des naissances des garcons & celles des filles. 


Enfin, dans espace des neuf années écoulées, depuis le commence- 
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ment de 1774 jusqu’a la fin de 1782, il est né dans le royaume de 
Naples, la Sicile non comprise, 782352 garcons et 746 821 filles, ce 
qui donne = pour le rapport des naissances des garcons a celles des 
filles. 

Les plus petits de ces nombres de naissances sont relatifs a Paris ; 
dailleurs c’est dans cette ville que les naissances des garcons et des 
filles approchent le plus de l’égalité. Par ces deux raisons, la probabi- 
lité que la possibilité de la naissance d’un garcon surpasse 4 doit y étre 
moindre qu’a Londres et dans le royaume de Naples. Déterminons 
numeériquement cette probabilité. 

Nommons p le nombre des naissances masculines observées a Paris, 
q celui des naissances féminines, et x la possibilité d’une naissance 
masculine, c’est-a-dire la probabilité qu’un enfant qui doit naitre sera 
un garcon; 1 — & sera la possibilité d’une naissance féminine, et l’on 
aura la probabilité que, sur p — q¢ naissances, p seront masculines, et 
g seront féminines, égale a 


En faisant done 
¥=xP(1—2x)?, 

la probabilité que la valeur de « est comprise dans des limites don- 
nées sera, par le n° 26, égale a 

Sy dx 

Sy dx’ 
l’intégrale du dénominateur étant prise depuis x = 0 jusqu’a w =1, et 
celle du numérateur étant prise dans les limites données. Si l’on prend 
zéro et 4 pour ces limites, on aura la probabilité que la valeur de x ne 


surpasse pas +. La valeur qui correspond au maximum de y est - is f 


et, vu la grandeur des nombres p et q, l’exces de a sur + est trop 


considérable pour emiployer ici la formule (c) du n° 27 du Livre I*, 
dans l’approximation de l’intégrale fy dx, prise depuis x = 0 jusqu’a 
OEwvres de L. — VII. 49 
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x—; ilfaut donc, dans ce cas, faire usage de la formule (A) du n° 22 
du méme Livre. Ici l’ona 


tye a(1— x) 


ay p—(p+q)x’ 


la formule citée (A) donne ainsi, pour lintégrale fy dx prise depuis 


oo jusqt ac = 5, 


ee Ee pt a ae | 

SR EN ire) Wea Uk 
Quant 4 l’intégrale fy dx, prise depuis # = o jusqu’a x = 1, ona, par 
len? 26, 

r d7.U5 = 

fydx =Y(U == = ; ome +...) yi 

Y étant ce que devient y & son maximum, ou lorsqu’on y substitue 
P 


fle 0 : d?.U3 
—?_ pour w; ¢ est ici égal a et, CCL, 7 3 2 = SOIL COLQUc 
PB vlog Y — logy dx 
1203 


B CG ° c ° ee a ~ 
deviennent ¢, ——» +--+» lorsqu’on y fait, apres les différentiations, 
AG q 


c= ri On trouve ainsi, pour l’intégrale fy dx prise depuis a nul 
josquac 7, 
1 1 
Spee aN | aed Ne ae 
aide Be p+q+s fo pGlpcr Gi asl Wik 
et a: 


la probabilité que la valeur de « ne surpasse pas + est donc égale a 


3 
(aah ters 


Spee 


p-d¢qyP 12pq(p+q) 


E Bags APre gosta pg | 
— ee ee 
(p—q) Vaart raph agist | 

Pour appliquer de grands nombres a cette formule, il faudrait avoir 
les logarithmes de p, g et p— q, avec douze décimales au moins : on 


peut y suppléer de cette maniere. On a 


(Peay 
. log] - =e sia —— log (1+ r=) = log(1— eae 


prq +4q 
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Lorsque les logarithmes sont hyperboliques, le second membre de 
cette équation, réduit en série, devient 


marae eG) Ara) Gewp)enidg) a" |] 


1.2 3.4 5.6 7.8 


On aura donc, par cette série tres convergente, le logarithme hyper- 


Zee Oa! 


bolique de 2Pri p? qi 


- En le multipliant par 0,43429448, on le conver- 


tira en logarithme tabulaire, et, en lui ajoutant le logarithme tabulaire 


3 
2 
eee et as in ica. le logarithme tabulaire du facteur qui mul- 


2(p—q) V2pqn 
tiplie la série (0). Si l’on nomme ‘i ce facteur et si l’on fait 


Pp = 393386, a= 3997555, 
on trouve en logarithme tabulaire 


log vy. = 72,2511780, 
et la série (o) devient 


7 (1 — 00030761 +...). 


Cette quantité d’une petitesse excessive, retranchée de l’unité, donnera 
la probabilité qu’a Paris la possibilité des naissances des garcons sur- 
passe celles des filles; d’ou l'on voit que l’on doit regarder cette proba- 
bilité comme étant égale, au moins, a celle des faits historiques les 
plus avérés. 

Si lon applique la formule (0) aux naissances observées dans les 
principales villes de l'Europe, on trouve que la supériorité des nais- 
sances des garcons sur les naissances des filles, observée partout 
depuis Naples jusqu’a Pétersbourg, indique une plus grande possibilité 
des naissances des garcons, avec une probabilité extrémement appro- 
chante de la certitude. Ce résultat parait done étre une loi générale, du 
moins en Europe, et si, dans quelques petites villes, ot l’on n’a 
observé qu'un nombre peu considérable de naissances, la nature 
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semble s’en écarter, il ya tout lieu de croire que cet écart n’est qu’ap- 
parent, et qu’a la longue les naissances observées dans ces villes offri- 
raient, en se multipliant, un résultat semblable a celui des grandes 
villes. Plusieurs philosophes, trompés par ces anomalies, ont cherché 
la cause de phénomeénes qui ne sont que l’effet du hasard; ce qui prouve 
la nécessité de faire précéder de pareilles recherches par celle de la 
probabilité avec laquelle les observations indiquent les phénomeénes 
dont on veut déterminer la cause. Je prends pour exemple la petite 
ville de Vitteaux, dans laquelle, sur 415 naissances observées pendant 
cing années, il est né 203 garcons et 212 filles; p étant ici moindre 
que q, l’ordre naturel parait renversé. Voyons quelle est, d’apres ces 
observations, la probabilité que les facilités des naissances des garcons 
surpassent dans cette ville celles des naissances des filles. Cette pro- 
babilité est ae Vintégrale du numérateur étant prise depuis 2 = 


jusqu’a «=1, et celle du dénominateur étant prise depuis «=o 


to|> 


jusqu’a w =1. La formule (0), qui, retranchée de l’unité, donne cette 
fraction, devient ici divergente; nous emploierons alors la formule (3) 

. Pee Sores . aves 
du n° 26, qui se réduit & fort peu pres & son premier terme saa 


Vr 
lintégrale étant prise depuis la valeur de ¢ qui correspond a 2 = $ 
jusqu’a la valeur de ¢ qui correspond a 2 = 1. Or on a, par le numéro 
cité, 

t2 = JogY — logy, 


y étant 2?(1 — x)%, et Y étant la valeur de y correspondante au maxi- 


mum de y, quia lieu lorsque 2 = Peers la valeur de ¢? qui correspond 


Pha pt 
2) 


a x=; est —log| -—4— |], ce logarithme étant hyperbolique, 


et étant donné, par ce qui précede, par une série tres convergente. La 
valeur de é* qui correspond a x =1 est t? = ©; on a donc ainsi les 
deux limites de Pintégrale fdtc-®, intégrale qu’il sera facile d’obtenir 
par les formules que nous avons données pour cet objet. On trouve 
ainsi la probabilité qu’a Vitteaux les facilités des naissances des gar- 
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cons l’emportent sur celles des filles égale 8 0,33; la supériorité de la 
facilité des naissances des filles est donc indiquée par ces observations, 
avec une probabilité égale & 0,67, probabilité beaucoup trop faible 
pour balancer l’analogie qui nous porte a penser qu’a Vitteaux, comme 
dans toutes les villes ott l’on a observé un nombre considérable de 
naissances, la possibilité des naissances des garcons l’emporte sur celle 
des naissances des filles. 


29. Ona vu qu’a Londres le rapport observé des naissances des gar- 
cons a celles des filles est égale & 32, tandis qu’a Paris celui des 
baptémes des garcons a ceux des filles n’est que +. Cela semble indi- 
quer une cause constante de cette difference. Déterminons la probabi- 
lité de cette cause. 

Soient p et g les nombres des baptémes des garcons et des filles, 
faits 4 Paris dans l’intervalle du commencement de 1745 a la fin de 
1784; en désignant par x la possibilité du bapteme d’un garcon, et 
faisant, comme dans le numéro précédent, 


= £P (I= £) 9, 
la valeur de & la plus probable sera celle qui rend y un maximum : 


p 
prq 


elle est donc ; en supposant ensuite 


a8, 


oC 


eee 
pared 


la probabilité de la valeur de 4 sera, par le n° 26, égale a 


do [DEAE tet 
Vr 2 Pq 


En désignant par p’, 7’ et 9 ce que deviennent p, g et 9 pour Londres, 


Lay EA 
vit 2p 


on aura 
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pour la probabilité de 0’; le produit 


dé do’ \/! p+ aire? — eee He hati oe 
i 4Pq Pq’ 


de ces deux probabilités sera donc la probabilité de |’existence simul- 
tanée de 4 et de 6’. Faisons 


a ee 


el pees oe Ores 
P+ p+ 


la fonction différentielle précédente devient 


3 ( p! WG, eet ae gee ee Ne Pg Fe |" 
do dt [DEP Mae Sarr Pi enren 
ae PIP'Y 


En l’intégrant pour toutes les valeurs possibles de 9 et ensuite pour 
toutes les valeurs positives de z, on aura la probabilité que la possibi- 
lité des baptémes des garcons est plus grande a Londres qu’a Paris. Les 


valeurs de 6 peuvent s’étendre depuis 9 égal & — sae ; jusqu’a 9 égal 
P 


= a mais, lorsque p et g sont de tres grands nombres, le fac- 


(Beg) as 


teurc 77 est si petit & ces deux limites qu’on peut le regarder 
comme nul; on peut done étendre lintégrale relative a 6, depuis 


§ = — oo jusqu’a § =o. On voit, par la méme raison, que l’intégrale 
relative a ¢ peut étre étendue depuis ¢ = 0 jusqu’a ¢ = o . En suivant 
le procédé du n° 27 pour ces intégrations multiples, on trouvera facile- 
ment que, si l’on fait 


pee (Peg ipeeg 
2p g'| p -? g)?---2 pg | pit g')8 
ee Se 


ce qui donne d) = d¢’, la différentielle précédente, intégrée d’abord par 
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rapport a ¢’ depuis ¢’ = — oo jusqu’a t’/ =, et ensuite depuis ¢ =o 


if kedt oH h(t—h)? 
Vers 


pour la probabilité qu’’ Londres la possibilité des baptémes des gar- 


jusqu’a ¢ infini, donnera 


cons est plus grande qu’a Paris. Si l’on fait 


k(t—h) =e", 


cette intégrale devient 
dt!’ 


—_ 42 
—c", 


Vr 


’intégrale étant prise depuis ¢”= — kh jusqu’a ¢’ = ~, et il est visible 


at” 
i Ge, 
Ves 


Vintégrale étant prise depuis ¢” = kA jusqu’a ¢’ infini. De la il suit, 


qu'elle est égale a 


par le n° 27 du Livre I*, que, si l’on suppose 


pa PUlp+9)+ pale +9')* 
(pg pe (pg pq) 


la probabilité que la possibilité des baptémes des garcons est plus 
grande a Londres qu’a Paris a pour expression 


(x) See re 


En faisant dans cette formule 
p = 393386, ( ==399005; 


p’ = 737629, q' = 698958, 
elle devient 


I 
D ideaGo) 
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lly a done 328 268 & parier contre un qu’a Londres la possibilité des 
baptémes des garcons est plus grande qu’a Paris. Cette probabilité 
approche tellement de la certitude, qu’il y a lieu de rechercher la 
cause de cette supériorité. 

Parmi les causes qui peuvent la produire, il m’a paru que les bap- 
témes des enfants trouvés, qui font partie de la liste annuelle des 
baptémes & Paris, devaient avoir une influence sensible sur le rapport 
des baptémes des garcons & ceux des filles, et qu’ils devaient dimi- 
nuer ce rapport, si, comme il est naturel de le croire, les parents des 
campagnes environnantes, trouvant de l’avantage a retenir pres d’eux 
les enfants males, en avaient envoyé a hospice des Enfants-Trouvés 
de Paris, dans un rapport moindre que celui des naissances des 
deux sexes. C’est ce que le relevé des registres de cet hospice m’a fait 
voir avec une tres grande probabilité. Depuis le commencement de 
1745 jusqu’a la fin de 1809, on y a baptisé 163499 garcons et 
159 405 filles, nombre dont le rapport est +, et differe trop du rapport 
>; des baptémes des garcons et des filles Paris, pour étre attribué au 
simple hasard. 


30. Déterminons, d’apres les principes précédents, les probabilités 
des résultats fondés sur les Tables de mortalité ou d’assurance, con- 
struites sur un grand nombre d’observations. Supposons d’abord que, 
sur un nombre p d’individus d’un age donné A, on ait observé qu’il en 
existe encore le nombre ¢ a l’age A +a; on demande la probabilité 
que, sur p’ individus de l’age A, il en existera g’+ sa l'age A+ a, la 
raison de p’ et g’ étant la méme que celle de p a g. 

Soit « la probabilité d’un individu de lage A, pour vivre a l’age 
A+ a; la probabilité de ’événement observé est alors le terme du 
bindme x + (1 — a)? qui a a pour facteur; cette probabilité est done 


12240 fp 
172,95 5+(P r= @)le2ss.. Gg 


“q(t — #)\P-9; 


ainsi la probabilité de la valeur de x, prise de l’événement observé, 


LIVRE II. 393 
est 
xi da(1— x)P-9 
Japan Syed: 


l’intégrale du dénominateur étant prise depuis a =o jusqu’a a =r. 
8 P f J 

La probabilité que, sur les p’ individus de l’age A, g’-+ = vivront 2 
Page A+ a est 


Ud 


Ge ede (i set ayes = Le 


/ 


; 1.2.3...p 7 
1.2.3...(g'+ 2)1.2.3,..(p’— q'— 2) 


En multipliant cette probabilité par la probabilité précédente de la 
valeur de x, le produit intégré depuis 2 = o jusqu’s x = 1 sera la pro- 
babilité de existence de g’+ 5 personnes A l’Age A + a. En nommant 
done P cette probabilité, on aura 


2. 3.0p fae ltdae(i— x )\Pip—¢-4q—- 


leas 1.2.3...(g-+2)1.2.3...(p’—q'— 2) faIdz(1— x)P-a 


les intégrales du numérateur et du dénominateur étant prises depuis 
x =o jusqu’a # = 1. Ona, par le n° 28, a tres peu pres, 


EL a —— PtP 9-d 2 


ANE L(y bs (1+ mail 


; 1 
Gage Soe 


Distasi St 
+ p'—q —7')\(1— ———_ | 
ie apres J 
(pepper 

1 

= q ee bed paar 

fxtda(i—a«)p-1= ard (p 4) Fs 

fii 


Ensuite, par le n° 33 du Livre I*, ona 


q+ 
NOt ee ee eee 
AD a oTedene 0p aia ale te | soo, c V2, 


P—-G—2-+- Z Z Via ase 2 me 
fet 9-2-3) == |p — 4’) eee) coP'+9'+2 Vor: 
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: ik , , , . 
enfin on a g’= a Cela posé, on trouve, apres toutes les réductions, 


1 
qty'+2+ 5 


1 


gp (p—q) (p+ p27 Attar} Shoe 
(a) 
q ae 


Si l’on prend le logarithme hyperbolique du second membre de cette 
équation, que l’on réduise ce logarithme en série ordonnée par rapport 
aux puissances de s, et que l’on néglige les puissances supérieures au 
carré, on aura, en repassant du logarithme a la fonction, 


If me 3 a 9 ee 22 Be. ey ke Sea = 
P=14/— Pn |: Pherae ae 
V wip—a(p +P an 2gp' \p = q) (p+ pf’) 


pop , 5 ’ I 0 

P> % p’ etant supposés de tres grands nombres de l’ordre => le coeffi- 

cient de z est tres petit de ordre «; celui de — s? est tres petit et du 
i : : iB ~ Disa 

méme ordre. Mais, si l’on suppose = de Vordre Vz, on pourra négliger, 


dans l’expression précédente, le terme dépendant de la premiere puis- 
sance de zs, comme tres petit de l’ordre Va. De plus, ce terme se détruit 
lui-méme, lorsque l’on a égard & la fois aux valeurs positives et néga- 
tives de z. En le négligeant donc, on aura 


ue Oe reat ena 
Vawoifeepe 


pour l’expression de la probabilité que, sur p’individus de l’age A, le 


nombre de ceux qui parviendront a V’age A +a sera compris dans les 
limites g'-& zs, Vintégrale étant prise depuis zs nul. 

Supposons maintenant que l’on ait trouvé par lobservation que, sur 
p individus de lage A, ¢ vivaient encore a lage A-+a, et ra l’age 
A+ a+ a’; on demande la probabilité que, sur p’ individus du méme 
age A, iD. +s vivront 4 Page A-+a, et us + 3’ vivront a l’age 


Aaa. 


; : p+p—q-q~: 
1 Reon real ii 
; ( ev ETD. = 


mie 
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U 
La probabilité que, sur p’ individus de lage A, sf + 5 vivront a 
lage A +a est, par ce qui précéde, 


\ > eee Cigars 
29P (P—4q)(P+p')t 


On aura la probabilité que, sur P 4 < individus de Page A+a, 
P 
|i . 5 R , . 
ie + )t + uyviyront 4 lage A+ a+ a’, en changeant dans la fonc- 
: oh gp’ : 
tion précédente p’ dans i +5,peng,genretzenu; ce qui donne, 


en négligeant = par rapport a 75 


/ 53 = qpiu 
gp ___@ 3p p—) (Pp ¥P), 


\/ arp'(q—r) (p+ pn 


Le produit de ces deux probabilités est la probabilité de l’existence 
simultanée de z et de uw. Oron a 


/ r r / 
Deeg Vi eae Zz; ' 
p q p 
ce qui donne 
Flies 
Oe ee ert 
q 
en faisant donc 
Xd 


~ aqp'tp =a) (P+ P' 


Po es ieee Le ¥ 
arpi(¢—r) (por Pp) 


la probabilité P de l’existence simultanée des valeurs de = et de =’ 


sera 
, 1 _6322—6'3 ply 
pa Se Eide te oo(e 2) 
vn yr 
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: a as ; 
En suivant cette analyse, on trouve généralement que, sl Von fait 


gia de 

==) 7 ; rrr) 
2sp'(r—s) (p+ p') 

Sia sp? 


- 2tp'(s—t) (p+ p’)’ 


la probabilité P que, sur p’ individus de l’age A, les nombres de ceux 
qui vivront aux ages A+a,A+a+a’,A+a+a'+a’, ... seront 


compris dans les limites respectives 


Wes ay “+ 2; ie TEs jo Gees, be eee Pa, Bs gm, osy 
P BP pa oe pote i! Ee, 
est 


pes (eda fe Se eet nN 
V0 Ves Vu 


On peut apprécier par cette formule les probabilités respectives des 
nombres d’une Table de mortalité, construite sur un grand nombre 
d’observations. La maniere de former ces Tables est tres simple. On 
prend sur les registres des naissances et des morts un grand nombre 
(enfants que l’on suit pendant le cours de leur vie, en déterminant 
combien il en reste & la fin de chaque année de leur age, et l’on inscrit 
ce nombre vis-a-vis de chaque année finissante. Mais, comme dans les 
deux ou trois premieres années de la vie la mortalité est tres rapide, il 
faut, pour plus d’exactitude, indiquer dans ce premier age le nombre 
des survivants 4 la fin de chaque demi-année. Si le nombre p des en- 
fants était infini, on aurait ainsi des Tables exactes qui représente- 
raient la vraie loi de la mortalité dans le lieu et & l’époque de leur for- 
mation. Mais, le nombre d’enfants que l’on choisit étant fini, quelque 
grand qu'il soit, les nombres de la Table sont susceptibles d’erreurs. 
Représentons par p’, g’, 7’, s’, v’, ... ces divers nombres. Les vrais 


i TT) eS Dat 
nombres, pour un nombre p’ de naissances, sont £2, /?, P,P ,.. 
[OR es ee 
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/ 
Si l’on fait g’= ae +s, z sera l’erreur de q’; pareillement, si l’on sup- 
a rp’ / Y ’ , i “ =) JT? 7 
pose 7’ = is + 3’, 3’ sera l’erreur de 7’, et ainsi de suite. L’expression 
précédente de P est donc la probabilité que les erreurs de q’,7’, s’,... 
sont comprises dans les limites zéro et z, zéro et z’, zéro et 3”, etc. Les 
valeurs de 6, 6’,... dépendent de p, q,7,..., qui sont inconnues ; 


mais la supposition de p infini donne 


9 


Curenee BUTE OFF, 
— / 
2gp'(p—4) 
On peut substituer, sans erreur sensible, & au lieu de ce qui 
donne 
Ul 
oe esa 
2q'(p'—q’) 
On aura de la méme maniére 
y 
6/2 — — pret nD 
My i= 


Ce soecec oC O- Osco pro bo oO 


Si Pon ne veut considérer que l’erreur d’un des nombres de la Table, 
tel que s’, alors on intégrera l’expression de P, relativementa 3”, 2", ..., 
depuis les valeurs infinies négatives de ces variables jusqu’a leurs va- 
leurs infinies positives, et alors ona 


t oY ft 62 -2__ 62 pains * is Bi ote We 

pea Oe dal erat omens oie 
vx Vr yr 

Les intégrales relatives 4 z et 2’ doivent étre prises depuis leurs valeurs 

infinies négatives jusqu’a leurs valeurs infinies positives; on trouvera 

ainsi, par le procédé dont nous avons souvent fait usage pour ce genre 


d’intégrations, que, si l’on suppose 
$ 
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P — y dz" Galiee 
Vt 


La probabilité que l’erreur d’un nombre quelconque de la Table sera 


on aura 


comprise dans les limites zéro et une quantité quelconque est donc 
indépendante, soit des nombres intermédiaires, soit des nombres sub- 
séquents. 

Si lon fait ys” = ¢, on aura 


et la probabilité P que le rapport de l’erreur du nombre s’ de la Table 


' ee : ite 2( p’— s') 
a ce nombre lui-méme sera compris dans les limites 4/3 or 
est 
dt 
[Dees 2, =o, 
Vr 


lintégrale étant prise depuis ¢ nul. On voit ainsi que, la valeur de ¢ et 
par conséquent la probabilité P restant les mémes, ce rapport aug- 
mente lorsque s’ diminue; ainsi les nombres de la Table sont d’autant 
moins surs qu’ils sont plus éloignés du premier p’. On voit encore que 
ce rapport diminue 4 mesure que p’ augmente, ou a mesure que l’on 
multiplie les observations; de maniere que l’on peut, par cette multi- 
plication, diminuer a la fois ce rapport et augmenter ¢, ce rapport deve- 
nant nul lorsque p’ est infini, et P devenant alors égal a l’unité. 


31. Appliquons l’analyse précédente a la recherche de la population 
d’un grand empire. L’un des moyens les plus simples et les plus pro- 
pres a déterminer cette population est l’observation des naissances 
annuelles dont on est obligé de tenir compte pour déterminer l'état 
civil des enfants. Mais ce moyen suppose que l'on connait, a tres peu 
pres, le rapport de la population aux naissances annuelles, rapport que 
l’on obtient en faisant sur plusieurs points de l’empire le dénombre- 
ment exact des habitants, et en le comparant aux naissances correspon- 
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dantes observées pendant quelques années consécutives; on en conclut 
ensuite, par une simple proportion, la population de tout l’empire. Le 
Gouvernement a bien voulu, a ma priere, donner des ordres pour avoir, 
avec précision, ces données. Dans trente départements, distribués sur 
la surface de la France, de maniere 4 compenser les effets de la variété 
des climats, on a fait choix des communes dont les maires, par leur 
zele et leur intelligence, pouvaient fournir les renseignements les plus 
précis. Le dénombrement exact des habitants de ces communes, pour 
le 22 septembre 1802, s’est élevé a 2 037615 individus. Le relevé des 
naissances, des mariages et des morts, depuis le 22 septembre 1799 
jusqu’au 22 septembre 1802, a donné, pour ces trois années, 


Naissances. Mariages. Déces. 
110312 garcons. 46039 103659 males. 
105287 filles. 99443 femelles. 


Le rapport des naissances des garcons a celles des filles, que ce relevé 
présente, est celui de 22 4 21, et les mariages sont aux naissances 
comme 3 414; le rapport de la population aux naissances annuelles 
est 28,352845. En supposant donc le nombre des naissances annuelles 
en France égal 4 un million, ce qui s’éloigne peu de la vérité, on aura, 
en multipliant par le rapport précédent, ce dernier nombre, la popula- 
tion de la France égale & 28352845 individus. Voyons l’erreur que 
l’on peut craindre dans cette évaluation. 

Pour cela, concevons une urne qui renferme une infinité de boules 
blanches et noires dans un rapport inconnu. Supposons ensuite 
qu’ayant tiré au hasard un grand nombre p de ces boules, ¢ aient été 
blanches, et que, dans un second tirage, sur un nombre inconnu de 
boules extraites, 11 y en ait g’ de blanches. Pour en déduire ce nombre 
inconnu, On suppose son rapport ag’, le méme que celui de pa g, ce 


qui donne = pour ce nombre. Cherchons la probabilité que le nombre 


des boules extraites au second tirage est compris dans les limites 


, . 
PY +s, Nommons le rapport inconnu du nombre des boules blan- 
q 
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ches au nombre total des boules de l’urne. La probabilité de l’événe- 
ment observé dans le premier tirage sera exprimée par le terme qui 
a pour facteur a?(1— a)?% dans. le développement du bindme 
[x -+(1—«)]?, d’ou il est facile de conclure, comme dans le numéro 
précédent, que la probabilité de x est 

x1 da(1— x)P-4 

fut dx(i— x)P-7" 
Vintégrale du dénominateur étant prise depuis 2 = 0 jusqu’a x—r. 
Concevons maintenant que, dans le second tirage, le nombre total des 


boules extraites est ei +z; la probabilité du nombre observé q’ de 


boules blanches sera le terme du bindme [~+(1—2)|’ , quia 
(i _ 
pour facteur x7(1 — x)4 


Ro oecas pq’ te ) 
w3.n(thns ae: 


= = aU(i—x)4 


198...g't.2.3...( PE + 2 — 1‘) 


~; cette probabilité est donc 


En la multipliant par la probabilité précédente de a, en intégrant le 
produit depuis 2 =o jusqu’A « =1, et en le divisant par ce méme 
produit multiplié par dz et intégré pour toutes les valeurs positives 
et négatives de z, on aura la probabilité que le nombre total des boules 
extraites est Pa. + z. On trouvera ainsi, par l’analyse du numéro pre- 


cédent, cette probabilité égale a 


q° pa ae 
Weonin Satassaie ee 


Kn nommant donc P la probabilité que te nombre des boules ex- 


. . . . . f 
traites dans le second tirage est compris dans les limites = S02, 700 
aura 


3 q's? 
Presta e fds \/ _—. —_— <= C BPTP- NGI), 
OV OPUip qh (eg) t 


intégrale étant prise depuis = = s jusqu’a s infini. 
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Maintenant, le nombre p des boules extraites dans le premier lirage 
peut représenter un dénombrement, et le nombre g des boules blan- 
ches qui y sont comprises peut exprimer le nombre des femmes qui, 
dans ce dénombrement, doivent devenir meres dans l’année, ou le 
nombre des naissances annuelles, correspondantes au dénombrement. 
Alors g' exprime le nombre des naissances annuelles observées dans 


tout ’empire, et d’ot l’on conclut la population a Dans ce cas, la 
valeur précédente de P exprime la probabilité que cette population est 
comprise dans les limites a a 


Nous supposerons, conformément aux données précédentes, 


1IOSTo! + 105287 | 
p) 


Di== 2035015, = 3 


nous supposerons ensuite 


q = 1500000, Z = 500000; 


la formule précédente donne alors 


I 


ee oe eos 


Il y a done environ 1161 a parier contre un qu’en fixant & 42529267 la 
population correspondante 4 quinze cent mille naissances, on ne se 
trompera pas d’un demi-million. 

La difference entre la certitude et la probabilité P diminue avec une 
tres grande rapidité lorsque z augmente; elle serait insensible si l’on 


supposait = = 700000. 


32. Considérons maintenant la probabilité des événements futurs, 
tirée des événements observés, et supposons qu’ayant observé un évé- 
nement composé d’un nombre quelconque d’événements simples, on 
cherche la probabilité d’un résultat futur, composé d’événements sem- 
blables. 

Nommons « la probabilité de chaque événement simple, y la proba- 
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bilité correspondante du résultat observé, et s celle du résultat futur ; 


la probabilité de 2 sera, comme on l’a vu, 


y dx 
fy dx’ 
Sane! ; 2 da 
intégrale étant prise depuis # =o jusqu’a 7 = 1; , dz &st done la 


probabilité du résultat futur, prise de la valeur de a, considérée 
comme cause de l’événement simple. Ainsi, en nommant P la proba- 
bilité entiere de l’événement futur, on aura 
Prsee : 
Sy dx 
les intégrales du numérateur et du dénominateur étant prises depuis 
£= 6 jusquag’ 1, 

Supposons, par exemple, qu'un événement étant arrivé m fois de 
suite, on demande la probabilité qu'il arrivera les n fois suivantes. 
Dans ce cas, x étant supposé représenter la possibilité de événement 
simple, x” sera celle de ’événement observé, et x” celle de l’événe- 
ment futur, ce qui donne 


S= Roe, Vb se Be 
d’ot l’on tire 
mt 


ie = en 


Supposons l’événement observé, composé d’un tres grand nombre 
d’événements simples; soient a la valeur dev quirend y un maximum, 
et Y ce maximum; soient a’la valeur de « qui rend ys un maximum, et 
Y’ et Z’ ce que deviennent y et s & ce maximum. On aura, par le n° 27 
du Livre I, & tres peu pres, 


BF bes 
af at Y¥? ox 
frda = Weis 
dx? 
3 je 
[ys dic ie 
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Le résultat observé étant composé d’un tres grand nombre d’événe- 
ments simples, supposons que l’événement futur soit beaucoup moins 
composé. L’équation qui donne la valeur a’ de «, correspondante au 
maximum de yz, est 


d rae ; ; , 
2” est une quantité tres grande, de Vordre =, et, puisque le résultat 
ha dx a 


@3 sera 
zdx ; 
5 . pa I . e ; 
d’un ordre moindre, que nous désignerons par ——;- Ainsi, @ étant la 
a 


futur est tres peu composé par rapport au résultat observé, 
: A ee eg : dy 2a 
valeur de a qui satisfait a équation o = ie la différence entre a et 
, ‘ S ’ x ’ 
a’ sera tres petite de l’ordre «’, et l’on pourra supposer 
a’ = a+ oahu. 
Cette supposition donne 


5 TY arhy2 Gy 
Viren i oy e ae 
fae a ga 1.2 dx2 


. dY . . , d“y 
Mais on a =- =o, et nl est facile d’en conclure que ———. est d’un 
dx Y dx” 


rh yn Any 


ty Diselag ald MLGKAE 


I 
ordre égal ou moindre que —; le terme sera par con- 
Pe 
; . n (2-3) ; nN , 

séquent au plus de l’ordre « . Ainsi la convergence de l’expres- 
sion de Y’ en série exige que  surpasse $, et dans ce cas Y’ ne differe 
de Y que de quantités de l’ordre «?’-'. 

Sil’on nomme Z ce que devient = lorsqu’on y fait « =a, on s’assu- 
rera de la méme maniere que Z’ peut se réduire 4 Z. Enfin on prouvera 

; CG AAA Sie eae bl? , 

par un raisonnement semblable que ——7 5“ se réduit & tres peu pres 


Sao ; : 
a Z—3: En substituant ces valeurs dans l’expression de P, on aura 
Pp=7,; 


cest-a-dire que l’on peut alors déterminer la probabilité du résultat 
futur, en supposant x égal a la valeur qui rend le résultat observé le 
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plus probable. Mais il faut pour cela que le résultat futur soit assez peu 
composé pour que les exposants des facteurs de = soient d’un ordre de 
grandeur plus petit que la racine carrée des facteurs de y; autrement, 
la supposition précédente exposerait a des erreurs sensibles. 

Si le résultat futur est une fonction du résultat observé, = sera une 
fonction de y, que nous représenterons par @(y). La valeur de x qui 
rend sy un maximum est, dans ce cas, la méme qui rend y un maxi- 


beets, ai ns d } ; 
mum; ainsilon a a’= a, et si l’on désigne “gi par o’(y), l’expres- 
: . dY 
sion de P deviendra, en observant que — =o, 
9(¥) 


__ Y@(Y) 

(ee ae 
V ¢(Y) 
Si o(y)=y”, en sorte que l’événement futur soit n fois la répétition 
de l’événement observé, on aura 


pe Yr 
Vii 


La probabilité P, calculée dans la supposition que la possibilité des 
événements simples est égale & celle qui rend le résultat observé le 
plus probable, est Y”; on voit ainsi que les petites erreurs qui résul- 
tent de cette supposition s’accumulent a raison des évyénements sim- 
ples qui entrent dans le résultat futur, et deviennent tres sensibles 
lorsque ces événements sont en grand nombre. 


33. Depuis 1745, époque ot l’on a commencé a distinguer a Paris 
sur les registres les baptémes des garcons de ceux des filles, on a con- 
stamment observé que le nombre des premiers a été supérieur a celui 
des seconds. Déterminons la probabilité que cette supériorité se main- 
tiendra pendant un temps donné, par exemple, dans l’espace d’un 
siecle. 

Soient p le nombre observé des baptémes des-garcons, g.celui des 
filles, 2n le nombre des baptémes annuels, x la probabilité que l’en- 
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fant qui va naitre et étre baptisé sera un garcon. En élevant #—+-(1 —) 


/ 


ala puissance an et développant cette puissance, on aura 


ert se 2Nx2N-A (4 aa x) == ee 
| fas 


wrn-2(t— g\2—+.... 

La somme des zn premiers termes de ce développement sera la proba- 
bilité que chaque année le nombre des baptémes des garcons l’empor- 
tera sur celui des baptémes des filles. Nommons =z cette somme; s‘ sera 
la probabilité que cette supériorité se maintiendra pendant le nombre ¢ 
d’années consécutives; donc, si l’on désigne par P la probabilité en- 
tiere que cela aura lieu, on aura, par le numéro précédent, 


i faPdax 2'(1— x)4 


faP dx(1— x)4 ’ 


les intégrales du numérateur et du dénominateur étant prises depuis 
to JuSqu Alas ii 

Si l’on nomme a la valeur de x qui rend #?2'(1 — x)? un maximum 
WA dz dz 


ce que deviennent z, —, ——;> lors- 
dx 


’ Was dd. 
et que l’on désigne par Z, 7— AD 


cies 
x dx? 


qu’on y change x en a, on aura, par le n° 26, 


SP dex 28(1— #)4 = ap*'(1— ale Zi var 


p(1— a)? + qa? + 1a?(1— a)? aL? - “at. 
Z2 dx? 


s étant la somme des n premiers termes de la fonction 


I— xe o%nl2n—1) (1—2 
2in| ian 2 ar ( ) { oa Ee). 


1.2 x 
ona, par le n° 37 du Livre I*, 
u"—' du 
s (1 + u)\2n 
u’—' du 
(1 4- wart 


Bn , , : : I— 2”. 4 
lintégrale du numérateur étant prise depuis wu = —— jusqu’au= x , 


Zz 5 
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; : ' : ; *s sa 
et celle du dénominateur étant prise depuis wo Jusqua u—o@. 


aes SeanG 3 
Soit u— ———: cette valeur de =z deviendra 
§ 


_ fst ds(i— sr 
“~ fst ds(1 -— s)e-! ; 
Vintégrale du numerateur étant prise depuis s =o jusqu’a s = 2, et 
celle du dénominateur étant prise depuis s = 0 jusqu’’ s = 1. De la on 
tire 
dz. ee" (i=- 2" 


dx fsds(1—s)"-*” 


V’intégrale du dénominateur étant prise depuis s = 0 jusqu’a s = x. On 


aura ensuite 
d*z dz n—(an—1)x 
gdx*  zdx 2#(1--2x) 


En changeant x en @ dans ces expressions, on aura celles de Z, 
qZ a7 
Lae Lda 
Pour déterminer @, nous observerons que la condition du maximum 
de x? s'(1 — x)? donne 


p q . al 
0o= Sree estn, r 
a t—a Lda’ 
Hk TD : : dZ, ree 
d’ou Pon tire, en substituant pour 5—— sa valeur précédente, 
p vant (t—a)r 


19 ree | 


p+q (p+q)fsrds(i— sj’ 


Vintégrale du dénominateur étant prise depuis s =o jusqu’a s =a. 


Pour conclure a de cette équation, nous observerons que la valeur de s 


4 


qui rend s”(i — s)*~' un maximum est a tres peu pres 4, 


quent moindre que —P—, 
Por 


etant supposé un grand nombre, on peut, sans erreur sensible, étendre 


et par consé- 


qui lui-méme est plus petit que a. Ainsi, x 


lintégrale de cette expression de a, depuis s =o jusqu’a s=1, le 
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ferme qui en dépend étant tres petit. Cela donne, par le n° 28, 


i( 
ase & 
Sor ds(1—s)r-t= n (7 —1) = es fale oa vn 
ant 92” vin 


(2m —1) 


L’équation qui détermine a devient ainsi, a fort peu pres, 


stl po iqn+' (1 a, a)n aan yin: 
| (p+4q)va 
Pour la résoudre, nous observerons que a@ differe tres peu de —?—. 
I I pP sf 
en sorte que, si l’on fait 
C0 Ler oa + Ps 
Parag 
v. sera fort petit, et on aura, d'une maniere tres approchée, 
ic P ae q 217 
-P | (2=4) | nu(p+q)(p—q) (P+ q)tnye 
(1) Ze Rey! c Pq Pq 
(p+q)? Vz 
on aura ensuite, a tres peu pres, 
Gite (Pp SHAN? we 
ar(1—a)r=(- li ya q ye 2pq 
pags “peg 
En substituant dans le radical 
30 ye oe d7? — 7, d?7 
q/ pli a) + ga + fats — a) PEED, 

: Me™ , dh (p+ 9)a—p 
pour a sa valeur ae Po ae valeur ae oe 
(p+q)p. ad?7, Z n—(2n—1)a AP ay 
Cet Ble Q ir ce radical de- 
eee et pour 5775 $a valeur 77 aes 


vient a fort neu pres 


JF Clap nd PETE pon PE), 
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Enfin on a, par le n° 28, 
pe MT ee a ee ae 
farde(— 2 = (525) ca? Veunee 


Cela posé, l’expression de P deviendra a tres peu pres 


ty EEG 
Spl ee ee Lice 2pq ag a 
 (p+a)ee (p+ q)?p? # an. Bid) 
+ ————|n aes 2n -+- 
Vv pq Ln\p— 9) ~PI pq ) 


il ne s’agit donc plus que de déterminer Z. On a 


Ss" ds(1 — s\r-5 


oes Sra dni ae ae 


lintégrale du numérateur étant prise depuis s =o jusqu’a s =a, et 
celle du dénominateur étant prise depuis s =o jusqu’a s = 1. II est 
facile d’en conclure que l’ona 


Ss ds(1— s\r-' 
fs" ds(1—s)2-! : 


— 


Vintégrale du numérateur étant prise depuis s =a jusqu’a s =1 et 
celle du dénominateur étant prise depuis s = o jusqu’a s =1; on aura 
ainsi, a fort peu pres, par le n° 29, 
fdto* 

aa, 


(3) he ae 


lintégrale relative a ¢ étant prise depuis 


FE Sg) eal ners Mpg) Pp .. 2 
b= | p+q i + (onal, 


jusqu’a 2? = 0. 

Pour appliquer des nombres aces formules, nous observerons que, 
par ce qui précéde, dans l’intervalle du commencement de 1745 a la 
fin de 1784, on a par le n° 28, relativement 2 Paris, 


P = 393386, g = 377958. 
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En divisant par 40 la somme de ces deux nombres, on aura 19273,5 
pour le nombre moyen des baptémes annuels, ce qui donne n= 9636, 75; 
nous supposerons de plus ¢ = 100. Au moyen de ces valeurs on déter- 
minera celle de » par l’équation (1); on déterminera ensuite la valeur 


de Z par l’equation (3); enfin l’équation (2) donnera la valeur de P. 
On trouvera ainsi 
| iter Sake P Ry 


Il y avait done a la fin de 1784, d’apres ces données, pres de quatre 
contre un & parier que, dans |l’espace d’un siecle, les baptémes de 


garcons a Paris l’emporteront, chaque année, sur ceux des filles. 


<<< Oa —____— 
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CHAPITRE VIL. 


DE L’INFLUENCE DES INEGALITES INCONNUES QUI PEUVENT EXISTER 
ENTRE DES CHANCES QUE L’ON SUPPOSE PARFAITEMENT EGALES. 


34. Jai déja considéré cette influence dans le n° 1, ot l'on a vu que 
ces inégalités augmentent la probabilité des événements composés de 
la répétition des événements simples. Je vais reprendre ici cet objet 
important dans les applications de l’analyse des probabilités. 

Il résulte du numéro cité que si, au jeu de croix et pile, il existe une 
différence inconnue entre les possibilités d’amener l’un ou lautre, en 


Potties tae é ay ees 

nommant « cette différence, en sorte que —,— soit la possibilite 
’ : : j ariae'g . . 

d’amener crow, et par conséquent a celle d’amener pile, celui des 

deux signes + et — que l’on doit adopter étant inconnu, la probabi- 


lité d@amener croix n fois de suite sera 


(r+ a)"+(1— a)” 


gut 


ou 


I TACO, —1)(n—2)(n—3) , 
(1) | + ea Me re ee bah |, 


Le jeu de crow et pie consiste, comme on sait, & projeter en l’air une 
piece tres mince, qui retombe nécessairement sur l’une de ses deux 
faces opposées que l’on nomme croix et pile. On peut diminuer la va- 
leur de «, en rendant ces deux faces le plus égales qu’il est possible. 
Mais il est physiquement impossible d’obtenir une égalité parfaite, et 
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alors celui qui parie d’amener croix deux fois de suite ou pile deux fois 
de suite a de l’avantage sur celui qui parie que, dans deux coups, 


: ; BREA: I+ a? 
croux et pue alterneront, sa probabilité étant i 


On peut diminuer l’influence de linégalité des deux faces de la 
piece, en les soumettant elles-mémes aux chances du hasard. Dési- 
gnons par A cette piece, et concevons une seconde piece B semblable a 
la premiere. Supposons qu’apres avoir projeté cette seconde piece, on 
projette la piece A pour former un premier coup, et déterminons la 
probabilité que dans 7 coups pareils consécutifs, la piece A présentera 
les mémes faces que la piece B. Si l’on nomme p la probabilité 
d’amener crow avec la piece A et g la probabilité d’amener pile; si l’on 
désigne ensuite par p’ et g’ les mémes probabilités pour la piéce B, 
pp’ + qq sera la probabilité que dans un coup la piece A présentera 
les mémes faces que la piece B. Ainsi (pp’+ qq’)” sera la probabilité 
que cela aura lieu constamment dans 7 coups. Soit 


Se Saale a ae 
Re cae tO Ae 
, I+a! peo! 
ulal ne: weir: as ere 
on aura 
' , ne ‘\n 
PR A909 Jaa ha ect). 


Mais, comme on ignore quelles sont les faces que les inégalités « et «’ 
. OF Ovi Pe wif rn , I 
favorisent, la probabilité précédente peut étre également ou =, (1+ aa’)" 
1 : a : . 
ou — (1 —42’)", suivant que « et «’ sont de méme signe ou de signes 
2 


contraires. La vraie valeur de cette probabilité est donc, « et «’ étant 
supposes positifs, 


—— [(1+ aa’)? + (1— aa’)? ] 


ou 


i ed AE a) me Olea aes Mea ey ee : 
n Ge} 1 WeOs4 
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Si l'on compare cette formule a la formule (1), on voit qu’elle se rap- 
proche plus qu’elle de at ou de la probabilité qui aurait lieu si les 


faces des pieces étaient parfaitement égales. Ainsi l’inégalité de ces 
faces est par la corrigée en grande partie; elle le serait méme en tota- 
lité, sia’ était nul, ou si les deux faces de la piece B étaient parfaite- 
ment égales. 

p représentant la probabilité de croux avec la piece A, et ¢ celle de 
pile, la probabilité d’amener crovw un nombre impair de fois dans 
n coups sera : 

2L(p + 9)"= (p—4)"], 


le signe — ayant lieu si 7 est pair, et le signe + ayant lieu si 7 est 


: : eae Mad : Pace Ags hs : 
impair. Faisant p= —~~» g= —.—» la fonction précédente devient 


3 (1p 2"). 


Sin est impair et égal & 27 + 1, cette fonction est 
a(t att); 


mais, comme on peut y supposer également « positif ou négatif, il faut 
prendre la moitié de la somme de ses deux valeurs relatives 4 ces sup- 
positions, ce qui donne ; pour sa véritable valeur; l’inégalité des faces 
de la piece ne change donc point alors la probabilité $ d’amener croix 
un nombre impair de fois. Mais, si z est pair et égal a 27, cette proba- 


bilité devient 
(2) (1 2%), 


+ « étant linégalité inconnue de probabilité entre croix et pile; ily a 
donc du désavantage a parier d’amener crow ou pile un nombre impair 
de fois dans 2¢ coups, et par conséquent il y a de l’avantage a parier 
d’amener l’un ou l’autre un nombre pair de fois. 

On peut diminuer ce désavantage en changeant le pari d’amener 
cro un nombre impair de fois en 2¢ coups, dans le pari d’amener 
dans le méme nombre de coups un nombre impair de ressemblances 
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entre les faces des deux pieces A et B, projetées comme on |’a dit ci- 
dessus. En effet, la probabilité d’une ressemblance & chaque coup est, 
comme on l’a vu, pp’+ qq’, et la probabilité d’une dissemblance est 
pq7 + p’'q- Nommons P la premiere de ces deux quantités et Q la seconde; 
la probabilité d’amener un nombre impair de ressemblances dans 
2t coups sera 
alate OE an 2) 2 
Si Von fait, comme précédemment, 


ae @2 I— @ I-- & , 1— a! 


on aura 


la fonction précédente devient ainsi 
S(t — a2%q!22), 


Cette fonction reste la méme, quelque changement que I’on fasse dans 
les signes de « et de @’; elle est done la vraie probabilité d’amener un 
nombre impair de ressemblances; mais, « et « étant de petites frac- 
tions, on voit qu’elle se rapproche de | plus que la formule (2); le 
désavantage d’un nombre impair est donc par 1a diminué. 

On voit par ce qui précede que l’on peut diminuer linfluence des 
inégalités inconnues entre des chances que l’on suppose égales, en les 
soumettant elles-mémes au hasard. Par exemple, si l’on met dans une 
urne les numéros 1, 2, 3, ..., m suivant cet ordre, et qu’ensuite, apres 
avoir agité l’urne pour bien méler ces numéros, on en tire un; s'il y a 
entre les probabilités de sortie des numéros une petite différence dé- 
pendant de l’ordre suivant lequel ils ont été placés dans l’urne, on la 
diminuera considérablement en mettant dans une seconde urne ces 
numéros, suivant leur ordre de sortie de la premiere urne, et en agi- 
tant ensuite cette seconde urne, pour en bien méler les numéros. Alors 
ordre suivant lequel on a placé les numéros dans la premiere urne 
aura extrémement peu d’influence sur l’extraction du premier numéro 
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qui sortira de la seconde urne. On diminuerait encore cette influence, 
en considérant de la méme maniere une troisieme urne, une qua- 
trieme, etc. 

Considérons deux joueurs A et B jouant ensemble, de maniere qu’a 
chaque coup celui qui perd donne un jeton a son adversaire, et que la 
partie dure jusqu’a ce que l’un d’eux ait gagné tous les jetons de 
l’autre. Soient p et ¢ leurs adresses respectives, a et b leurs nombres 
de jetons en commencant. Il résulte de la formule (H) du n° 10, 
en y faisant 7 infini, que la probabilité de A pour gagner la partie est 


on aura, en prenant le signe supérieur, la probabilité relative au cas 
ou A est plus fort que B, et, en prenant le signe inférieur, on aura la 
probabilité relative au cas ou A est moins fort que B. Si l’on ignore 
quel est le plus fort des joueurs, la demi-somme de ces deux probabi- 
lités sera la probabilité de A, que l’on trouve ainsi égale a 


(3) pie )e (ta) ae oe a] 


(1+ a)e+e — (1— gare 2 


en changeant a en 6 et réciproquement, on aura la probabilité de B. Si 
lon suppose « infiniment petit ou nul, ces probabilités deviennent 
a 
Spa © 
des joueurs; ainsi, pour l’égalité du jeu, leurs mises doivent étre dans 
ce rapport. Mais alors l’inégalité qui peut exister entre eux est favo- 
rable au joueur qui a le plus petit nombre de jetons; car, sil’on suppose 
a moindre que 6, il est facile de voir que l’expression (3) est plus 


Iles sont donc proportionnelles aux nombres des jetons 


a : . : . 5 
grande que @ah’ 5! les joueurs conviennent de doubler, de tripler, ete. 
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leurs jetons, l’avantage de A augmente sans cesse, et, dans le cas de a 
et 6 infinis, sa probabilité devient 4 ou la méme que celle de B. 

P étant la probabilité d’un événement composé de deux événements 
simples dont p et 1— p sont les probabilités respectives, si on sup- 
pose que la valeur de p soit susceptible d’une inégalité inconnue z qui 
puisse s’étendre depuis — « jusqu’a +, en nommant ¢ la probabilité 
de p+ 3, 9 étant fonction de z, on aura, pour la vraie probabilité de 


Vévénement composé, 
fP’odz 


Sfodz d 


P’ étant ce que devient P lorsqu’on y change p dans p + =, et les inteé- 
grales étant prises depuis s =— « jusqu’a s =. 

Si lon n’a d’autres données pour déterminer = qu'un événement 
observé, formé des mémes événements simples, en nommant Q la pro- 
babilité de cet événement, p+ s et 1— p— =z étant les probabilités 
des événements sunples, l’expression précédente donne, en y changeant 
g en Q, pour la probabilité de l’événement composé, 


SP’'Q dz 
SQdz’ 


les intégrales étant prises ici depuis s = — p jusqu’a z—1 — p; ce 
qui est conforme & ce que nous avons trouvé dans le Chapitre précé- 
dent. 
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CHAPITRE VIII. 


DES DUREES MOYENNES DE LA VIE, DES MARIAGES ET DES ASSOCIATIONS 
QUELCONQUES. 


35. Supposons que l’on ait suivi sur un tres grand nombre x d’en- 
fants la loi de mortalité, depuis leur naissance jusgu’a leur extinction 
totale; on aura leur vie moyenne, en faisant une somme des durées de 
toutes leurs vies et en la divisant par le nombre n. Si ce nombre était 
infini, on aurait exactement la durée de la vie moyenne. Cherchons la 
probabilité que la vie moyenne des n enfants ne s’écartera de celle-ci 
que dans des limites données. 


rae x ee cee n A 
Désignons par (=) la probabilité de mourir a l’age x, a@ étant la 


limite de x, a et x étant supposés renfermer un nombre infini de par- 
ties prises pour l’unité. Considérons la puissance 


9 (5) + (5) c-BV-1 4. g (2) en2aV-1-+... ” 


+9 (2) cFOV-1 4 tg (5) cay 


Il est visible que le coefficient de c~“#*V-', dans le développement 
de cette puissance, est la probabilité que la somme des ages auxquels 


les n enfants parviendront sera 7+ nu; en multipliant done par 
cwev-' la puissance précédente, le terme indépendant des puis- 


sances de c**V~! dans le produit sera cette probabilité, qui, par consé- 
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quent, est égale a 


16) X —- ae r— \n 
o(2) + 9(S)omrie.. + 9(G joan | 
a a | a 


J / 4 
(1) sa f dex clo (cpoy-1 Nob 
2 


Vintégrale étant prise depuis o = — x jusqu’ao = 7. 


Si l’on prend dans cette intégrale le logarithme hyperbolique de la 
quantité sous le signe f’, élevée a la puissance n, on aura, en dévelop- 
pant les exponentielles en séries, ce logarithme égal a 


(2) npoy—-1+hn los | e(=) —woV—!I fe9(=)— — fat 9(=) | 
le signe f se rapportant ici a toutes les valeurs de x, depuis 2 =o 
jusqu’a « =a. Si l’on fait a= a, et si l’on observe que, la variation 


de x étant l’unité, on a adx’=1, on aura 
fo(=) =a fdx' o(x"'), 


les intégrales relatives 4 a’ étant prises depuis v=o jusqu’a a’'= 1. 
Nommons &, #’, &’, ... ces intégrales successives; la probabilité que la 
durée de la vie d’un enfant sera comprise dans les limites zéro et a est 


fo (2 ouaf dx’ o(ax’); or cette probabilité est la certitude elle-méme ; 


ona done ak =1. Cela posé, la fonction (2) devient 
& ns k’ — kk’ Veto 
nywy/—i + n log (1— hoo Vi (ares 7) 


ou 
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Si Von fait 


ak’ —s a®§ kr’ 
Us a 
: Ic ale 


a atk’, 

la premiere puissance de o disparait, et de plus, x étant suppose un 

tres erand nombre, on peut s’arréter & la seconde puissance de o; la 
8 , I I 

fonction (1) devient ainsi, en repassant des logarithmes aux nombres, 


I loy—i-n = aa? 
— fdoe ae 
27 
Si lon fait 
ie 2 aan 6 hy ==1 
Oe Sa ae ae ee = ia SS =e 
2 (hk — hi)? SA0by ie 
cette intégrale devient, en la prenant depuis ¢=— o jusqu’at—oa, 
621 
cca en 
aynt 


En la multipliant par dé, et faisant 7= arvn, on aura 
2, Peer" 
— f6 dr c- Or? 
vis 


pour la probabilité que la somme des ages auxquels les 2 enfants par- 
viendront sera comprise dans les limites na?k’ + aryn. 


La quantité ak’ ou fag (=) est la somme des produits de chaque 


age par la probabilité d’y parvenir; elle est donc la vraie durée de la 
vie moyenne; ainsi la probabilité que la somme des ages auxquels les 


n enfants cesseront de vivre, divisée par leur nombre, est comprise 
dans ces limites 


aay : : ao GT, 
raie durée de la vie moyenne, plus ou moins —=» 
Vn 


a pour expression 


2. 2 62 p2 
— [6drer??, 
T 
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La valeur moyenne de 7, en plus ou en moins, est, par le n° 20, 


1 2,2 
+ — f6rdrc-*”, 
Ma 
Pintégrale étant prise depuis r= o jusqu’a r infini. En la multipliant 


a 5 : . 
par —>» on aura l’erreur moyenne a craindre en plus ou en moins, lors- 


Vn 
qu’on prend pour durée moyenne de la vie Ja somme des ages qu’ont 
vécu les nv enfants considérés ci-dessus, divisée par n, quotient que 
nous désignerons par G; cette erreur est donc 


Bente 
26 V/nt 
On a, a tres peu pres, 
aki GC, 
et, comme ak = 1, on aura 
kG 
Le Gi 


Si l’on nomme ensuite H la somme des carrés des ages qu’ont vécu les 
n enfants, divisée par z, on trouvera, par l’analyse du n° 19, 
kk? 


Ge =H; 


ces valeurs donnent 
9 a 


~ 2(H — G2) * 
l’erreur moyenne a craindre en plus ou en moins sur la durée de la vie 
devient ainsi 


Il est clair que ces résultats ont également lieu relativement a la durée 
moyenne de ce qui reste a vivre, lorsque, au lieu de partir de lépoque 
de la naissance, on part d’une époque quelconque de la vie. 

On peut facilement déterminer, au moyen des Tables de mortalité, 
formées d’année en année, la durée moyenne de ce qui reste a vivre a 
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une personne dont l’age est d’un nombre entier A d’années. Pour cela, 
on ajoutera tous les nombres de la Table qui suivent celui qui corres- 
pond 4 l’age A; on divisera la somme par ce dernier nombre, et l’on 
ajoutera $ au quotient. En effet, si l’on désigne par (1), (2), (3), . 

les nombres de la Table, correspondants & l’année A et aux années 
suivantes, le nombre des individus qui meurent dans la premiere 
année, a partir de l’année A, sera (1) — (2); mais, dans ce court inter- 
valle, la mortalité peut étre supposée constante; $[(1) — (2)| est done 
la somme des durées de leur vie, & partir de Page A. Pareillement 
2{(2) — (3)], $[(3) — (4)], ... sont les sommes des durées de la vie, a 


29 


partir du méme age, de ceux qui meurent dans les deuxieme, troi- 
sieme, etc., années comptées depuis l'année A. La réunion de toutes 
i ‘ > rt. 3 
+ (2)+(3)+(4) +...; et, en la divisant par (1), 


on aura la durée moyenne de ce qui reste a vivre a la personne de 


ces sommes est 


age A. On formera ainsi une Table des durées moyennes de ce qui 
reste 4 vivre aux différents ages. On pourra méme conclure ces durées 
les unes des autres, en observant que, si F désigne cette durée pour 
lage A, et F’ la durée correspondante 4 lage A +1, ona 


p= Gir 1) + 


tel— 


36. Déterminons maintenant la durée moyenne de la vie qui aurait 
lieu, si ’une des causes de mortalité venait a s’éteindre. Soit U le 
nombre des enfants qui, sur le nombre 7 de naissances, vivraient encore 
a Page x dans cette hypothese, wu étant celui des enfants vivants a cet 
age sur le méme nombre de naissances, dans le cas out cette cause de 
mortalité subsiste. Nommons zAw la probabilité qu’un individu de 
lage x périra de cette maladie dans l’intervalle de temps tres court Ax; 
uz Ax sera, a tres peu pres, par le n° 25, le nombre des individus z qui 
périront de cette maladie dans l’intervalle de temps Ax, si ce nombre 
est considérable. Pareillement, si l’on désigne par 9 Aw la probabilité 
qu'un individu de l’age a périra par les autres causes de mortalité 
dans Vintervalle Aw, uo Ax sera le nombre des individus qui périront 
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par ces causes, dans l’intervalle de temps Ax; ce sera donc la valeur 
de —Auw; j’affecte Au du signe —, parce que u diminue a mesure que x 
augmente; on a done 

— Au=uAz(o+2). 


On aura pareillement 
AU == Ug. 


En éliminant 9 de ces deux équations, on aura 


Ax étant une quantité tres petite, on peut transformer la caractéris- 
tique A dans la caractéristique différentielle d, et alors l’équation pré- 
cédente devient 

aU du 


TH_te: 


d’out l’on tire, en intégrant et observant qu’a lage zéro U =u=n, 
(3) U=uclz4z, 


Pintégrale étant prise depuis x nul. On peut obtenir cette intégrale, 
au moyen des registres de mortalité, dans lesquels on tient compte de 
lage des individus morts et des causes de leur mort. En effet, wz Ax 
étant, par ce qui précede, le nombre de ceux qui, parvenus a l’age «x, 
ont péri dans l’intervalle de temps Az, par la maladie dont il s’agit, on 
aura a tres peu pres lintégrale fsdx, en supposant Aw égal a une 
année, et en prenant depuis la naissance des n enfants que l’on a con- 
sidérés, jusqu’a l’année w, la somme des fractions qui ont pour numé- 
rateur le nombre des individus que la maladie a fait périr chaque 
année, et pour dénominateur, le nombre des n enfants qui vivent 
encore au milieu de la méme année. Ainsi l’on pourra transformer, au 
moyen de l’équation (3), une Table de mortalité ordinaire, dans celle 
qui aurait lieu si la maladie dont il s’agit n’existait pas. 

La petite vérole a cela de particulier, savoir, que le méme individu 
n’en est jamais deux fois atteint, ou du moins ce cas est si rare, que, 
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s'il existe, on peut en faire abstraction. Conceyons que, sur un tres 
grand nombre n d’enfants, w parviennent a l’age x, et que, dans le 
nombre u, y n’aient point eu la petite vérole. Concevons encore que 
sur ce nombre y, 7y dx prennent cette maladie dans l’instant dx, et 
que, sur ce nombre, iy dx périssent de cette maladie. En désignant, 
comme ci-dessus, par 9 la probabilité de périr a l’age x par d’autres 


causes, on aura évidemment 


du = —ugdx —iry dx. 


On aura ensuite 
dy =— yodx —iydz. 


En effet, y diminue par le nombre de ceux qui, dans l’instant dx, 
prennent la petite vérole, et ce nombre est, par la supposition, ty dx; 
y diminue encore par le nombre des individus compris dans y, qui 
périssent par d’autres causes, et ce nombre est yodz. 

Maintenant, si de la premiere des deux équations précédentes, mul- 
tipliée par y, on retranche la seconde multipliée par w, et si l’on divise 
la différence par y?, on aura 


Ut : 
d- =i-—dx —irdz, 


ce qui donne, en intégrant depuis x nul, et observant qu’a cette ori- 
BING == yi==70, 


u 


(4) pe lie lin crite odes 


cette equation fera connaitre le nombre d’individus de l’age x qui 
p) . . , fe 
n ont point encore eu la petite vérole. On a ensuite 


iry dx 
Z dx SASS ted. 9 
u 


usdx étant, comme ci-dessus, le nombre de ceux qui périssent dans 
le temps dx, de la maladie que l’on considére. En substituant, au lieu 
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cle *, sa valeur précédente, on aura, apres avoir intégré, 


[ 


cledx — _ = : ° 
1— firdx c-Sidx? 


’équation (3) donnera donc 


u 
- Le 1— fir dx c-Sidu’ 


Cette valeur de U suppose que l’on connait par l’observation z et r. Si 
ces nombres étaient constants, il serait facile de les déterminer; mais, 
comme ils peuvent varier d’age en d’age, les éléments de la formule (3) 
sont plus aisés 4 connaitre, et cette formule me semble plus propre a 
déterminer la loi de mortalité qui aurait lieu, si la petite vérole était 
éteinte. En lui appliquant les données que l’on a pu se procurer sur la 
mortalité causée par cette maladie, aux divers ages de la vie, on trouve 
que son extinction au moyen de la vaccine augmenterait de plus de 
trois années la durée de la vie moyenne, si d’ailleurs cette durée 
n’était point restreinte par la diminution relative des subsistances, due 
aun plus grand accroissement de population. 


37. Considérons présentement la durée moyenne des mariages. Pour 
cela concevons un grand nombre nv de mariages entre n garcons de 
l’age a, et n filles de l’age a’; et déterminons le nombre de ces mariages 
subsistants apres a années écoulées depuis leur origine. Nommons 9 la 
probabilité qu’un garcon qui se marie a l’age @ parviendra a l’age 
a+ «a; et v la probabilité qu’une fille qui se marie 4 l’age a’ parvien- 
dra 4 Page a’+ x. La probabilité que leur mariage subsistera apres sa 
aieme année sera of; donc, si l’on développe le bindme [9b + (1— 94) ]", 
le terme H(t)‘ (1 — eb)”* de ce développement exprimera la proba- 
bilité que, sur les x mariages, z subsisteront apres x années. Le plus 
grand terme du développement est, par le n° 16, celui dans lequel ¢ 
est égal au plus grand nombre entier contenu dans (n + 1)9¥; et, par 
le méme numéro, il est extrémement probable que le nombre des ma- 


riages subsistants ne s’écartera que tres peu en plus ou en moins de 


Wh THEORIE ANALYTIQUE DES PROBABILITES. 


ce nombre. Ainsi, en désignant par ¢ le nombre des mariages subsis- 


tants, on pourra supposer, a tres peu pres, 
i= now. 


no est a fort peu pres le nombre des m maris vivants a lage a+ x. 
Les Tables de mortalité le feront connaitre d’une maniere fort appro- 
chée, si elles ont été formées sur des listes nombreuses de mortalite ; 
ear, si l’on désigne par p’ le nombre des hommes vivants a lage a, sur 
ensemble de ces listes, et par g’ le nombre des survivants a l’age 
a-+ a, on aura, a fort peu pres, par le n°.29, 


Si lon nomme pareillement p’ le nombre des femmes vivantes a l’age a’ 
et par q’ le nombre des survivantes 4 lage @ + x, on aura, a tres peu 


pres, 
n VW 
n v = T y} 
P 
donc 
‘ ng'q” 
a rs 7 
PP 


On formera ainsi, d’année en année, une Table des valeurs de 7. En 
faisant ensuite une somme de tous les nombres de cette Table, et en la 
divisant par, on aura la durée moyenne des mariages faits a l’age a 
pour les garcons et 4 l’age a’ pour les filles. 

Cherchons maintenant la probabilité que l’erreur de la valeur précé- 
dente de ¢ sera comprise dans des limites données. Supposons, pour 
simplifier le calcul, que les deux conjoints soient du méme age, et que 
la probabilité de la vie des hommes soit la méme que celle des 
femmes; alors ona 


ees Ue eat pee pr p 
Roe Fah Fie Pe Drei: 


et expression précédente de ¢ devient 


nq’? 
eae. 
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nq’? 
2 


Concevons que la valeur de 7 soit +s; s sera l’erreur de cette 


expression de z. Ona vu, dans le n° 30, que si l’on a observé que, sur 
un tres grand nombre p d’individus de l’age a, g sont parvenus a 
Page a+ a, la probabilité que, sur p’ autres individus de l’age a, 
= + 3 parviendront a l’age a+ 2, est 


Ve i ae Fa De Ea 
2qp (p—q)(p+ p')t 


Si Pon suppose p et g infinis, on aura évidemment 


£6 | 
aoe 
et, si l’on fait 
al Ene q', 
P 
on aura 
cet & 
9 j P' 


: eres : rae Re Se 
ce qui donne a tres peu pres, en négligeant le carré pe’ 


ainsi la probabilité précédente de z est en méme temps la probabilité 
de cette expression de no?. Supposons maintenant c= no? + /; en con- 
sidérant le binéme [| 9? + (1 — 9?)]”, la probabilité de cette expression 
de vest, par le n° 16, 


P 


0 PU, 


V2ntg? (1 — 9?) 


Mais la valeur précédente de z devient, en y substituant pour ro? sa 


valeur, 
ong?) ang Z 


9 9 
Pe p 


t+ 7; 


la probabilité de cette dernitre expression de ¢ est égale au produit de 
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celles de z et de z, trouvées ci-dessus; elle est donc égale a 


22 3 
re 2p'@(1—@) 2ng2(1—G?) 


on Vnp'@(1—9)2(1+ 9) 


Be Meenas = ng 2ng’s 
Ayant supposé précédemment 7 = Pie wee {— ye en 


substituant donc pour / sa valeur tirée de cette équation et observant 
i 


: 9 x \ Y q soe a 9 ilq A 
que on a a tres peu pres Fa ee la probabilité que 


la valeur de s sera comprise dans des limites données, l’expression in- 


tégrale us 
=2 (s+ tt is 
Sfdz dsc 2#4-9)P' anPa— ey) 
<— = is : 
an Vnp 931 — 9 (+ 9) 
lintégrale relative & s pouvant étre prise depuis s=— % Jjusqu’a 


s=oo. De 1a, il est facile de conclure, par les méthodes exposées pré- 


cédemment, que, si l’on fait 


f 


hk? = [ee eS 
2ng?(1— 9) [p'+ (p’+ 4n)o] 


. 
a 


lintégrale précédente devient 


Pods 2. 
— ewk's : 
Vr 
aah SPspey : ~. ng? 
ainsi la probabilité que l’erreur de l’expression ¢ = a Bera = s 


est 
= fk ds c-#s* 
—— S Caples 
Vers 


Pintégrale étant prise depuis s nul. 

L’analyse précédente s’applique également a la durée moyenne d’un 
grand nombre d’associations formées de trois individus ou de quatre 
individus, etc. Soit n ce nombre, et supposons que tous les associés 
soient du méme age a au moment de l'association; désignons par p le 
nombre des individus de la Table de mortalité de l’age a, et par q le 
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nombre des individus de lage a+ a; le nombre z des associations exis- 


tantes apres a années écoulées depuis l’origine des associations sera a 
fort peu pres 


r étant le nombre des individus de chaque association. On trouvera par 
la méme analyse la probabilité que ce nombre sera renfermé dans des 
limites données. La somme des valeurs de z¢ correspondantes a toutes 


les valeurs de a, divisée par n, sera la durée moyenne de ce genre 
d’associations. 
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CHAPITRE IX. 


DES BENEFICES DEPENDANTS DE LA PROBABILITE DES EVENEMENTS FUTURS. 


38. Concevons que l’arrivée d’un événement procure le bénéfice v, 
et que sa non-arrivée cause la perte ». Une personne A attend l’arrivée 
d’un nombre s d’événements semblables, tous également probables, 
mais indépendants les uns des autres; on demande quel est son avan- 
tage. 

Soient g la probabilité de l’arrivée de chaque événement et par con- 
séquent 1 — g celle de sa non-arrivée; si l’on développe le binéme 
[g+(1— q)]’, le terme . 


Sh ele 5 ah 
iste ores 


tg |e 


Settle = 


Teno ae (s — 


de ce développement sera la probabilité que sur les s événements 
i arriveront. Dans ce cas, le bénéfice de A est zy, et sa perte est (s—c)u; 
la difference est ¢(v + v.) — spy; en la multipliant par sa probabilité 
exprimée par le terme précédent et prenant la somme de ces produits 
pour toutes les valeurs de z, on aura l’avantage de A, qui, par consé- 
quent, est égal a 


LOO aoe 
12, Sei ole TDade cats =e) 


se Seld (ig) es qi(t— qq), 


le signe S s’étendant a toutes les valeurs de 7. On a 


TSO ye, 098 are 
g ; = 
oO ee i 


d 


7 A Le Dacor s 


hat eae 
“di” 1 BiBak Tl aodons[@oaT) td eg oe eee 
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pourvu que l’on suppose ¢=1, apres la différentiation, ce qui réduit 
ce dernier membre a qs; l’avantage de A est done s[ qv — (1—q)p]. 
Cet avantage est nul, si vg =p(1—q), c’est-a-dire, si le bénéfice de 
larrivée de l’événement, multiplié par sa probabilité, est égal a la perte 
causée par sa non-arrivée, multipliée par sa probabilité. L’avantage 
devient négatif et se change en désavantage, si le second produit sur- 
passe le premier. Dans tous les cas, l’avantage ou le désavantage de 
A est proportionnel au nombre s des événements. 

On déterminera par l’analyse du n° 16 la probabilité que le bénéfice 
réel de A sera compris dans des limites données, si s est un grand 
nombre. Suivant cette analyse, la somme des divers termes du bindme 
lg -+ (1 — q)|’ compris entre les deux termes distants de 7+ 1, de part 
et d’autre du plus grand, est 


72 
2 I a 
aye 2 1. — 
— fdtc-? + - Cor oN, 


vi vastg(s— 4) 


eer: L’exposant 
y2sq(1—q) 


deg dans le plus grand terme est a tres peu pres, par le méme numéro, 


i did , ’ = ° ‘ 8 
’intégrale étant prise depuis ¢ = 0 jusqu’a t= 


égal a sq, et les exposants de g, correspondants aux termes extrémes 
compris dans lVintervalle précédent, sont respectivement sq — / et 
sq + 1. Les bénéfices correspondants a ces trois termes sont 


s{qy—(1—q) pe] —Uly + ), 
s[qy—(t—q)p], 
s[gu—(ri— q)p J + U(v+ 2); 
en faisant donc 7= rvs, la probabilité que le bénéfice réel de A n’ex- 


cédera pas les limites s[ gv — (1 — g)u.] + ry/s(v + 1) est égale a 


pe 
2 fdre *4-9 I arrite 


vz voqtt—q)  v2snq(t—q) 


l’intégrale étant prise depuis r=, et le dernier terme pouvant étre 
négligé. On voit par cette formule que si gv — (1 — g)u. n’est pas nul, 
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le bénéfice réel augmente sans cesse et devient infiniment grand et 
certain dans le cas d’un nombre infini d’événements. 

On peut étendre, par l’analyse suivante, ce résultat au cas ot les 
probabilités des s événements sont différentes, ainsi que les bénéfices 
et les pertes qui y sont attachés. Soient g, 9, g™, ..., g°~” les probabi- 
lités respectives de ces événements; vy, v, v, ..., v°-Y les bénéfices 
que procurent leurs arrivées. On peut, pour simplifier, faire abstrac- 
tion des pertes que causent leurs non-arrivées, en comprenant dans le 
hénéfice. que procure l’arrivée de chaque événement la quantité que A 
perdrait par sa non-arrivée, et en retranchant ensuite de l’avantage 
total de A la somme de ces dernieres quantités; car il est facile de voir 
que cela ne change point la position de A. 

Cela posé, considérons le produit 


(1 —gq+q evav—") (1 mt q) as qi) Hav ) noes (1 _ go-)) ae gis eve Yay—1), 


Il est clair que la probabilité que la somme des bénéfices sera f+ l’ 
est égale au coefficient de c%*”*V—' dans le développement de ce pro- 
duit; elle est done égale a 


(a) 5 Js en (f+ )oy=t(4 = ¢-+4q cvoV—1) NS (; — gs) + gs-) eve Pa y-1), 


Pintégrale étant prise depuis o = — z jusqu’a o =7, et les nombres v, 
vi"), ... étant supposés, comme on peut le faire, des nombres entiers. 
Prenons le logarithme du produit 


(5) c-foV—4 (4 = q —- q eva ) shin ek (1 ee qs-") ate gs-) ev ay—-1 ) ; 
en le développant suivant les puissances de a, il devient 

SgMyvO — fiw V—1 — ws Olt — GON @)2 == ae 

(Sg — fw yi — Esq — qi)» 3 
le signe S se rapportant a toutes les valeurs de 7, depuis 7 = 0 jusqu’a 


t= s—tr. La supposition de f égal 4 Sq fait disparaitre la premiere 
puissance de a, et la considération de s, un tres grand nombre, rend 
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insensibles les termes dépendants des puissances de a, supérieures au 
carré. En repassant donc des logarithmes aux nombres dans le déve- 
loppement précédent, le produit (5) devient a trés peu pres 


@? : F 
— — $qM(1— gq) v2 
2 
c , 


ce qui change l’intégrale (a) dans celle-ci 


vas Yi — & sq(1 — gi) v2 


Lintégrale devant étre prise depuis o =— 7 jusqu’a o=7, et 
Sg(1 — q®)v? étant un grand nombre de l’ordre s, il est clair que 
cette intégrale peut étre étendue sans erreur sensible jusqu’aux valeurs 
infinies positives et négatives de o. En faisant done 


Bg (1 — g@) y2 vee 
Ee a ce ata ag 
2 V28g(1— gi) yo? 


et intégrant depuis ¢ =— oo jusqu’a t= « , l’intégrale (a) devient 


U3 
ce 2S gO 1—qd v2, 


I 


V2rSq (1 = gq) v22 


Si l’on multiplie cette quantité par adi’, et qu’ensuite on I’integre 
depuis // = 0, cette intégrale sera l’expression de la probabilité que le 
bénéfice de A sera compris dans les limites f= /, ou Sg%v +7; en 


faisant ainsi 


V=rV28q(1— gq? )v2, 


la probabilité que le bénéfice de A sera compris dans les limites 


SqOyO + p V2 Sq (1 — g) yo 
est 
2 
— fdr Cala 
T 


l’intégrale étant prise depuis r= o. 
Maintenant il faut, par ce qui précede, changer dans les limites pre- 
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cédentes v dans v +» et en retrancher Su; la probabilité que 


le bénéfice réel de A sera compris dans les limites 


[gv — (1 — Gg) pO] Er ya8gO(r— gO) (VO + OP 


est done 


= OLOE Cage 
T 


On voit par cette formule que, pour peu que l’espérance mathématique 
de chaque événement surpasse zéro, en multipliant les événements a 
linfini, le premier terme de l’expression des limites étant de l’ordre s, 
tandis que le second n’est que de l’ordre ys, le bénéfice réel s’accroit 
sans cesse et devient a la fois infiniment grand et certain, dans le cas 
d’un nombre infini d’événements. 


39. Considérons maintenant le cas ou, 4 chaque événement, la per- 
sonne Aa un nombre quelconque de chances a espérer ou a craindre. 
Supposons, par exemple, qu’une urne renferme des boules de diverses 
couleurs, que l’on tire une boule de cette urne, en la remettant dans 
V’urne apres le tirage, et que le bénéfice de A soit v si la boule extraite 
est de la premiere couleur, qu'il soit v’ si la boule extraite est de la 
deuxieme couleur, qu’il soit v’ si la boule extraite est de la troisieme 
couleur, et ainsi de suite, les bénéfices devenant négatifs lorsque A est 
forcé de donner au lieu de recevoir. Nommons a, a’, a’, ... les proba- 
bilités que la boule extraite 4 chaque tirage sera de la premiére, ou de 
de la deuxieme, ou de la troisieme, etc. couleur, et supposons que l’on 
ait ainsi s tirages; on aura d’abord 


C2 de Se 


En multipliant ensuite les termes du premier membre de cette équa- 
tion, respectivement par CV", @ eva", chav, _.., le terme in- 
dépendant des puissances de c*’—', dans le développement de la fone- 
tion 

eH(+seyaV—1 (@ pvaV—1 +. ql eV ON=1 + a" eaV—1 4...) 
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sera, par ce qui précede, la probabilité que, dans s tirages, le bénétice 


de A sera sy. + 2; cette probabilité est donc égale a 


(c) = Sido A tav—'[¢ pa 1( @ CvOV—-! + q’eVOV-1 +, ie 


l’intégrale relative & o étant prise depuis o =— 7 jusqu’a o =7. Si 
l'on développe par rapport aux puissances de o le logarithme hyperbo- 
lique de la quantité élevée &@ la puissance s sous le signe f, et si l’on 


observe que a+ a’+ a’+...=1, on aura, pour ce logarithme, 
wyY—i(av+a'y'+avy’+...—p) 
w2 , 7 
— —f[av?+a'y?+ ay? +...—(av+av+a''+...)2]—.... 
2. 


On fera disparaitre la premiere puissance de o, en faisant 
paavtay+al+...; 
si Pon suppose ensuite 


2k? = ay? + a'y'?* + a"y?+...—(avt+av tay" +...)*, 


et si l’on observe que, s étant supposé un grand nombre, on peut ne- 
gliger les puissances de o supérieures au carré, on aura, en repassant 
des logarithmes aux nombres, 


[ c-Hev—1( a evav—! + a! ev'V—-1 4- a’ e"OV-t +...) P= eso", 
ce qui change l’intégrale (c) dans celle-ci 


fda cav— tsa, 
2T 


qui devient, en intégrant comme dans le numéro précédent, 


Be 
[ Cc 4 sk? 


2k st 


En la multipliant par 2d/ et intégrant le produit depuis /= 0, on aura 


” 
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la probabilité que le bénéfice réel de A sera compris dans les limites 


s(av+aly+a’y"+...) 2]; 


en faisant done 
(Sakis; 


cette probabilité sera, en prenant l’intégrale depuis r’= 0, 


2 ; 
— fdre, 
v 


Nous avons supposé dans ce qui précede les probabilités des événe- 
ments connues; examinons le cas ou elles sont inconnues. Supposons 
que, sur m événements semblables attendus, x soient arrivés, et que A 
attende s pareils événements, dont chacun lui procure par son arrivée 
le bénéfice v, la non-arrivée lui causant la perte vw. Si l’on représente 


nN eee : . FP 
par —s-+s le nombre d’événements qui arriveront sur les s éyéne- 


ments attendus, la probabilité que z sera contenu dans les limites + 4¢ 
sera par le n° 30 

2 2 

—fdtc, 

Vo 


lintégrale étant prise depuis ¢ = o, A? étant égal a 


ans(m—n)(m-+s) 


m* 


. it , Fa Wi oy FA ‘RR ' 
Mais, SP ig étant le nombre des événements arrivés, le bénéfice réel 


de A est 


nv (m—n)p Rote 
wa m Pe 


lintégrale précédente est donc la probabilité que le béenéfice réel de A 
sera compris dans les limites 


| NE | sot ey + a, 


ne m 


k ost de Pordre ys, sim etn sont d’un ordre égal ou plus grand que s; 
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ainsi, quelque petite que soit l’espérance mathématique relative a 
chaque événement, le bénéfice réel devient a l’infini, certain et infini- 
ment grand, lorsque le nombre des événements passés est supposé 
infini, comme celui des événements futurs. 


40. Nous allons maintenant déterminer les bénéfices des établisse- 
ments fondés sur les probabilités de la vie humaine. La maniere la plus 
simple de calculer ces bénéfices est de les réduire en capitaux actuels. 
Prenons pour exemple les rentes viageres. Une personne de l’age A 
veut constituer sur sa téte une rente viagere A; on demande le capital 
qu'elle doit pour cela donner a la caisse de |’établissement qui lui fait 
cette rente. 

Si l’on nomme y, le nombre des individus de l’age A dans Ja Table 
de mortalité dont on fait usage, et y, le nombre des individus de l’age 
A+ «, la probabilité de payer la rente a la fin de l’année A + & sera 


xv , hyx : : 
a par conséquent, la valeur du payement sera a Mais, si l’on 
0 0 
désigne par 7 Vintérét annuel de lunité, en sorte que le capital 1 de- 
vienne t+ rapres un an, il deviendra (1-+ 7)” apres w années; ainsi, le 
payement (1+ 7r)* fait a la fin de la v'*™¢ année, réduit en capital actuel, 
devient l’unité, ou ce méme payement divisé par (1 + 7)”; le payement 


Resi sidict us hy 
hye réduit en capital actuel est donc ee 


5 pan aoe La somme de tous 
0 0 p 


les payements faits pendant la durée de la vie de la personne qui con- 
stitue la rente et multipliés par leur probabilité équivaut donc a un 
eapital actuel représenté par l’intégrale finie 


hyx 


Plc) 


la caractéristique & devant embrasser toutes les valeurs de la fonction 
qu’elle affecte. 

On peut déterminer cette intégrale en formant toutes ces valeurs 
d’apres la Table de mortalité, et en les ajoutant ensemble; on déduira 
ensuite les capitaux les uns des autres, en observant que, si l’on 
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nomme F le capital relatif a age A et F’ le capital relatif'a Page A +1, 


ona 
paw! F’+- he 
yo 1-+r 


Mais ce procédé se simplifie lorsque la loi de mortalité est connue, et 
surtout lorsqu’elle est donnée par une fonction rationnelle et entiere 
de x, ce qui est toujours possible, en considérant les nombres de la 
Table de mortalité comme des ordonnées dont les ages correspondants 
sont les abscisses, et en faisant passer une courbe parabolique par les 
extrémités des deux ordonnées extrémes et de plusieurs ordonnées 
intermédiaires. Les différences qui existent entre les diverses Tables 
de mortalité permettent de regarder ce moyen comme aussi exact que 
ces Tables, et méme de s’en tenir & un petit nombre d’ordonnées. 
Faisons 
if Wee 


— Pp, Ss UI 


reprenons la formule (16) du n° 14 du Livre I qui donne 


¥ Lu —_ —_ pe 
he ie 


du 


pet —1 


f étant une constante arbitraire. Il faut, dans le développement du 
premier terme du second membre de cette équation par rapport aux 


suissances de 2“, changer une puissance quel du’ dang Ue 
| 1 dx’ 12) P 5 que conque ae Gans Ane 


; el : : ee du 
et multiplier par ule premier terme, qui est indépendant de qe Ona 


ainsi 
pry at 
Cay , z+ 2 
See hier pru Oe a pot) peel dy 
Bea 1—p  (1—p)?_ 1.2.(1— p)s dx? ° 


Pour déterminer f/f, on observera que l'intégrale Zp*u est nulle 
lorsque 7 =1, et qu’elle se termine lorsque «=n+1, A+n étant 
la limite de la vie; car alors elle embrasse les termes correspondants 


: ae du 
a tous les nombres 1, 2, 3, ..., n. Désignons done par (w), (=) sey 
x 
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» GREE du ; : 
is blk pnd Da les valeurs de wu, ate correspondantes a a= 1 et A 


ve =n+t; on aura 


Si uw ou on est constant et égal & Punité, depuis « =1 jusqu’a «=n, 
0 


alors la vente viagere doit étre payée certainement pendant le nombre 
: . ne) du 
n d’années, et elle devient une annuité. Dans ce cas, re est nul, et la 
h p(1— p”) 
i—p 


formule précédente donne pour le capital équivalent & l’an- 


nuité A. 
Si w=1—~, alors la probabilité de la vie décroit en progression 


arithmétique, et la formule précédente donne 


hp E I | 
ie n(1— p) 


pour le capital équivalent a la rente viagere A, et ainsi de suite. 


Supposons maintenant que l’on veuille constituer une rente viagere / 
sur plusieurs individus des ages A, A+a, A+a+d, ..., de sorte 
que la rente reste au survivant. Désignons par Yo, Yara Yatara’s ++- 
les nombres de la Table de mortalité, correspondants aux ages A, 

ro) 
At+a,A+a+da’,...,laprobabilité qu’a le premier individu de vivre 
» Page A+ étant 2, la probabilité qu’a cet age il aura cessé de 
i>) dA t>) 
0 


cL. 


vivre est r— 2+ Pareillement, la probabilité qu’a le deuxiéme individu 
sf 


0 
de vivre & Page A+a-+ 2 ou 4 la fin de la x™ année de la constitu- 


a 


tion de la rente étant Fae la probabilité qu'il aura cessé de vivre 


alors est 1 — 22**; la probabilité que le troisieme individu aura cessé 
y 


a 


v 


de vivre, 2 la méme époque de la constitution de la rente, est 
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I — ee, et ainsi de suite. La probabilité qu’aucun de ces individus 
Vata’ 


n’existera a cette époque est donc 


(1-28) (1 Bess) (,_Eeane) 
Yo Ya Vara’ 


En retranchant ce produit de Vunité, la difference sera la probabilité 


qu’un de ces individus au moins sera vivant a la fin de la wie™* année 
de la constitution de la rente. Nommons u cette probabilité; LAp?u 
sera le capital actuel équivalent a la rente viagere 4. Mais on doit ob- 
server, en prenant cette intégrale, que les quantités Vary) gran SOM 
nulles, lorsque leurs indices 2, +a, ... surpassent le nombre n, 
A+ n étant la limite de la vie. 

Si y, est une fonction rationnelle et entiere de x, et d’exponentielles 
telles que g”, 7”, ..., on aura facilement, par les formules du Livre I*, 
Pintégrale AZp*u; mais on peut dans tous les cas former, au moyen 
dune Table de mortalité, tous les termes de cette intégrale, en prendre 
la somme et construire ainsi des Tables de rentes viageres sur une ou 
plusieurs tétes. 

L’analyse précédente sert pareillement & déterminer la rente viagere 
que l’on doit faire & un établissement pour assurer a ses héritiers un 
capital apres sa mort. Le capital équivalent a la rente viagere h, faite 
PU Vx 


V0 


a une personne de |’age A, est, par ce qui précede, AS » le signe S 
comprenant tous les termes inclusivement, depuis 7 =1 jusqu’a la 
limite de la vie de la personne. Nommons Ag cette intégrale, et imagi- 
nons que l’établissement recoive de cette personne la rente h, et lui 
donne en échange le capital hg. Concevons ensuite que la méme per- 


sonne place ce capital a intérét perpétuel sur l’établissement lui-méme, 
Vintérét annuel de Punité étant rou Pi Il est clair que létablisse- 
ment doit rendre le capital dg aux héritiers de la personne. Mais elle a 
fait pendant sa vie la rente A a l’établissement, et elle en arecu la rente 
hq 72 1] 


ne a rente qu'elle a faite réellement est donc hl ss a 
P 
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e’est donc ce qu’elle doit donner annuellement 4 l’établissement pour 
assurer a ses héritiers le capital hq. 

Je n’insisterai pas davantage sur ces objets, ainsi que sur ceux qui 
sont relatifs aux établissements d’assurance de tout genre, parce qu ils 
ne présentent aucune difficulté. Jobserverai seulement que tous ces 
établissements doivent, pour prospérer, se réserver un bénéfice et mul- 
tiplier considérablement leurs affaires, afin que, leur bénéfice réel 
devenant presque certain, ils soient exposés le moins qu il est possible 
a de grandes pertes qui pourraient les détruire. En effet, si le nombre 
des affaires est s et si avantage de létablissement dans chacune 
(elles est 5, alors il devient extrémement probable que le bénéfice 
réel de l’établissement sera sb, s étant supposé un tres grand nombre. 

Pour le faire voir, supposons que s personnes de l’age A constituent, 
chacune sur sa téte, une rente viagere h, et considérons une de ces 
personnes que nous désignerons par C. Si C meurt dans Vintervalle de 
la fin de l’année x écoulée depuis la constitution de sa rente & la fin 
de l'année «+1, l’établissement lui aura payé la rente A pendant 
a années, et la somme de ces payements, réduite en capital actuel, 
sera A( p+ p? +...+ p”) ou ZAp**'; or la probabilité que C mourra 


dans cet intervalle est 2” ee ou wees la valeur de la perte que 
0 0 
reas Ary 
l’établissement doit alors supporter est donc — ae ae La somme 
0 
de toutes ces pertes est 
‘Ayr 
— 3 (Y shpe+); 
(r) [SS hp 


c’est le capital que C doit verser a la caisse de l’établissement pour en 
receyoir la rente viagere 2. On peut observer ici que l’on a 


omen, Ayn apr —— Vuri apes + Yr pe = Vu jigee 


xn intégrant le second membre de cette équation, la fonction (7) se 
réduit a 


‘ 2 sp” 
a Jey Ap? +- Lhyxp* + const.; 
0 


Jo 
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or Sp” se réduit a zéro, lorsque « =1, et lorsque w=n-+1, yz est 
nul par ce qui précede; la fonction (7) ou le capital que C doit payer a 


; Thy xp? . : au GA 
V’établissement est donc ~“, ce qui est conforme ace qui précede. 


J 
Mais sous la forme de la fonction (7) on peut appliquer au bénéfice de 
Vétablissement l’analyse du n° 39. En effet, on a dans ce cas, par le 


numéro cité, 


ay + Oy aly 3 (SU Bip); 
"0 


A Vx 
Vo 


ensuite a, a’, ... étant les valeurs successives de — > on. aura 


Aye 
Yo 


ay? +- ay? +... 3|— (Bape) |, 


en sorte que 


2 hr =3|— AYES hpet | — E (AZ zhpew) | 
: Yo Yo : 


En supposant que chacune des s personnes qui constitue la rente A sur 
sa téte verse a la caisse de l’établissement, outre le capital correspon- 
dant a cette rente, une somme 6, pour subvenir aux frais de |’établisse- 
ment, on aura, parle n° 39, 


2 1 13 
—= fdr e", 
T 


pour la probabilité que le bénéfice réel de ’établissement sera compris 


dans les limites 
sb Eafkr' /s. 


Ainsi, dans le cas d’un nombre infini d'affaires, le bénéfice réel de 
’établissement devient certain et infini. Mais alors ceux qui traitent 
avec lui ont un désavantage mathématique qui doit étre compensé 
par un avantage moral, dont Vappréciation va étre objet du Chapitre 
suivant. 
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CHAPITRE X. 


DE L’ ESPERANCE MORALE. 


41. Onavu, dans le n° 2, la différence qui existe entre l’espérance 
mathématique et l’espérance morale. L’espérance mathématique résul- 
tante de l’attente probable d’un ou de plusieurs biens étant le produit 
de ces biens par la probabilité de les obtenir, elle peut étre évaluée 
par analyse exposée dans ce qui précede. L’espérance morale se regle 
sur mille circonstances qu’il est presque impossible de bien évaluer. 
Mais nous avons donné dans le numéro cité un principe qui, s’appli- 
quant aux cas les plus communs, conduit a des résultats souvent utiles, 
et dont nous allons développer les principaux. 

D’apres ce principe, x étant la fortune physique d’un individu, l’ac- 
croissement dx qu’elle recoit produit & Vindividu un bien moral 
réciproque a cette fortune; l’accroissement de sa fortune morale peut 


. rt hk dx ; eas yee 
done ¢tre exprimé par —~, & etant une constante. Ainsi, en dési- 


gnant par y la fortune morale correspondante a la fortune physique x, 
on aura 


y=hk logx + logh, 


h étant une constante arbitraire que l’on déterminera au moyen d’une 
valeur de y correspondante & une valeur donnée de x. Sur cela, nous 
observerons que l’on ne peut jamais supposer a et y nuls ou négatifs 
dans l’ordre naturel des choses; car homme qui ne possede rien 
regarde son existence comme un bien moral qui peut étre comparé a 
l’avantage que lui procurerait une fortune physique dont il est bien 
OEuvres de L. — Vil. 56 
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difficile d’assigner la valeur, mais que l’on ne peut fixer au-dessous de 
ce qui lui serait rigoureusement nécessaire pour exister; car on con- 
coit qu'il ne consentirait point a recevoir une somme modique, telle 
que cent francs, avec la condition de ne prétendre a rien, lorsqu’il 
laurait dépensée. 

Supposons maintenant que la fortune physique d’un individu soit a, 
et qu’il lui survienne l’expectative d’un des accroissements «, 6,y,..-, 
ces quantités pouvant étre nulles ou méme négatives, ce qui change 
les accroissements en diminutions. Représentons par p,g,7, ... les 
probabilités respectives de ces accroissements, la somme de ces pro- 
habilités étant supposée égale a l’unité. Les fortunes morales corres- 
pondantes de l’individu pourront étre 


klog(a+a«)+logh, klog(a+6)+logh, klog(a+y)+logh, 


En multipliant ces fortunes respectivement par leurs probabilités p, ¢, 
r, ..., la somme de leurs produits sera la fortune morale de Vindividu 
en vertu de son expectative; en nommant donc Y cette fortune, on 


aura 


Y= kp log(a+ a)+kq log(a+ 6)+ Ar log(a+y)+...+logh. 


Soit X la fortune physique qui correspond a cette fortune morale, on 
aura 

Y=/s logX + logh. 
La comparaison de ces deux valeurs de Y donne 


X=(a+a)P(a+6\¢(a+y)r.... 


Si l’on retranche la fortune primitive a de cette valeur de X, la diffé- 
rence sera l’accroissement de la fortune physique qui procurerait a 
individu le méme avantage moral qui résulte pour lui de son expec- 
tative. Cette différence est done l’expression de cet avantage, au lieu 
que l’avantage mathématique a pour expression 


Page ryeeiee 
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De la résultent plusieurs conséquences importantes. L’une d’elles est 
que le jeu mathématiquement le plus égal est toujours désavantageux. 
En effet, si l'on désigne par a la fortune physique du joueur avant de 
commencer le jeu; par p sa probabilité de gagner, et par p sa mise, 

p y) 


3 ae eo. , I 4 ; 
celle de son adversaire doit étre, pour l’égalité du jeu, f ainsi 


. : > : : oe 
le joueur gagnant la partie, sa fortune physique devient a+ ae U, 


et la probabilité de cela est p. S’il perd la partie, sa fortune physique 
devient a —u., et la probabilité de cela est 1 — Pp; en nommant donc 
X sa fortune physique, en vertu de son expectative, on aura, par ce qui 
precede, 


or cette quantité est plus petite que a, c’est-a-dire que Pona 


(: sop eld Ey (: Ailes 
jee: a 


ou, en prenant les logarithmes hyperboliques, 


P log (144 ae “) + (1—p) log (1— E) <0: 


P a a 


Le premier membre de cette équation peut étre mis sous la forme 


du. I as 
ata Pes a ty 1—p vu. a 


I-b 
P a a 


quantité qui est évidemment négative. 

Il résulte encore de l’analyse précédente qu'il vaut mieux exposer 
sa fortune par parties 4 des dangers indépendants les uns des autres, 
que de l’exposer tout entiere au méme danger. Pour le faire voir, sup- 
posons qu’un négociant, ayant a faire venir par mer une somme «, l’ex- 
pose sur un seul vaisseau, et que l’observation ait fait connaitre la pro- 
babilité p de Varrivée d’un vaisseau du méme genre dans le port; 
’avantage mathématique du négociant, résultant de son expectative, 
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sera pe. Mais, si l’on représente par l’unité sa fortune physique, indeé- 
pendamment de son expectative, sa fortune morale sera, par ce qul 
précede, 

kp log(1+ ¢) + logh, 
et son avantage moral sera, en vertu de son expectative, 

(1+¢)P—1, 

quantité plus petite que pe; car ona 


(1+ ¢)P<C1+ pe, 


puisque log(1 + <)? ou p log(1-+ <) est moindre que log(1+ pe), ce qui 
est évident, lorsqu’on met ces deux logarithmes sous les formes 


(2s et f pde j 
J I+e€ I-+ pé 


Supposons maintenant que le négociant expose la somme ¢, par par- 


ties égales, sur 7 vaisseaux. Sa fortune physique deviendra 1+ ¢, si! 
tous les vaisseaux arrivent, et la probabilité de cet événement est p’. 
Si r—r vaisseaux arrivent, la fortune physique du négociant devient 


(r—t)e 
= 


I+ et la probabilité de cet événement est rp’-'(1 — p). 


Si r— 2 vaisseaux arrivent, la fortune physique du négociant devient 


Vpn ae, OF ie 2 by TA ie 
1+ ——~ ¢, et la probabilité de cet événement est oe 


Pea 
et ainsi de suite; la fortune morale du négociant est donc, par ce qui 


précede, 


p” log(1 + ¢) + rp’—'(1—p) log (1+ — :) 


fy r(r—1) 


pr-a(1— p}#log (1+ Z = Seon 


expression que l’on peut mettre sous cette forme 


2) 


Uap af ote | Ce cae nL Pic nt crac ae te De 
Li 6 pes, | "= 2.) 


+ logh. 
i—_s 


1 


@ 


Si lon retranche de cette expression celle de la fortune morale du né- 
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gociant lorsqu’il expose la somme « sur un seul vaisseau, et que l’on 
obtient en faisant r= 1 dans la précédente, ce qui, abstraction faite de 


édui i de yest écal : 
logh, réduit celle-ci a ip f S qui est égal a 


if | aaa eat ip ne tO 
Li I+ ¢ Lem oe) ae ) ars 


la différence sera 


kp(1— p) 


cette différence étant positive, on voit qu’il y a moralement de l’avan- 
tage a partager la somme « sur plusieurs vaisseaux. Cet avantage s’ac- 
croit a mesure que l’on augmente le nombre r des vaisseaux, et, si ce 
nombre est tres grand, V’avantage moral devient & peu pres égal a 
Pavantage mathématique. 

Pour le faire voir, reprenons la formule (a) et donnons-lui cette 
forme 


ae = +1 Alb + logh, 


iin 
(a’) kp f {dx dec a 
lintégrale relative a x étant prise depuis x nul jusqu’a «x infini. Dans 
cet intervalle, le coefficient de dx sous les signes ff n’a ni maximum 
ni minimum ; car sa différentielle prise par rapport a x est 


ex 


a fa ae Gish ae) “| pls elo * pes (1+ Ol 


cette différentielle est constamment négative depuis 2 =o jusqu’a 
a infini; ainsi le coefficient lui-méme diminue constamment dans cet 
intervalle. C’est donc ici le cas de faire usage de la formule (A) du n° 22 
du Livre I*, pour avoir, par une approximation convergente, l’intégrale 


fy dx, y étant égal a 
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La quantité que nous avons nommée ¢ dans le numéro cité devient 


alors 
ex 
y dx pe "+1—p 
eT ia By eas viel Ao 


ce qui donne 
I 


ie Sa : 
I-+ pe-+(t— p) 


dU 
> dx’ 


posé, la formule (A) citée donnera 


j . dv 
- étant ce que deviennent ¢, [> ---» lorsque # est nul. Cela 


U 


ion eae Ve +1 are 


, \ pls— pet (1 +) ] 


It pe + (1p) =| r[rper pls] | 


La formule (a’) devient ainsi, & tres peu pres, lorsque 7 est un grand 


nombre, 


ou 
k log(1 + pe) + logh. 


Maintenant soit X la fortune physique correspondante a cette for- 
tune morale; on a, par ce qui précede, 


k logX + logh, 


pour la fortune morale correspondante & X; en comparant donc ces 


deux expressions, on aura 
X=1-+ pe. 
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Dans ce cas, l’avantage moral est pe; il est done égal a l’avantage 
mathématique. 

Souvent l’avantage moral des individus est augmenté par le moyen 
des caisses d’assurance, en méme temps que ces caisses produisent 
aux assureurs un bénéfice certain. Supposons, par exemple, qu'un 
négociant ait une partie < de sa fortune sur un vaisseau dont la prola- 
bilité de Varrivée est p, et qu'il assure cette partie, en donnant une 
somme a la compagnie d’assurance. Pour l’égalité parfaite entre les 
sorts mathématiques de la compagnie et du négociant, celui-ci doit 
donner (1 — p)e pour prix de l’assurance. En représentant par l’unité 
la fortune du négociant, indépendamment de son expectative ¢, sa 


fortune morale sera, par ce qui précede, 
kp log(1+e¢) + logh, 
dans le cas ot il n’assure pas, et dans le cas ot il assure, elle sera 


ke log(1 + ps) + logh; 
orona 
log(1-+ pe) > p log(i+ ¢) 


ou, ce qui revient au méme, 


de de 
p tant moindre que luniteé; la fortune morale du négociant est donc 
augmentée, au moyen de son assurance. II peut ainsi faire a la com- 
pagnie d’assurance un sacrifice propre a subvenir aux frais de l’éta- 
blissement etau bénéfice qu’elle doit faire. Sil’on nomme « ce sacrifice, 
c’est-a-dire si l’on suppose que le négociant donne a la compagnie, 
pour prix de son assurance, la somme (1 — p)e +, on aura, dans le 
cas de l’égalité des fortunes morales, lorsque le négociant assure, et 


lorsqu’il n’assure point, 


log(1 —a + pe) =p log(1-+ ¢), 


ce qui donne 
a= 1+ pe—(i+e)P. 
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C’est tout ce que le négociant peut donner a la compagnie, sans désa- 
vantage moral; il aura donc un avantage moral, en faisant un sacrifice 
moindre que cette valeur de «, et en méme temps, la compagnie aura 
un bénéfice qui, comme on I’a vu, devient certain, quand ses relations 
sont tres nombreuses. On voit par la comment des établissements de 
ce genre, bien concus et sagement administrés, peuvent s’assurer un 
bénéfice réel, en procurant des avantages aux personnes qui traitent 
avec eux. C’est en général le but de tous les échanges; mais ici, par une 
combinaison particuliere, ’échange a lieu entre deux objets de méme 
nature, dont l’un n’est que probable, tandis que l’autre est certain. 


42. Le principe dont nous venons de faire usage pour calculer l’es- 
pérance morale a été proposé par Daniel Bernoulli, pour expliquer la 
différence entre le résultat du Calcul des Probabilités et Vindication du 
sens commun dans le probleme suivant. Deux joueurs A et B jouent a 
crow et pile, avec la condition que A paye a B deux francs, si crow 
arrive au premier coup; quatre francs, sil arrive au deuxieme coup ; 
huit francs s’il arrive au troisieme coup, et ainsi de suite jusqu’au 2 
coup. On demande ce que B doit donner 4 A en commencant le jeu. 

fl est visible que V’avantage de B, relatif au premier coup, est 
un frane; car il a ; de probabilité de gagner deux francs & ce coup. 
Son avantage relatif au deuxieme coup est pareillement un franc; car 


4 Sh RSS al : OE ERD 
+ de probabilité de gagner quatre francs & ce coup, et ainsi de 


ila 
suite, en sorte que la somme de tous ses avantages relatifs aux 2 coups 
est n francs. II doit donc, pour l’égalité mathématique du jeu, donner 
a A cette somme qui devient infinie, si l’on suppose que le jeu con- 
tinue a linfini. 

Cependant personne, a ce jeu, ne risquera avec prudence une somme 
méme assez modique, telle que cent francs. Pour peu que l’on réflée- 
chisse a cette espece de contradiction entre le calcul, et ce qu’indique 
le sens commun, on voit facilement qu’elle tient & ce que, si l’on sup- 
pose, par exemple, rn = 5o, ce qui donne 2°° pour la somme que B peut 
espérer au cinquantieme coup, cette somme immense ne produit point 
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a Bun avantage moral proportionnel & sa grandeur, de maniere qu’il 
y a pour lui un désavantage moral A exposer un franc pour |’obtenir, 


I 


avec la probabilité excessivement petite 50 de réussir. Mais l'avantage 


moral que peut procurer une somme espérée dépend d’une infinité de 
circonstances propres & chaque individu et qu’il est impossible d’éva- 
luer. La seule considération générale que l’on puisse employer a cet 
égard est que, plus on est riche, moins une somme tres petite peut 
etre avantageuse, toutes choses égales d’ailleurs. Ainsi la supposition 
la plus naturelle que l’on puisse faire est celle d’un avantage moral 
réciproque au bien de la personne intéressée. C’est & cela que se 
réduit le principe de Daniel Bernoulli, principe qui, comme on vient 
de le voir, fait coincider les résultats du calcul avec les indications du 
sens commun, et qui donne le moyen d’apprécier avec quelque exacti- 
tude ces indications toujours vagues. Son application au probleme 
dont on vient de parler va nous en fournir un nouvel exemple. 
Nommons a la fortune de B avant le jeu, et x ce quwil donne au 
joueur A. Sa fortune devient a— «-+ 2, si crowv arrive au premier 
coup; elle devient a — x + 2, si crow arrive au deuxieme coup, et 
ainsi de suite jusqu’au coup 7, ou elle devient a— «+ 2", si croix 
n’arrive qu’au coup n*™*, La fortune de B devient a — x, si croix n’ar- 
rive point dans les n coups, apres lesquels la partie est supposée finir ; 


: crate : ae I = Pons 
mais la probabilité de ce dernier événement est —- En multipliant les 


logarithmes de ces diverses fortunes par leurs probabilités respectives 
et par #, on aura, par ce qui precede, la fortune morale de B, en vertu 


des conditions du jeu, égale a 


~ ke log(a— x +2) + —h log(a—x+22) +... 


+ ait log(a — x + 2”) +h log(a — x) + logh. 


Mais, avant le jeu, sa fortune morale était £ loga + logh; en égalant 
donc ces deux fortunes, pour que B conserve toujours la méme fortune 
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morale, et repassant des logarithmes aux nombres, on aura, a— x 
D Oe te s / ne BS ae 
étant supposé égal a a’, et faisant 7 =% 

3 Es ee 
(o) I ae == (1+ 2a)" (1+ 22a)” ... (14+ a%a)?"s 


1 


les facteurs (1-+ 2a)’, (1+ 2?«)” vont en diminuant sans cesse, et leur 


lo 


limite est Punité; car ona 
A wks 
(1+ ata) > (4+ att gait, 
En effet, si l’on éleve a la puissance 2'*' les deux membres de cette 


inégalité, elle devient 
T+ 2'tly + 22%a2 S14 alta, 


et sous cette forme l’inégalité devient évidente. De plus, le logarithme 


1 . 
. aoe A fy | . Oy 
de (1+ 2'a)* est égal a /28" + = log (« +S a) et il est visible que 
2? OL 


Qe 


cette fonction est nulle dans le cas dez infini, ce qui exige que dans ce 
i 


cas (1-+ 2’«)* soit l’unité, 

Si on suppose x infini dans l’équation (0), on a le cas ot la partie 
peut se prolonger a V’infini, ce qui est le cas le plus avantageux a B. 
a et par conséquent « étant supposés connus, on prendra la somme des 
logarithmes tabulaires d’un assez grand nombre z —1 des premiers 
facteurs du second membre, pour que 2‘ soit au moins égal a dix. La 
somme des logarithmes tabulaires des facteurs suivants, jusqu’a l’in- 
fini, sera, & tres peu pres, égale a 


loge 
oF 


+ 


(¢ +1) loga Ee 04342945 - 
Qi- 3a2!-2 


L’addition de ces deux sommes donnera le logarithme tabulaire de 
a + x ou de a. Ainsi l’on aura pour une fortune physique a, supposée 
a Bavant le jeu, la valeur de x qu’il doit donner 4 A au commencement 
du jeu, pour conserver la méme fortune morale. En supposant, par 
exemple, a’ égal a cent, on trouve a =107",89, d’oti il suit que, la 
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fortune physique de B étant primitivement 107%, 89, il ne doit alors 
risquer prudemment a ce jeu que 7‘, 89, au lieu de la somme infinie 
que le résultat du calcul indique, lorsqu’on fait abstraction de toutes 
considérations morales. Ayant ainsi la valeur de a relative a a’ = 100, 
il est facile d’en conclure de la manitre suivante sa valeur relative a 
a’ = 200; en effet on a, dans ce dernier cas, 


| 


1 a 4 
8 


(200-492)? . ., = 3 (100 +1)" (100 +2)? (100. -- 4)". 


ab 
4 


~] 


is 


a= (200 + 2) 


Mais on vient de trouver 


eee oars 2 


a= LOT. OG a3 


o0|— 


done 
@ = 9 \ 1017107, 00 == 208,79, 


Ainsi la fortune physique de B étant primitivement 208,78, il ne peut 
risquer prudemment a ce jeu au dela de 8", 78. 


43. Nous allons maintenant étendre le principe exposé ci-dessus 
aux choses dont l’existence est éloignée et incertaine. Pour cela, con- 
sidérons deux personnes A et B, qui veulent placer chacune, en viager, 
un capital g. Elles peuvent le faire séparément; elles peuvent s’asso- 
cier et constituer une rente viagere sur leurs tétes, de maniere que la 
rente soit réversible a celle qui survit 4 l'autre. Examinons quel est le 
parti le plus avantageux. 

Supposons les deux personnes du méme age et ayant la méme for- 
tune annuelle que nous représenterons par l’unité, indépendamment 
du capital qu’elles veulent placer. Soit 6 la rente viagere que ce capital 
leur produiraita chacune, si elles placaient leurs capitaux séparément, 
en sorte que leur fortune annuelle devienne 1+ 6. Nous exprimerons, 
conformément au principe dont il s’agit, leur fortune morale annuelle 
correspondante par / log(1+ 6) + logh. Mais cette fortune n’aura lieu 
que probablement a la «‘*™* année; ainsi, en désignant par y, la pro- 
babilité que A vivra a la fin de la w'*™* année, on doit multiplier sa 
fortune morale annuelle relative a cette année par y,; en ajoutant 
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done tous ces produits, leur somme, que nous désignerons par 
[# log(1 + 6) + logh|Zy, sera ce que je nomme ici fortune morale 
viagere. 

Supposons maintenant que A et B placent la somme 2¢ de leurs ca- 
pitaux sur leurs tétes, et que cela produise une rente viagere 6’, réver- 
sible au survivant. Tant que A et B vivront, chacun d’eux ne touchera 
que +6’ de rente viagere, et leur fortune morale annuelle sera 
k log(1 + $6’) + logh. En la multipliant par la probabilité qu’ils 
vivront tous deux a la fin de l’année x, probabilité égale a (y,)?, la 
somme de ces produits pour toutes les valeurs de a sera la fortune 
morale viagere de A, relative a la supposition de leur existence simul- 


tanée; cette fortune est donc 
G log («+ 5) “+ logh |B (72) 


La probabilité que A existera seul a la fin de la a'*™® année est 
Ya — (Y~)?; 8a fortune morale viagere relative 4 son existence apres la 
mort de B, qui rend sa fortune morale annuelle égale a8 1+ 6’, est 
done 

[Ak log(1 + 6’) + logh]Z[ yx — (yx)? ]. 


La somme de ces deux fonctions 


Ul 


k log (: a 5) Bye) +k log(1+ 6') [2yx — 2(yx)?] + loghzyx 
sera la fortune morale viagere de A dans I’hypothese ot A et B placent 
conjointement leurs capitaux. 

Si on compare cette fortune a celle que nous venons de trouver 
dans le cas ot ils placent séparément leurs capitaux, on voit qu’il y 
aura pour A de l’avantage ou du désavantage a placer conjointement, 
suivant que 


f ol 


log (1+ = 2 (yx)? + log(1+ 8') [2px — 2(yx)?] 


sera plus grand ou moindre que log(r-+ 6)Zy,. Pour le savoir, il faut 
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déterminer le rapport de 6’ a 6; or ona, par le n° 40, 


q = S=pryx; 
L— a 9° aK ’ . A 
a étant Vintérét annuel de l’argent. On a ensuite, par le méme nu- 
mero, 
2q = 6' Zp*[2yrxr — (yx)? ]3 
on a done 


ieee 26 Lp Vx 
=p" [27x — (x)? ] 


Les Tables de mortalité donneront les valeurs de Xy,, 2(¥2)?, 2p" Yes 
=p*(¥x)?; on pourra ainsi juger lequel des deux placements dont il 
s'agit est le plus avantageux. 

Supposons 6 et 6’ de tres petites fractions; la quantité log(1 + 6) y, 
devient & tres peu pres 6Xy,. La quantité 


, 


log (: 3 a) 2 (yx)? + log(i + 6’) [2y2— (yx)? ] 


devient 
er 
.e) 
2 


[22 yx > X(yx)? I, 
et, en substituant pour ©’ sa valeur précédente, elle devient 


ple Rye 2 (re) Ep tye, 
i) Lp yx = Zp" (vx)? ) 


il y a done de l’avantage a placer conjointement, si 


lemporte sur 


ou si l’ona 


c’est en effet ce quia lieu généralement, p étant plus petit que unite. 
L’avantage de placer conjointement les capitaux s’accroit par la con- 


/ 


sidération que augmentation = de revenu arrive au surylvant, a un 


dh THEORIE ANALYTIQUE DES PROBABILITES. 


age ordinairement avancé, dans lequel de plus grands besoins qui se 
font sentir la rendent beaucoup plus utile. Cet avantage s’accroit encore 
de toutes les affections qui peuvent attacher les deux individus l’un a 
l’autre, et qui leur font désirer le bien-étre de celui qui doit survivre. 
Les établissements dans lesquels on peut ainsi placer ses capitaux et, 
par un léger sacrifice de son revenu, assurer l’existence de sa famille 
pour un temps ot l’on doit craindre de ne plus suffire 4 ses besoins, 
sont donc tres avantageux aux moeurs, en favorisant les plus doux pen- 
chants de la nature. Ils n’offrent point linconyénient que nous avons 
remarqué dans les jeux méme les plus équitables, celui de rendre la 
perte plus sensible que le gain, puisqu’au contraire ils offrent les 
moyens d’échanger le superflu contre des ressources assurées dans 
l'avenir. Le Gouvernement doit donc encourager ces établissements et 
les respecter dans ses vicissitudes; car les espérances qu’ils présentent 
portant sur un avenir éloigné, ils ne peuvent prospérer qu’a l’abri de 
toute inquiétude sur leur durée. 
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CHAPITRE XI. 


DE LA PROBABILITE DES TEMOIGNAGES. 


44, Je vais d’abord considérer un seul témoin. La probabilité de son 
témoignage se compose de sa véracité, de la possibilité de son erreur 
et de la possibilité du fait en lui-méme. Pour fixer les idées, concevons 
que l’on ait extrait un numéro d’une urne qui en renferme le nombre x, 
et qu'un témoin du tirage annonce que le n° z est sorti. L’événement 
observé est ici le (¢moin annoncant la sortie du n° 7. Soit p la véracité 
du témoin, ou la probabilité quwil ne cherche point a tromper; soit 
encore r la probabilité qu'il ne se trompe point. Cela posé : 

On peut former les quatre hypotheses suivantes. Ou le témoin ne 
trompe point et ne se trompe point; ou il ne trompe point et se 
trompe; ou il trompe et ne se trompe point; enfin, ou il trompe et 
se trompe a la fois. Voyons quelle est, @ priori, dans chacune de ces 
hypotheses, la probabilité que le témoin annoncera la sortie du n° z. 

Si le teémoin ne trompe point et ne se trompe point, le n°z sera sorti; 


mais la probabilité de cette sortie est a prior = en la multipliant par 
la probabilité pr de ’hypothese, on aura pe pour la probabilité entiere 
de l’événement observé dans cette premiere hypothese. 

Si le teémoin ne trompe point et se trompe, le n°z ne doit point étre 


5 5 . AA Sant) tat 
sorti, pour qu'il annonce sa sortie; la probabilité de cela est — - 


° 


Mais l’erreur du témoin doit porter sur l’un des numéros non sortis. 
Supposons qu'elle puisse également porter sur tous : la probabilité 
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. I one 7 7 . 
qu'elle portera sur le n°z sera ~——; la probabilité que le témoin ne 


I 


A a n— 
trompant point et se trompant annoncera le n°z est donc oa 


ou =. En la multipliant par la probabilité p(x — r) de ’hypothese elle- 


q DY Tae Oren py , 
méme, on aura Aieete pour la probabilité de ’événement observé 


dans cette seconde hypothese. 
Si le témoin trompe et ne se trompe point, le n°z ne sera point sorti, 


fi-— ft 


et la probabilité de cela est ; mais le témoin doit choisir, parmi 


n 


les m — 1 numéros non sortis, le n°z. Si lon suppose que son choix 


. ; I Oh eae 
puisse également porter sur chacun d’eux, ~—— sera la probabilité 


lest I 


. oe I j 
que son choix se fixera sur le n°7z; ous est donc la proba- 


nN Tie 
bilité que le témoin annoncera le n°z. En la multipliant par la proba- 


(Tes p) 


rai 5 ; r f eae 
bilité (1 — p)r de Vhypothese, on aura ——™~ pour la probabilité 


entiere de l’événement observé dans cette troisieme hypothese. 
Enfin, si le temoin trompe et se trompe, la probabilité qu'il ne croira 


Yea | 


pas le n° z sorti sera » et la probabilité qu'il le choisira parmi les 
ae : : I ile == il 1 I 

nm —1numeéros qu’il ne croira pas sortis sera ; ou 
ie nr t= 8 rf) 


sera done la probabilité qu’il annoncera la sortie du n°z. En la multi- 


het ibe, 


pliant par la probabilité (1 —p)(1 7) de Vhypothese, on aura mora ap 


pour la probabilité de l’événement observé dans cette quatrieme hypo- 
these. 

Cette hypothese renferme un cas dans lequel le n° 7 est sorti, savoir 
le cas dans lequel, le n°z étant sorti, le temoin ne le croit pas sorti, et 
le choisit parmi les m —1 numéros qu’il ne croit pas sortis. La proba- 


I 


bilité de cela est le produit de ~ par - En multipliant ce produit 


tT — 1 


ip aaa 


n(n —1) 


par la probabilité (1 — p)(1 — r) de Vhypothese, on aura 


pour la probabilité du cas dont il s’agit. 
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On peut arriver aux mémes résultats de cette maniere. Soient a, b, 
c,d,u,... les n numéros. Puisque le témoin se trompe, il ne doit 
point croire sorti le numéro sorti, et puisqu’il trompe, il ne doit point 
annoncer comme sorti le numéro qu’il croit sorti. Mettons done, a la 
premiere place le numéro sorti, & la deuxieme le numéro que le témoin 
eroit sorti, et a la troisieme le numéro quw’il annonce. Parmi toutes les 
combinaisons possibles des numéros trois 4 trois, sans exclure celles 
ou ils sont répetés, il n’y a de compatibles avec lhypothése présente 
que celles ot le numéro qui occupe la deuxieme place n’occupe ni la 
premiere, ni la troisieme; telles sont les combinaisons aba, abe, ... 
Or il est facile de voir que le nombre des combinaisons qui satisfont 
aux deux conditions précédentes est n(n —1)?; car la combinaison ab 
peut se combiner avec les nm — 1 numéros autres que 6, et le nombre 
des combinaisons ab, ba, ac est n(n — 1). Maintenant les combinaisons 
dans lesquelles le n° zest annoncé sans étre sorti sont de la forme abz, 
bai, act, ..., et le nombre de ces combinaisons est (nm — 1) (n — 2); 

te — > 


ainsi la probabilité qu'une de ces combinaisons aura lieu est aes 
aud 


Les combinaisons dans lesquelles le n° ¢ étant sorti, il est annonce, 
sont de la forme taz, ibi, ..., et le nombre de ces combinaisons est visi- 
blement n —1; la probabilité qu'une de ces combinaisons aura Jieu 


I . 6 5 
est donc ———.- II faut multiplier toutes ces combinaisons par la 
hn 


(7 —1) 


probabilite (1 — p) (1 — r) de l'hypothése, et alors on aura les résultats 
précédents. 

Maintenant, pour avoir la probabilité de la sortie du n° z, on doit 
faire une somme de toutes les probabilités précédentes, relatives 2 
cette sortie, et la diviser par la somme de toutes ces probabilités, ce 
qui donne, pour cette probabilité, 

r ite | er 
. +! see 7 


oe ea Ca ge ed 


dL i Mt nh 


OUR Res; 


Si rest égal & Vunité, ou si le témoin ne se trompe point, la proba- 
Okuvres de L. — VI. 58 


438 THEORIE ANALYTIQUE DES PROBABILITES. 
bilité de la sortie du n° d sera p, c’est-a-dire la probabilité de la véracité 
du témoin. 

Si n est un tres grand nombre, cette probabilité sera a tres peu pres 
pr ou la probabilité de la véracité du témoin, multipliée par la proba- 
bilité qu’il ne se trompe point. 

Nous avons supposé que l’erreur du témoin, lorsqu’il se trompe, 
peut également tomber sur tous les numéros non sortis; mais cette 
supposition cesse d’avoir lieu, si quelques-uns d’eux ont plus de 
ressemblance que les autres avec le numéro sorti, parce que la mé- 
prise a leur égard est plus facile. Nous avons encore supposé que le 
témoin, lorsqu’il trompe, n’a pas de motif pour choisir un numéro 
plutot qu’un autre, ce qui peut ne pas avoir lieu. Mais il serait tres 
difficile de faire entrer dans une formule toutes ces considérations 
particulieres. 


45. Supposons maintenant que l’urne contienne rn — 1 boules noires 
et une boule blanche, et qu’en ayant extrait une boule, un témoin du 
tirage annonce la sortie dune boule blanche. Déterminons la probabi- 
lité de cette sortie. Nous formerons les mémes hypotheses que nous 
venons de faire. Dans la premiere, la probabilité de la sortie de la 


. lip *y \ 
boule blanche est, comme ci-dessus, r. Dans la deuxieme hypothese, 


le témoin se trompant sans tromper, une boule noire doit étre sortie, 


R= 


Leys I D . s ieee 
et la probabilité de cela est -» et comme le témoin, supposé véeri- 


ft 
dique, doit énoncer la sortie d’une boule blanche, par cela seul qu il 


ie 


, Gs oie I . 
se méprend, la probabilité de cette annonce sera donc » probabi- 


n 
lité qu’il faut multiplier par la probabilité p(« — r) de Vhypothese, ce 


: Dies) (ype 1 is fee , 
qui donne / | id pour la probabilité de ’événement observé 


dans cette hypothese. Dans la troisieme hypothése, le témoin étant 


supposé tromper et ne point se tromper, une boule noire doit étre 


sortie, et la probabilité de cela est —. En la multipliant par la pro- 
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babilité (1 — p)r de cette hypothése, on aura ( eel —1) pour la 


probabilité de ’événement observé, dans cette hypothese. Enfin, dans 


la quatrieme hypothese, le témoin, trompant et se trompant, ne peut 
annoncer la sortie de la boule blanche qu’autant qu’elle sera sortie. La 


probabilité de cette sortie est -. En la multipliant par la probabilité 


/ 


(1 — p) (1 —r) de l’hypothese, on aura : wad 2A soa) pour la probabi- 


lité de ’évéenement observé, dans cette hypothese. 

Présentement, sil’on réunit parmi les probabilités précédentes celles 
dans lesquelles la boule blanche est sortie, on aura la probabilité de 
cette sortie, en divisant leur somme par la somme de toutes les proba- 
bilités, ce qui donne 


$ poe Vea Wie th A 
pr-+ (t—p) (1—r) +[p(1—r) + (t— p)r] (a —1) 


pour la probabilité de la sortie de la boule blanche; par conséquent 


piesa isp el (west) 


Pica Tell lea LE Gee fate a) ieee) 


est la probabilité que le fait attesté par le teémoin du tirage n’a pas eu 
lieu. 

On peut observer ici que, si l’on nomme q_la probabilité que le 
témoin énonce la vérité, on aura 


q=pr+(t—p)(i—r); 


car il est visible qu'il dit vrai, dans le cas dont il s’agit, soit qu'il ne 
trompe point et ne se trompe point, soit qu’il trompe et se trompe. 
Cette expression de g donne 


1—g=p(i—r)+ (1—p)r. 


En effet, la probabilité 1 — g qwil n’énonce pas la vérité est la proba- 
bilité qu’il ne trompe point et se trompe, plus la probabilité qu'il 
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trompe et ne se trompe point. L’expression précédente de la probabilité 


que le fait attesté est faux devient ainsi 


(iasg)) (git) 


q+(1—q)(n—1) 


Si le nombre rn — 1 des boules noires est tres grand, cette probabi- 
lité devient a tres peu pres égale a l’unité ou a la certitude, pour peu 
que l’erreur ou le mensonge du témoin soit probable. Alors le fait 
qu'il atteste devient extraordinaire. Ainsi l’on voit comment les faits 
extraordinaires affaiblissent la croyance due aux témoins, le mensonge 
ou Verreur devenant d’autant plus vraisemblable que le fait attesté est 
plus extraordinaire en lui-méme. 


46. Considérons présentement deux urnes A et B, dont la premiere 
contienne un grand nombre n de boules blanches, et la seconde le 
méme nombre de boules noires. On tire de l'une de ces urnes une 
boule que l’on remet dans l’autre urne; ensuite on tire une boule de 
cette derniere urne. Un temoin du premier tirage atteste qu’une boule 
blanche est sortie; un témoin du second tirage atteste pareillement 
qu’il a vu extraire une boule blanche. Chacun de ces temoignages, con- 
sidéré isolément, n’offre rien @invraisemblable. Mais la conséquence 
qui résulte de leur ensemble est que la méme boule, sortie au premier 
tirage, a reparu au second, ce qui est un phénomene d’autant plus 
extraordinaire que n est un plus grand nombre. Voyons comment la 
valeur de ces témoignages en est affaiblie. 

Nommons g la probabilité que le premier témoin énonce la vérite. 
On voit, par le numéro précédent, que dans le cas présent cette proba- 
bilité se compose de la probabilité que le témoin ne trompe point et 
ne se trompe point, ajoutée a la probabilité qu’il trompe et se trompe 
ala fois; car le témoin, dans ces deux cas, énonce la vérité. Soit g’ la 
méme probabilité relative au second témoin. On peut former ces quatre 
hypotheses : ou le premier et le second témoin disent la vérité; ou le 
premier dit la vérité, le second ne la disant pas; ou le second témoin 
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dit la vérité, le premier ne la disant point; ou enfin aucun des deux 
ne dit la vérité. Déterminons a priori, dans chacune de ces hypotheses, 
la probabilité de ’événement observé. 

Cet événement est annonce de la sortie d’une boule blanche a 
chaque tirage. La probabilité qu’une boule blanche est sortie au pre- 
mier tirage est 5, puisque la boule extraite peut ¢tre également sortie 
de lurne A ou de Purne B. Dans le cas ot elle a été extraite de l’urne A 


et mise dans l’urne B, n +1 boules sont contenues dans cette dernitre 
Ee . ‘ I 
urne, et la probabilité d’en extraire la boule blanche est ie le pro- 
: I aoe . : 
duit de $ par nny st done la probabilité a prior de Vextraction dune 


boule blanche dans les deux tirages consécutifs. En la multipliant par 
la probabilité gq’ que les deux témoins disent la vérité, on aura 


pour la probabilité de ’événement observé, dans la premiere hypo- 
these. 

Dans la seconde hypothese, la boule a été extraite de l’urne A et 
mise dans l’urne B: la probabilité de cette extraction est 5. De plus, 
puisque le second témoin ne dit pas la vérité, une boule noire a été 


extraite de l’urne B, et la probabilité de cette extraction est — En 


multiphiant done } par pear ot le produit par la probabilité g(1 — q’) 
que le premier témoin dit la vérité tandis que le second ne la dit pas, 


on aura 


pour la probabilité de l’événement observé dans la deuxieme hypo- 
these. 

Dans la troisieme hypothese, une boule noire a été extraite de 
Vurne B et mise dans l’urne A: la probabilité de cette extraction est 5. 
De plus, une boule blanche a été ensuite extraite de lurne A, et la 
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probabilité de cette extraction est = en multipliant done } par 


at et le produit par la probabilité (1 — g)q’ que le second temoin 


dit la vérité, tandis que le premier ne la dit pas, on aura 


t 


(i~g)qn 
a(n +1) 


pour la probabilité relative a la troisieme hypothese. 

Enfin, dans la quatrieme hypothese, une boule noire a d’abord été 
extraite de l’urne B, et la probabilité de cette extraction est . Ensuite 
cette boule noire, mise dans l’urne A, en a été extraite au second 


tirage, et la probabilité de cette extraction est = ot en multipliant 
donc le produit de ces deux probabilités par la probabilité (1 —¢)(1 —q’) 


qu’aucun des témoins ne dit la vérité, on aura 


(fe g)lt 99) 


a(m—+i) 
pour la probabilité relative a la quatrieme hypothese. 

Maintenant la probabilité du fait qui résulte de l’ensemble des deux 
témoignages, savoir, qu’une boule blanche extraite au premier tirage 
a reparu au second tirage, est visiblement égale a la probabilité relative 
a la premiere hypothese divisée par la somme des probabilités relatives 
aux quatre hypotheses; cette probabilité est done 


qq (gag gid Gain 


Le phénoméne de la réapparition d’une boule blanche au second tirage 
devient d’autant plus extraordinaire que le nombre x des boules de 
chaque urne est plus considérable, et alors la probabilité précédente 
devient tres petite. On voit donc que la probabilité du fait résultant de 


ensemble des temoignages est extrémement affaiblie, lorsqu’il est 
extraordinaire. 


LIVRE II. 463 


47. Considérons les témoignages simultanés : supposons deux té- 
moins d’accord sur un fait, et déterminons sa probabilité. Pour fixer 
les idées, supposons que le fait soit extraction du n°z d’une urne qui 
en renferme le nombre n, en sorte que l’événement observé soit l’ac- 
cord de deux témoins du tirage & énoncer la sortie du n° 7. Nom- 
mons p et p’ leurs véracités respectives, et supposons, pour simplifier, 
quils ne se trompent point. Cela posé, on ne peut former que ces deux 
hypotheses : les temoins disent la vérité; les témoins trompent. 

Dans la premiere hypothese, le n° z est sorti, et la probabilité de cet 


evenement est —- En la multipliant par le produit des véracités p et p’ 


pp’ 


des témoins, on aura ~~ pour la probabilité de l’événement observé, 


dans cette hypothese. 


Dans la seconde, le n° z n’est pas sorti, et la probabilité de cet évé- 


let 


nement est ; mais les deux témoins s’accordent a choisir le n° z 


parmi les z —1 numéros non sortis. Or le nombre des combinaisons 
différentes qui peuvent résulter de leur choix est (z — 1)?, et dans ce 
nombre ils doivent choisir celle ott le n° z est combiné avec lui-méme ; 


la probabilité de ce choix est donc 5° En la multipliant par la 


I 
(x—1) 


probabilité précédente ~ = *, et par les produits des probabilités «—p 
Y i ; 2 tog ) (1 aay. ) : 
et 1 — p’ que les témoins trompent, on aura | a3 == ‘i pour la pro- 


babilité de l’événement observe, dans la seconde hypothese. 
Maintenant, on aura la probabilité de la sortie du n° z en divisant 

la probabilité relative 4 la premiere hypothese par la somme des pro- 

babilités relatives aux deux hypotheses; on aura donc, pour cette pro- 


babilité, 
(0) eg ed aCe 
ages Tea 


Si n — 2, alors la sortie du n° 7 est aussi probable que sa non-sortie, 
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et la probabilité de sa sortie, résultante de l'accord des temoignages, 


est 
/ 


pak PP 
er i) EIS 24 


C’est généralement la probabilité d’un fait attesté par deux témoins, 
lorsque l’existence du fait est aussi probable que sa non-existence. Si 
les deux témoins sont également véridiques, ce qui donne p’= p, cette 
probabilité devient 


aoe aaa 
En général, si un nombre r de témoins également veridiques affirme 
lexistence d’un fait de ce genre, sa probabilité résultante des témoi- 
gnages sera 

Pp 


pote 


Mais cette formule n’est applicable qu’au cas ot l’existence du fait et sa 
non-existence sont en ellesmémes également probables. 3 

Si le nombre z des numéros de l’urne est tres grand, la formule (0) 
devient a tres peu pres l’unité, et par conséquent la sortie du n° z est 
extrémement probable. Cela tient a ce qu'il est tres peu vraisemblable 
que les témoins, voulant tromper, s’accordent a énoncer le méme nu- 
méro, lorsque l’urne en contient un grand nombre. Le simple bon sens 
indique ce résultat du calcul; mais on voit en méme temps que la pro- 
babilité de la sortie du n°z est beaucoup diminuée, si les deux témoins, 
cherchant a tromper, ont pu s’entendre. 

Supposons maintenant que le premier témoin affirme la sortie du 
n°z, et que le second témoin affirme la sortie du n°v’. On peut former 
alors les trois hypotheses suivantes : le premier témoin dit la vérité et 
Je second trompe; dans ce cas le n°z est sorti, et la probabilité de cet 


He et ; : : : wy 
évenement est —; de plus, le second témoin, qui trompe, doit choisir 
parmi les autres numéros non sortis le n°v’, et la probabilité de ce 


. J . Petey . 
choix est --—- Le produit de ces deux probabilités par le produit des 
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probabilités p et 1 — p’, que le premier témoin ne trompe pas et que le 
second trompe, sera la probabilité de l’événement observé ou de 
l’énonciation de la sortie des n°*z et v’, dans cette hypothese, probabi- 


lité qui est ainsi ALI 


n(n —1) 
Dans la seconde hypothese, le premier témoin trompe et le second 
ne trompe pas. Alors le n°v’ est sorti, et la probabilité de cet événement 


I . q . one . , 
est —- De plus, le premier témoin choisit le n° ¢ sur les x — 1 numéros 
. Gane : I a oe 
non sortis, et la probabilité de ce choix est ~——. En multipliant le 


produit de ces deux probabilités par le produit des probabilités 1 — p 
et p’, que le premier témoin trompe et que le second ne trompe pas, 


/ 


on aura = PIP", 
n(n—t1) 
Enfin, dans la troisieme hypothese, les deux témoins trompent a la 


fois. Alors aucun des deux numéros vet i’ n’est sorti. La probabilité de 


ey) Ww . P . ° fire 
cet événement est ——- De plus, le premier témoin doit choisir le 


“ff 


n° z, et le second doit choisir le n° 7’, parmi les nm —1 numéros non 


sortis, et la probabilité de cet événement composé est 5; En mul- 


Antes 
(nm —1) 
tipliant le produit de ces deux probabilités par le produit des probabi- 
lités 1 — p et 1 — p’ que le premier et le second témoin trompent, on 
(tie hae Dd 


a r 
ante n(n —1) 


i m2) pour la probabilité de l’événement observé, 


dans cette hypothese. 

Maintenant on aura la probabilité de la sortie du n° z, en divisant la 
probabilité relative 4 la premiere hypothese par la somme des pro- 
babilités relatives aux trois hypotheses; la probabilité de cette sortie 


est donc 
PASS) : 
; ip LT ——9p) 
‘cay! Aas 


Si n = 2, c’est-a-dire si l’existence de chaque fait attesté par les deux 
témoins est a priori aussi probable que sa non-existence, alors la pro- 
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babilité précédente devient +, lorsque p =p’, ce qui est visible d’ail- 
leurs, les deux témoignages se détruisant réciproquement. En général, 
si un fait de ce genre est attesté par r témoins et nié par 7’ témoins, 
tous également véridiques, il est facile de voir que sa probabilité 
sera 


prs us 
Pee a ela 


c’est-a-dire la méme que si le fait était attesté par 7 — 7’ temoins. 


48. Considérons présentement une chaine traditionnelle de r té- 
moins, et supposons que le fait transmis soit la sortie du n°z d’une 
urne qui renferme z numéros. Désignons par y, sa probabilité. L’addi- 
tion d’un nouveau témoin changera cette probabilité en y;,,, probabi- 
lité qui sera formée : 1° du produit de y, par la véracité du nouveau 
témoin, véracité que nous désignerons par p,,,; 2° du produit de la 
probabilité r — p,,, que ce nouveau témoin trompe, par la probabilité 
1— y, que le temoin précédent n’a pas dit la vérité, et par la probabi- 


oe I 5 . outs r . 
lite — que le nouveau témoin choisira le numéro sorti, dans le 


nombre des n —1 numéros autres que celui qui lui a été indiqué par 


le témoin précédent; on aura done 


I 
Vr = Pro lVr + ae (1 ae Pr+) (1 aa yr) 
équation dont l’intégrale est 


n= A 4 (we au (mp2 ee) —_ Maga V0 


n (7 — 1)" 


C étant une constante arbitraire. Pour la déterminer, on observera que 
la probabilité du fait, d’apres le premier témoignage, est, par ce qui 
res D , : en | 
précede, égale a p,; on a donc y, = p,, ce qui donne C = = ale 
tant 
ne ee (np, —1) (mp2 —1)...(npr—1t) 


Saas, n- (m —1)" 
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Sin est infini, ona 
Vr= Pi p2-++Pr- 


Si n= 2, c’est-a-dire si l’existence du fait est aussi probable que sa 
non-existence, on a 


Jr = 3 + 3(2 Ps —1)(2p2—1) --. (2pr—1). 
En général, a mesure que la chaine traditionnelle se prolonge, y, 


approche indéfiniment de sa limite =; limite qui est la probabilité, 


tery —) J y 
LE SESSA ESPRESSO l’expression 
fi — 


a priori, de la sortie du n°z. Le terme 
de y, est done ce que la chaine des témoins ajoute a cette probabilité. 
On voit ainsi comment la probabilité s’affaiblit a mesure que la tradi- 
tion se prolonge. A la vérité, les monuments, l’imprimerie et d’autres 
causes peuvent diminuer cet effet inévitable du temps; mais ils ne 
peuvent jamais entierement le détruire. 

Si lon a deux chaines traditionnelles, chacune de 7 témoins, si l’on 
suppose les témoins de ces chaines également véridiques et si le der- 
nier temoin de l’une des chaines s’accorde avec le dernier de l’autre 2 
affirmer la sortie du n°z, on aura la probabilité de cette sortie, en sub- 
stituant y, pour p et p’ dans la formule (0) du numéro précédent, qui 
devient par 1a 


49. Considérons deux témoins dont p et p’ soient les véracités res- 
pectives. On sait que tous deux ou du moins l'un d’eux, sans étre con- 
tredit par l’autre qui, dans ce cas, n’a point prononcé, affirment que 
le n° vest sorti d’une urne qui en renferme le nombre z. En supposant 
toujours qu’on n’a extrait qu’un seul numéro, on demande la probabi- 
lité de la sortie du n° z. 

Soient 7 et 7’ les probabilités respectives que les témoins prononcent. 
On ne peut faire ici que les quatre hypotheses suivantes : 1° les deux 
témoins prononcent et disent la vérité; 2° les deux témoins prononcent 
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et trompent; 3° ’'un des témoins prononce et dit la vérité, et l'autre 
témoin ne prononce pas; 4° l’un des témoins prononce et trompe, et 
Pautre ne prononce point. 

Dans la premiere hypothese, le n°z est sorti, et la probabilité de cet 


événement est = I] faut la multiplier par le produit des probabilités r 
et 7’ que les deux témoins ont prononcé, et par le produit des probabi- 


lités p et p’ qwils disent la vérité; on aura ainsi 


PEE 
: 1 
pour la probabilité de ’événement observé, dans cette hypothese. 


Dans la deuxieme, le n°zn’est pas sorti, et la probabilité de cet évé- 


[i= 5 


nement est - Mais, si les deux témoins trompent sans s’entendre, 


la probabilité qu’ils s’accorderont 4 énoncer le méme n° z est ee 


1] faut multiplier le produit de ces probabilités par la probabilité 77’ que 
les deux témoins prononcenta la fois, et par la probabilité (1 —p)(1 —p’) 
qu’ils trompent tous deux. On aura ainsi 


(1— p) (1— p'}rr! 


n\n — 1) 


pour la probabilité de l’événement observé, dans la deuxieme hypo- 
these. 

Dans la troisieme, le n°z est sorti, et la probabilité de cet événement 
est -. Il faut la multiplier par la probabilité pr(1 — r’) + p’r’(1 — r) 


que l'un des témoins prononce en disant la vérité, tandis que l’autre 
témoin ne prononce point. On aura ainsi 


PU tee prin, 
n 


pour la probabilité de l’événement observé dans cette hypothese. 
Enfin, dans la quatrieme, le n° z n’est pas sorti, et la probabilité de 
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’ , iti—tTI ° , . . . . . 
cet évenement est ~~; mais le témoin qui trompe doit le choisir 


dans les n —1 numéros non sortis, et la probabilité de ce choix est 


I 


el 


- I] faut multiplier le produit de ces probabilités par la probabilité 
(1 —p)r(i—7’)+(1—p')r'(1 —r) que l'un des témoins prononcant 


trompe, tandis que l’autre temoin ne prononce point. On a ainsi 


(1— p)r(t—r) + (1— pr r— 2) 


pour la probabilité correspondante a la quatrieme hypothese. 

Maintenant on aura la probabilité de la sortie du n° z, en divisant la 
somme des probabilités relatives a la premieére et a la troisieme hypo- 
these par la somme des probabilités relatives a toutes les hypotheses, 
ce qui donne, pour cette probabilité, 


Vite pie ep hit) 
ppirr'+r(i—r') +r (1—r)- ee aie 


Ces exemples indiquent suffisamment la méthode d’assujettir au calcul 
des probabilités les temoignages. 


50. On peut assimiler le jugement d’un tribunal qui prononce entre 
deux opinions contradictoires au résultat des teémoignages de plusieurs 
témoins de l’extraction d’un numéro d’une urne qui ne contient que 
deux numéros. En exprimant par p la probabilité que le juge prononce 
la vérité, la probabilité de la bonté d’un jugement rendu a lunanimiteé 
sera, par ce qui précede, 

pr 


p+ (1 p)r’ 


r étant le nombre des juges. On peut déterminer p par l’observation du 
rapport des jugements rendus a l’unanimité par le (ibunal au nombre 
total des jugements. Lorsque ce nombre est tres grand, en le désignant 
par n, et par z le nombre des jugements rendus & l’unanimité, on aura 


470 THEORIE ANALYTIQUE DES PROBABILITES. 
a fort peu pres 


Pie (ere) axes 


la résolution de cette équation donnera la véracité p des juges. Cette 
équation se réduit 4 un degré de moitié moindre, en faisant p=1 +yu. 
Elle devient alors 


fee (ae yay as 


nv 


| atl | 


; . . , r = rh are: a 
équation qui, développée, est du degré = ou » suivant que 7 est 


2 
pair ou impair. 

La probabilité de la bonté d’un nouveau jugement rendu a l'unani- 
mité sera 


n 
Dees tp 


Si l’on suppose le tribunal formé de trois juges, on aura 


Nous adopterons le signe +; car il est naturel de supposer & chaque 
juge une plus grande probabilité pour la vérité que pour l’erreur. Si la 
moitié des jugements rendus par le tribunal a été rendue & l’unanimite, 


i 1 net 
alors — = -» et l’on trouve p= 0,789. La probabilité dun nouveau 
n 2, 
jugement rendu 4 l’unanimité sera 0,981. Si ce jugement n’est rendu 
qu’a la pluralité, sa probabilité sera p ou 0,789. 
, A . Oe nr , , 
En général, on voit que la probabilité 1— =(1— p)’ de la bonté d’un 
nouveau jugement rendu a l’unanimité est d’autant plus grande que r 
l 
est un plus grand nombre et que les valeurs de p et de =~ sont plus 


grandes, ce qui dépend des lumiéres des juges. Il y a donc un grand 
avantage a former des tribunaux d’appel, composés d’un grand nombre 
de juges choisis parmi les personnes les plus éclairées. 


rr OC ———— -- 


Nous avons intégré, par une approximation tres convergente, dans le 
n° 34 du Livre I, l’équation aux différences finies 


O= (n+ s+ 1) ¥s1— (n+ 5) 7s. 


Il est facile de conclure de notre analyse l’expression du rapport de la 
circonférence au rayon, en produits infinis, donnée par Wallis. En 
effet, cette analyse nous a conduit, dans le numéro cité, a l’expression 
générale 


(a) (m+ p) (n+ +1) nage (Wes 1) 8 ee Re 
(72' + e+ 1) (m+ pet 2.) < (a S) cae Sf aaa du(1— U2 RI 


p] 


les intégrales étant prises depuis wo jusqu’a u=1. En faisant 
dabord n’=0, n=4, p=1 et observant que fdu(i — u?)?=jin, 
x étant le rapport de la demi-circonférence au rayon, on aura 
4 3.05 (28 —— 1) 
T 


ee u?) 


i 


wl—! 


En supposant done généralement 


I 
[aes ek 
on aura 


ce qui donne 


472 THEORIE ANALYTIQUE DES PROBABILITES. 


Si l’on fait ensuite, dans la formule (a), n’ = —3,n=0 et p.=1, elle 


donne 
3 Dis tp 2S eae ey , 
2.4...(25— 9) ye 


dot Pon tire 
2S 


Ys = we nies 


Vs) 


équation qui coincide avec la précédente entre Yeas et y,,.eny chan- 
geant s dans s + +, en sorte que cette équation a lieu, s étant entier ou 
égal & un entier plus 5. 

Les deux expressions de y,_, et de S donnent 
(2s —1) (2s—1) Vs-4 


5 
‘6 0 We Seealieks oe 


les équations aux differences en y, et y, , donnent 
2 


sek hos a1)? ToS oe ane (25+ 3)2 Tee 
Ys-1 28(28+2) Ys 28(28+2) (2s+2)(25+4) Four 
sot a ee 
Le rapport 7 2 est plus grand que l’unité; il diminue sans cesse, a 
Vs—\ 


mesure que s augmente, et, dans le cas de s infini, il devient l’unité. En 
effet, ce rapport est égal a 
JS du (1 — u?)s- 


c= 


JS du(1— u?) 


Or Pélément du(1—- uw?) est plus grand que l’élément du(1 — u?) 


ou du(1—u?)*'(1—u?)?; Vintégrale du numérateur de la fraction 
précédente surpasse donc celle du dénominateur; cette fraction est 


wil = 


eeu 
2 
’ 


donc plus grande que l’unité. Lorsque s est infini, ces intégrales n’ont 
de valeur sensible que lorsque u est infiniment petit; car, wu étant fini, 


le facteur (1—w*)*' devient une fraction ayant un exposant infiniment 
4 : 
grand; on peut donc alors supposer (1 -— u?)?= 1, ce qui rend le rap- 


iceet. 
port —— égal a Punité. 
s—A 
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Ce rapport est égal au produit d’une suite infinie de fractions, dont 


DIS ea) peat ie 
(28-1)? , et dont les autres s’en déduisent, en aug- 
25(25-+- 2) 


la premiere est 


mentant successivements d’une unité; il devient -2°-, en y changeant s 
4 
By 


: x 2 fh : 2 
dans s+ 4, et la fraction ABE Al devient ae ; or ona, 
25(2s-+2) (2s +1) (25+ 3) 
quel que soit s, 
(255)? ey (25+ 2)2 


2s(2s-+ 2) (as+1) (2843)? 


on a done cette inégalité 


ee ed } 
et —— leurs valeurs données 


3 
tay 


par les équations aux différences en y,, on aura 


Ss 


Sy SA 


Substituant au lieu des rapports 


sare) wars £3109, .8d 
So 1 “ 
eat ag en ap ceT? 
on aura done 
ee 813078) (a8 eS aya ie 
Be ae : (2s—2)25 ri Segal es 
A | OR 
(A) {4 Fe eet Cee 
Be ae 6 (2s 2 jos \ Pah 


Wallis publia en 1657, dans son Arithmetica infinitorum, ce beau théo- 
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reme, l’un des plus curieux de |’Analyse, par lui-méme et par la ma- 
niere dont l’inventeur y est parvenu. Sa méthode renfermant les prin- 
cipes de la théorie des intégrales définies, que les géometres ont 
spécialement cultivée dans ces derniers temps, je pense quils en 
verront avec plaisir une exposition succincte dans le langage actuel de 
Analyse. 

Wallis considere la suite des fractions dont le terme général est 


I , . 
————,>> n et s étant des nombres entiers, en commencant par 


; A\S 
Heel = x") 
zéro. En développant le bindme renfermé sous le signe intégral et in- 
tégrant chaque terme du développement, il obtient, pour une méme 


valeur de n, les valeurs numériques de la fraction précédente, corres- 


pondantes &s=0, s=1,s=2,..., ce quilui donne une série horizon- 
tale, dont s est Pindice. En supposant successivement n= 0, n=1, 
n=2,..., il a autant de séries horizontales. Par la, il forme une 
Table a double entrée, dont s est indice horizontal et n Vindice ver- 
teal. 

Dans cette Table, les séries horizontales et verticales sont les mémes, 
en sorte que, en désignant par y,,, le terme correspondant aux indices z 
et s, ona cette équation fondamentale 


Vn,s=Ys,n- 


Wallis observe ensuite que la premiere série est l’unité; que la seconde 
est formée des nombres naturels; que la troisieme est formée des 
nombres triangulaires, et ainsi de suite; de maniére que le terme 
général y,,, de la série horizontale correspondante a n est 


Bi) ea (Se) 
De Bic. gwd : 


(s+14)(s-t 
cette fraction étant égale a 


(m+1)(m+ 2) ax (s+ 2) 
hevroe es ; 


on voit clairement que y,,, est égale a y,,. 
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Maintenant, si l’on parvenait a interpoler dans la Table précédente 
le terme correspondant a n et s égaux a 4, on aurait le rapport du 
carré du diametre a la surface du cercle; car le terme dont il s’agit 
est —_——, ou 1. Wallis cherche donc & faire cette interpola- 

S du(1— x2)? & 
tion. Elle est facile dans le cas ot l'un des deux nombres n ets est 
un nombre entier. Ainsi, en faisant successivement s égal & un nombre 


: : : S+1)(s+2)...(s+n) . . 
entier moins } dans la fonction ! : 2 4 “, 11 obtient tous 


les termes des suites horizontales, correspondants aux valeurs de s, 


—, 5.3, ---3 et en faisant m égal 8 un nombre entier moins } dans la 


(m-+1)(n+2)...(n+5) 


fonction ae ees » 11 obtient tous les termes des suites 
verticales, correspondants aux valeurs de n, — 4,3, .... Mais la diffi- 


culté consiste 4 trouver les termes correspondants an et s, égaux tous 
deux a des nombres entiers moins $. 
Wallis observe pour cela que l’équation 


_  -(s+1)(s+2)...(s+n) 

CT LiQeoe sn 
donne 

7 DsSer Uo Sen 1) 

ee ek ry, ; 
et qu’ainsi l’on a 

sin 

(a) O38 = ar Aes 


en sorte que chaque terme d’une série horizontale est égal au preéce- 


dent, multiplié par la fraction —; dot il suit que tous les termes 


i 


d’une série horizontale, a partir de s =— 5, s croissant successivement 


. 2n-+1I 2n+3 
par les fractions —_—; —, 


2 


de l’unité, sont les produits de y i 


A 3 
aie a partir d sont les produits d 
x» +9 et, a partir de s = 1, ces termes sont les produits de Yp,0 
: +1 nt+2n+3 f : 
par les fractions 4 Be ae aa a Ii suppose que les mémes lois 


subsistent dans le cas de 7 fractionnaire et égal a 5, en sorte que l’on 
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a tous les termes, a partir de s=— 5, en multipliant y, _, par la suite 


27-2 


des fractions 7, ¢, ¢,.... En désignant donc par 1 le terme correspon- 


5 


dant 4 n=1+ et s = $, terme qui, comme on |’a vu, est égal a ona 


ce qui donne 


A partir de y, , ou de l’unité, il obtient les termes successifs de la 
2’ 


série, correspondants a s entier, en multipliant successivement l’uniteé, 


par les fractions 5, 2, 7, .... Il forme ainsi la série horizontale suivante 


qui correspond an=5, et a s successivement égal A — i, 0, $, 1, 5) +++ 


5 4 3 4 305 A 6 
(7) lp I, tall 29 lal, Sioa Aca elle OSS ) 


série qui représente celle-ci, 


A 466 284 
Tae 35 a6 =F a) 
Mees 25—1 
Dg ances 
d’ot l'on tire 
$-3510. (Ose uok 1) ae 
(Bi) Wee : : 
DIE AsO (25 == oN ore Magee Te 


Wallis considére ensuite que, dans la série (z), le rapport de chaque 
terme a celui qui le précede d’une unité est plus grand que l’uniteé et 
diminue sans cesse, en sorte que l’on a 
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Cela résulte en effet de l’équation 


Il suppose que cela a également lieu pour tous les termes consécutifs 
de la série, en sorte que l’on a les deux inégalités 


. 


d’ot il tire, comme on I’a fait ci-dessus, 


par 1a, il change la formule (B) dans la formule (A). 

Cette maniere de procéder par voie d’induction dut paraitre et parut, 
en effet, extraordinaire aux géometres accoutumés a la rigueur des 
anciens. Aussi voyons-nous que de grands géometres contemporains de 
Wallis en furent peu satisfaits, et Fermat, dans sa correspondance avec 
Digby, fit des objections peu dignes de lui contre cette méthode qu'il 
n’avait pas suffisamment approfondie. Elle doit étre, sans doute, em- 
ployée avec une circonspection extréme : Wallis dit lui-méme, en 
répondanta Fermat, que c’est ainsi qu’il s’en est servi, et, pour en con- 
firmer l’exactitude, il l’appuie sur un calcul par lequel lord Brouncker 
avait trouvé, par le moyen de la formule (A), le rapport de la circon- 
ference au diametre, compris entre les limites 


314159 26535 69, 
3,14159 26536 96, 


limites qui coincident dans les dix premiers chiffres avec ce rapport 
que l’on a porté au dela de cent décimales. Nonobstant ces confirma- 
tions, il est toujours utile de démontrer en rigueur ce que l’on obtient 
par ces moyens d’invention. Wallis observe que les anciens en ayaient, 
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sans doute, de semblables qu’ils n’ont point fait connaitre, se conten- 
tant de donner leurs résultats appuyés de démonstrations synthétiques. 
Il regrette, avec raison, qu’ils nous aient celé leurs moyens d’y par- 
venir, et il dit & Fermat qu’on doit lui savoir gré de ne les avoir pas 
imités, et de n’avoir pas deétruit le pont apres avoir passé le fleuve. Il est 
digne de remarque que Newton, qui avait profité de cette méthode 
Vinduction de Wallis et de ses résultats pour découvrir son théoreme 
du bindme, ait mérité les reproches que Wallis fait aux anciens géo- 
metres, en cachant les moyens qui l’avaient conduit a ses décou- 
vertes. 
Reprenons la formule (B) de Wallis. Si l’on suppose 


Betas app 
eres 
cette formule donnera 
nee (2s—1)? : 
(23 — 2) 25 
ou 
(2) 0 = 2$(25 — 2) (ts — Us_4) + Us. 
Soit 
AQ) A() A(3) 
ry Ube xs : e oh 
Saini S41 (s+i)(s+2)  (s+1)(s+2)(s+3) : 


et considérons ce que produit, dans le second membre de l’équation (/), 


le terme 
A@) 


(Soe sae: 


En n’ayant égard qu’a ce terme dans u,, on aura 


et rA@ 


Bes SSUES 1 are ae 2)...(s+r)? 


le terme 2s(2s — 2)(u, — u,_,) de Péquation (/) devient ainsi 


— 4rA()(s —1) 
Saber 
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Ou 
= ara?) 4r(r+1) A 


(s+1)...(s4-r—1)  (s+1)...(s+7r) 


Le terme de u, dépendant de A°*") produira des termes semblables, et 
ainsi des autres. En comparant donc dans l’équation (Z) les termes qui 
ont le méme dénominateur (s+ 1)...(s-+ 7), on aura 


o=4r(r+1)AM — 4(ra-r) ACH) + AM), 


ce qui donne 
A(r+1) — (ar+ 172A” 
= See) 


Il est visible, par ce qui précede, que uw, se réduit a l’unité lorsque s 
est infini, ce qui donne A“ =r. De la on tire 


12 17.3? 12,32,52 ws 
Aare ae ae 


Le rapport du terme moyen du binome (1+ 1)?’ au bindme entier est 


(s+1)(s+2)...28 
Dee bee ee ee 


Ou 


En nommant donc T ce terme moyen, la formule (B) donnera 


(ere 

ST Us 
Ce théoreme et l’expression précédente de wu, en série sont dus a Stir- 
ling, et l’on voit comme ils se rattachent au théoreme et a l’analyse de 
Wallis. Cette valeur de T? peut servir a déterminer par approximation 
le rapport de la circonférence au diamétre, ce qui était lobjet de 
Wallis; ou, ce rapport étant supposé connu, elle donne le terme moyen 


du bindme, ce qui était l’objet de Stirling. 
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If. 


L’expression de A”s‘, donnée par la formule (y’) du n° 40 du Livre I*, 
rage : I cone 
a été conclue de l’expression de A” =» en changeant dans celle-ci ¢ en 


—v. Ce passage du positif au négatif est analogue aux inductions que 
Wallis et d’autres géoméetres ont si heureusement employées. Tous ces 
moyens d’invention, qui tiennent a la généralité de l’Analyse, exigent 
dans leur usage une grande circonspection, et il est toujours bon d’en 
démontrer directement les résultats. C’est ce que nous allons faire 
relativement a la formule (p’). 


if nee cen 
(1 = Veil b) 


prise depuis o = — oo jusqu’a o = ©. Cette intégrale est égale a 


Considérons l’intégrale 


a eee C7 Ua v1 as da C= as@ v-1 
eats > a + 


; € SGiex, ; Sa, S= (COME 


(1 wy—1)' 
Cette constante est 


3 étant suppose infini. En la réunissant au terme 


a= = L CTU Wet) 
3 cea 9 


tL (alo V1) 


dans lequel on doit pareillement supposer o infini, on aura 


ey cos(ase)[(1 —wy—1)' — (1+ wo ¥—1)'] 


Bie : +¥—1 sin (aso) [(x —oV—1) oe (1+ oV—1)'| 


(aoe 


Le numérateur de cette fraction est réel, ainsi que son dénomina- 
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teur, et il est visible qu’elle devient nulle, en y faisant o infini; on a 


done 
{ dao C~A&sB V—4 as [ do CT USD V4 
Ga oye Gera) 


/ 


ees ci ; . nN , 
De 1a il est facile de conclure qu’en faisant ¢=r— eT. étant un 
2 


nombre entier positif, on aura 


f da cua ia eee IVF ars REED dg c~auaNne 
ae icear\is- le Sea ree m sie = ayant 
J (1—wy 1) i(u—1)... oe / =!" F 


Soit aso = o’, et faisons as = g; nous aurons 


do c-aay—1 ; 
QsG ————_—_—_—_—— = ¢/ —— ; 
Stn Ye ce a 
(1:—~wy¥—1) (q—o'¥—1) 
les intégrales étant prises depuis o et o égaux & — oo jusqu’a wet o 
égaux a + oo. Désignons par & l’intégrale 


(q—o'f-1) * 
on aura 
dk ( | do! c-3'v-! 
ag oath ipgrs a es “an 
dq n pe a “ 
€ (q S409) Via 
v-1 e- a! V-i dw c7a'v-' 
= + - — : —— + const. 
et lo pee 
ee 


On verra, comme ci-dessus, que ce dernier membre se réduit au terme 
affecté du signe intégral, terme qui est égal a — £; ona done 


dk 
Sele 
aq 

ce qui donne, en intégrant, 
k= Aon, 


A étant une constante arbitraire indépendante de gq. Il est visible que 
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cette équation suppose qg positif; car, en faisant g infini positif ou né- 
gatif, & est infiniment petit. On a done 


i dw eas(t—oy—i) a _A ais 
2D Nei ye Ty i(i—1)... 0-4) 


tt 
Cette équation a lieu, quelle que soit la valeur de a, pourvu que as soit 


positif. En faisant s == 1 et changeant a dans une autre constante a’, 


on aura 


(aa ieee (x ae 


ih dw caso Wary) 
e244 wy—1)*' 
a Pde ca'-ay-1) * 

ipsa 


ile casii—a y—1) (cal oye) ry 
qt 


[ese Aa 


on aura done 


ce qui donne 


hn fC = 
at 2 ds cal -ay=1) 
| (a ee 


Pour avoir en séries les intégrales, nous supposerons 


cas(i—a y-1) (cao Vo |" 


(= ey 


= cm | e4 = Ge Tatar 


nous aurons, en prenant les logarithmes, 


= a =34 ; = 
— aso y—i-+ nlog| 1 ais (e7aaV-4 —1)| ==(¢ =i PlOR| 1 oy i) 2s 


Déterminons a de maniere que, dans le développement du premier 
membre de cette équation, la premiere puissance de oa disparaisse, et 


supposons ce développement égal a 


— few — fies — f" aoa —...=—?; 
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483 
nous aurons d’abord 
fei nce 
Oe SS ES ? 
a ceé— 1 
ensuite 
2 SR Ny (GY 


OUNGH oa 
7 pte nce 72 GEN ge 7h) Ce ee n [ ca ( 
ee stata abi fala) 
ha‘ 24 c#—1 24 \c¢—1 2 \c@—1 a4 \ct—1 


On a ensuite, par le retour des séries, 


ORS RE hf) WD AT TEED Sy tN 
aD = 7 ( ae UT ar 8 fs eee i 


ona donc, en prenant les intégrales depuis ao et ¢ égaux & — oo jusqu’a 
teto égauxa +2, 


eC 
(1 == 1 Way, 


ae 2 i e eh RS PE Seah ae ow 
a yee ; Vf OF? 


| bee eas(t-oy=1) (ealt-ay—-1) ~ r" 


: I ft 
ity gee gee og freeones 


on aura done 


dos ce (1-3 Y-1) ol I ) 
Saks —— a SS = || AEA. 
as (1 = yas 1) i), t-+a 
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De la il est aisé de conclure 


Pyar . 

am Cast { ce —. jf nt 

(=) : } FS Me Re dda I \ 

WF pr t+... |), 
i i 121 


formule qui coincide avec la formule (v.’) du n° 40 du Livre [*. 
Cette formule suppose a positif, et c’est ce qui a lieu lorsque r+ 1 
surpasse 7. En effet, si, dans Péquation 


pei net 
Os: ——G 


a OOF = ji 


on suppose @ infiniment petit, le second membre est positif et égal a 
ils th == ? : Ban et ee : 
arene ensuite, @ étant positif et infini, ce second membre devient 


négatif et égal 8 —s—n; il y a donc une valeur positive de @ qui 


satisfait & cette équation. Mais il n’y en a qu’une; car, s'il y en avait 
: «bet nee ; : 
deux, la fonction — —- —-s — 7 aurait un maximum entre ces deux 


valeurs; on aurait donc 2 ce maximum 


ce quine se peut, a étant positif. En effet, (c*—1)? est plus grand que 
a 


ac? ou ¢* 1 > ae*, ce qui est visible; car ona 


a a ‘ 4 
a as = 
G- © (=a ea ae 
ASE Ono 
ona donc 
nee nm ~i-+t 
(c*@—1)2 ~@2 ~ aq? 


Ainsi la formule (u.’) peut étre employée, tant que ¢-+ 1 surpasse n, ce 
qui est conforme a ce que l’on a dit dans le n° 44 du Livre I*', d’apres 
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la considération des passages du réel a l’imaginaire, passages que 
analyse précédente confirme. 


LO 


La formule (p) du n° 42 du Livre I* est fort remarquable ;: elle peut 
se démontrer de la maniere suivante, qui montre distinctement la 
raison pour laquelle la série des differences doit étre arrétée, lorsque 
la quantité sous l’exposant de la puissance devient négative. 

Considérons l’intégrale 


_= mn\ /sinx\” 
liane C27 COs haa ’ 
2n x 


et donnons-lui cette forme 


mm . \ wm . 4 
mT ae sinz\” 5 URS marr , sin \” 
cos — fx "dx coszx | -—— +sin— fx "dxsinzx|——|\ , 
2 x an x 


S 


les intégrales étant prises depuis x nul jusqu’a a infini. Supposons 
d’abord 7 pair et égal a 27; on aura, par les formules connues, 


n(n—1) 7 
A Ne tds . | cosnx —ncos(n—2)x+- ——~cos(n— 4) a — | 
sing \*? (— 1): Ee 
a rvegne ) 
ae ee ie ae _ I a(n—1)(n—2)...(n—it+1) | 
ne i ORCI A ieee Foun 


le signe + ayant lieu, siz est pair, et le signe —, siz est impair. En 


multipliant cette équation par cosza, on aura 


; cos(n = z)x—neos(n—242)r=.,. | 
sin x\ 24 os hel)? ’ \( , : | 
L C Se | a= : hie 2h ae Nd ed Bach COs (422) ( 
2 Lis 4 Xo ome = 


ou l’on doit observer que, par cos(m — 2r+s)a, je comprends la 
somme des cosinus cos(n — 27+ 2)a et cos(n — 2r— z)a, ar étant 
ict au plus égal & nm ou 27. Multiplions le second membre de cette 
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mm 


equation par x "dx; on a généralement 


1 
Si 


ee Td we COS M2 ae ae 


COS{ Na 2 2) ae 


(n—2r+z)2cos(n—2rtz)\x 
a eas 
m m demic aa 
C +) (n+ 7 —2) (n+ 2 — je 
n n n 
(—1)'(n—area2z)\Pr = 


yn pdx % "cos(n—2rtaz)e. 


On a done 


m une i 
Pe sin x 

fe “de cosza ( ——— 

; ae 


Ny) 
f = cos(w + z\a—necos(n—242)e@ 
| i | 
n(n —1) 
Teen ae Se ee + ff ee 
| 2 ale “i ae cos(n—4s)x | 
m Pe Ged Sie hee eestor ey hers 
CRE FT 
WON KE Gs NN oie i 
_ ica ala ees, 
2 POs Selec 
Seats 
ee ei, (eee sina aa 2a 
» ne | HA 
2 et Sees gs | ia Dee | SR ee ee 
ee i aoe 
= eft ee Ee aw fee ee ce 
a 7 Read | (ase 2)? cos (maz |e 
if \( m Ue ii 
ye ieee 2) (n ABU 1 AER SA: ot ee a. 
n ; n n 
i Be PAGE. HO OUR a) BOL DOGO, FOV a 2.) MES. OP VOin eRe a ao a Pi eer OL ON ie Pattee We mike eg teas Jer ARP WEA, Wm, (OP (MPa im UL eienre) (Or ore eres, 8) 
(rps 2 COS (ae a al a \ 
—n(n—2+2)\"cos(n—242)x 
m n(n—1) 4 
bey i fore Saree (n—4+2)"cos(n—4tz)\zx 
; m m 
vei(n es — ewer ; 
” a nas Shiba cea Re a Te cl eae ee 
if TO = Ts o oll Se 7 Se) 
asd ALE : eel “ue Cosi ce wa | 
| 2 RR Pie eae 


4- const. 
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Cette constante doit étre déterminée de maniere que le second membre 


de cette équation soit nul lorsque x est nul: or on a, parce qui pré- 
cede, F 


cos(n = z)a—ncos(n— 2+ 2)a+...=(—1)'2%4(sinx)” coszz. 


Kin différentiant cette équation par rapport a w, ona 


—[(m 3)sin(n + 2)e2—n(n—242)sin(n—242)xr+...| 


. ..d[(sinx)\"coszx 
— (— 1)? 2.2 [\ ile ss iL 


différentiant encore, on a 


—{[(n= 2)? cos(n + 2)2— n(n —222)? cos(n—2z)e+...] 


d?[(sinx)” coszx } 
da? - 


== (—1)éo28 


et ainsi de suite: or on a, aux deux limites « = o et x infini, 


m 


x n (sinz)"cossx =0, 


—n— 2 d[(sin x)” cos3x | ms 


of elie: by-o: 8liavie Se u's) 8) 189 @) 6y\e' Ce hel 62/5) s sal1m oy) ellie Uaioe 


On a done, en intégrant depuis 2 nul jusqu’a x infini, 


71 / 


ee: +} Nese 
jal Sdx, COSs7, Gea 
. : oe yf 


( n n 
(ne 2)" cos(n az) a 
( +. 7) S —9g+2z\yr 
a —n(n—-2.223)? cos(#-— 2 2) 2 | 
MAG WS Oe aan ramen narineeae ine 
1 n(n—1)...(m—t+1) 
aie ee A 2" cos( 2x) | 
\ 2 Eg Dui) ered 
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Maintenant ona, en faisant(n —2r+s)x=a2", 


mM 


fx "dx(n—2r+2)" cos(n—2arkz)x 


m 


m 
-=(n—2rts) |" fdz'ax' "cosz’. 


Ona de plus, comme nous le démontrerons ci-apres, 


WL 


# - _ mn 
f[x' * dz'cosx’=k' sin —, 
: on 


m7 


= . mr 
ae’ de sie == C08 


on’ 

nm 
Ak étantégala fe "“dte*, Vintégrale étant prise depuis ¢ nul jusqu’a / 
infini. Cela posé, on aura 


. mr 
2 ity = 
“" m om m 
HO pas — =n) lace = = —— 
n n n 
pete ete \ 
(n+ 2) "—n(n+3—2) ea 
\ m 
OE =S0 ni — 
aie veh + z— 4) is 


Da ee ). 
a [e2totct 
(i ees 
+ (n— 3) 2 i — 2 2) n 
SP oO Sood aon eno ae OONe ODO MOP desoaanas 
Edy ee Klasse ie ee 
Te ER Pee Ry) | 


Il est facile de voir, par l’analyse précédente, que, si m — s— 27r est né- 


7 m 
ri — - 


gatif, il faut changer la puissance (n—3—27r) "dans (2r+<2—n) a 
parce que lon a 


cos(n -—z2—a2r)x—=cos(2ar+z—n)x. 
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On trouvera, par la méme analyse, 


m 


asia : sin x\” 
fies dee sin za ( ) 
x 


{f (n+ 2)"sin(n+ 2)x 
—n(n+z2—2)"sin(n+2—2)z4 


m7 
ae I aoa SOLON Pea Se Bid oe ioe, Seely cic 
See | ‘ —(n—2z)"sin(n—2)zx f 
oe H +n(n—z—2)"sin(n—2z—2)z 
Or ona 
wie eee MTT 
ae "(ne — ori dx sin (na s— or) ey = (ne — ar) "k' cos ——- 


Si (nm — s — ar) est négatif, on a 


(n— 2—ar)"dx sin(n—z—a2r)x 
Aye 
=—fx "dx(ear+z—r)\"sin(j2 +2—n)x 
+= mr 
=—(2r+2z—n) "k' cos —- 
an 


De 1a on tire 


m 


° mm ° 
mt ee Simi \72 3 ORS as 5 sinz\” 
cos — fx "dxcossx|——) +sin— fx " dxsinsx (| —— 
2h XH 2n 8 


a—1+— Fpore alana oe | 


(7) fe sin ™2 (n+) ”—_n(n+z—2) 


la série étant continuée jusqu’a ce que, dans la puissance 
mm 


(SNe rene 6 , * 
(n+ 5 — 27’) ", la quantité n+ — 2r’ devienne négative, 27’ 
pouvant ici s’étendre jusqu’a 27. En effet, il est visible que dans les 


expressions des deux termes du premier membre de l’équation (7), les 


m 
e— 1 = — 
n 


termes relatifs 4 la puissance (m+ = — 2r) sont les mémes et 


m 
n—1+— 
n 


s’ajoutent. Les termes relatifs 4 la puissance (m — z — 2r) sont 
les mémes et de signes contraires, tant que n — z— ar est positif; 
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mais ils ont le méme signe lorsque n—z—a2r est négatif; et la 
puissance précédente doit, par ce qui précede, étre changée dans 


m 
n—1i+ 


(ar+-s—n)  ”. La somme des termes relatifs & cette puissance 


est 


: jae , Lett 
—— : — k' sin —; 
n 


i m m 
gn n-o-—-—I CO 
n n 


or ce terme se rencontre dans la série du second membre de l’équa- 
tion (z). Cette série contient le terme 


n-+s— ar’ étant supposé positif. Si l’on fait n — 27r’= 2r—n, ce 
qui donne 7’ = n — r, ce terme devient égal au précédent; car alors on 
a(—1)"=(—1/ et 


La formule (T) du n° 24 du Livre I* donne 


fer dtc ft-rdict= ———__, 


ieee sin(r—i)t 


les intégrales étant prises depuis ¢ nul jusqu’a ¢ infini. Si l’on suppose 


m 
(a eon RON Ne 
n 
m 


n 


. mt 
Slee 
n 


Le awe 
Uf LLG SE IT Cate oe 


Ce que nous avons nommé & dans la formule (p) du n° 42 du Livre Ie 
estégala fuer 'dec-, et il est facile de voir que, les intégrales étant 
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prises depuis ¢ nul jusqu’a ¢ infini, ona 


m 
de as Bei dtec""= be eee di cents 
i 


on a done 
m 
ms wT 
Rik + 
a ACS 
SL 
v 
2s buat sf : : nhar : 
En multiphiant les deux membres de l’équation (7) par ee substi- 
1 


tuant dans le second membre ainsi multiplié, au lieu de n/k’, sa valeur 


m 
=r ele 
n tye 
~———, on aura la formule (p) citée. 
A UCAS 
Si 
nN 


La méme analyse s’applique au cas oti z est un nombre impair. Elle 
montre distinctement la raison pour laquelle la série des differences 
m 


doit s’arréter, lorsque la quantité elevee a la puissance n —1+ — 


devient négative. 


I] nous reste maintenant i démontrer les formules 


m 
ans fi é for LAA OTNS 
fa GCOS esiDe 
Ht 


72 
ag oe # Mmm 
fz Pe! Sige == 1h! OOS ——4 
7 


Pour cela, considérons lintégrale définie 


Gao) 


if det (cosrx — /—1sinrz), 


cette intégrale étant prise depuis x nul jusqu’a a infini;  étant 
moindre que l’unité. En la développant par les expressions connues 


de cosrx et de sinra, en séries, elle deyient 


dx Cm ae r2 x22 r4 2% case r2 x2 ri at = 
1B eel = ol -— rx Vv bay “ t oT Soe : 
; zo 1.2 Peon oh 123 Te aor eee) 
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Or on a généralement, en prenant l’intégrale depuis 2 nul jusqu’a 
« infini, 


fae dt ces 


RET ee BEE Te itt 


ae zr” 


En faisant ensuite ax = t, ona 


da c~ ae I ke 
- ees en pein = »w—et — 5 
{ = atta | Wad ¢ See 


ya 


. , . x : . ° ‘ < . ee , 
l’intégrale relative a ¢ étant prise depuis ¢ nul jusqu’a ¢ infini, et & 
étant supposé exprimer l’intégrale f¢-°dtc~’, prise dans ces limites. 
On aura ainsi 


ede ee (1—o) (2—o)...(i—a@)k', 


qiti-w 2 
dot Von tire 
oe *" (cosre —\/—1 sinrz) 

(a— wo) (2 — ow) P? . (1—@)(2—o) (3 —@)(4—o) stedd 
ee sci fie a Bs2 sot as ied 
 qi-w — r (1—®)(2—o)(3—o) Pr | 

—V=i[(1~0)2 SE re ei UT Gre * 


. wee F > . 
Si Pon fait 7 = % le second membre de cette équation devient 


k' 


a'-o(1 +5 /—1)'? 


Soit A un angle dont s soit la tangente; on aura 


‘ 5 : 
sinA = “ Pr es pe be 
vi + g? V1 ae g2 
ce qui donne 
aes 1-+ s? 
cosA —/—1sinA = oN tot &2 2 
1h = 8 Ves I 


dot l’on tire, par le théoreme connu, 


cos(1— w) A — ¥—r sin(1 — o)A= BEES) ae 


(7+ $y—1)'-? 
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La tangente s est non seulement la tangente de l’angle A, mais encore 
celle du méme angle, augmenté d’un multiple quelconque de la demi- 
circonférence; mais le premier membre de cette équation devant se 
réduire a lunité, lorsque s est nul, il est clair que l’on doit prendre 
pour A le plus petit des angles qui ont s pour tangente. 


: if : . Up : 
Maintenant, cette équation donne, en y substituant ~ au lieu de s, 


> -o( = one =— ELSES | cos (1— a) A = ein w)A|; 
a I+s/—1 Rate ya\ 


on a done 


[ et re —\/—isinrz) 


Se = [eostt =m) A= Vai eds 


En comparant séparément les quantités réelles et les imaginaires, 


ona 
dx cosrx c7@ tes 
ae ra Ona, 
: (ez 
dx sinr.x e~@ ke’ ey 
2 < = -—_-_——, sin(1— w JA. 
a ss z 
ry (a2 ai r) 2 


a0 th : . . 5 
Si a est nul, ~ est infini, et le plus petit angle, dont il est la tangente, 


Ccie Ol acon 


dx sinrx ke’ OTC 
= = cos . 


oo ri = 2, 


KE tr=--1 et wo — >» on aura les équations qu’il s’agissait de 
n supposant r=1 eLo=—, s éq q gissait de 


démontrer. 


~ Behe kt sets iene doth az ae 
; oe as tty nt 
in fib eect Soest ete See to 
Fe we [+ 2p) 
; ; _ ei WW *aallart sSiineup unl Inseniseqga Lanigents at 
a, eet aye \e ete a) (Som OG = a | 
. ‘ ‘ om 5 eee + i 
. Lt Le hoad. | ine th - 
» ee ee (a Abies bay ay aes Fr} \ 


file ib os - Saar . 
6 een ty = 7h bomen yoann cemte Spwaion — 
en guia din Lule fag A 


. = toh w a0 a= jaw 
>? 6 an om. aaa ed 
a ee Sed 


; a oe aa pine 


iy 


- 5) 


7 ~ he taadigy Aap hee iin he ie ay inaegnaninal 
Tee oe ee Sed ——— Poi 


a . a 


; 7 - aa : 
’ ae * i —— s12 ? 

: 7 j i 
: ie x P = : ars 
. v7 | - < 

4 i : 
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Sa i : 
| ra a an i ee - 
: Con ia i" Sa) 
v= — 
ae 
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PREMIER SUPPLEMENT. 


SUR L’APPLICATION DU CALCUL DES PROBABILITES 
A LA PHILOSOPHIE NATURELLE. 


Les phénomeénes de la nature sont le plus souvent enveloppés de tant 
de circonstances étrangeres, un si grand nombre de causes perturba- 
trices y mélent leur influence, qu’il est tres difficile de les reconnaitre. 
On ne peut y parvenir qu’en multipliant les observations ou les expé- 
riences, afin que les effets étrangers venant 4 se détruire réciproque- 
ment, les résultats moyens mettent en évidence ces phénomenes et 
leurs éléments divers. Plus les observations sont nombreuses et moins 
elles s’écartent entre elles, plus leurs résultats approchent de la vérité. 
On remplit cette derniere condition par le choix des méthodes, par la 
précision des instruments et par le soin que l’on met a bien observer. 
Ensuite on détermine par la théorie des probabilités les résultats 
moyens les plus avantageux ou ceux qui donnent le moins de prise a 
Verreur. Mais cela ne suffit pas; il est de plus nécessaire d’apprécier 
la probabilité que les erreurs de ces résultats sont comprises dans des 
limites données. Sans cela, on n’a qu'une connaissance imparfaite du 
degré d’exactitude obtenu. Des formules propres a cet objet sont donc 
un vrai perfectionnement de la méthode des sciences, et qu’il est bien 
important d’ajouter & cette méthode. L’analyse qu’elles exigent est la 
plus délicate et la plus difficile de la théorie des probabilités. Cest 
une des choses que j’ai eue principalement en vue dans mon Ouvrage, 
dans lequel je suis parvenu a des formules de ce genre, qui ont l’avan- 
tage remarquable d’étre indépendantes de la loi de probabilités des 
erreurs et de ne renfermer que des quantités données par les obser- 
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vations mémes et par leurs expressions. Je vais en rappeler ici les prin- 
cipes. 

Chaque observation a pour expression analytique une fonction des 
éléments que l’on veut déterminer; et, si ces éléments sont a peu pres 
connus, cette fonction devient une fonction linéaire de leurs correc- 
tions. En l’égalant 4 Vobservation méme, on forme ce que l’on nomme 
équation de condition. Si on a un grand nombre d’équations sembla- 
bles, on les combine, de maniere a obtenir autant d’équations finales 
quil y a d’éléments dont on détermine ensuite les corrections, en résol- 
vant ces équations. Mais quelle est la maniere la plus avantageuse de 
combiner les équations de condition pour obtenir les équations finales? 
Quelle est la loi des erreurs dont les éléments que l’on en tire sont 
encore susceptibles? C’est ce que la théorie des probabilités fait con- 
naitre. La formation d’une équation finale, au moyen des équations de 
condition, revient & multiplier chacune de celles-ci par un facteur in- 
déterminé et & réunir ces produits; mais il faut choisir le systeme de 
facteurs qui donne la plus petite erreur a craindre. Or il est visible que, 
si ’on multiple les erreurs possibles d’un élément par leurs probabi- 
lités respectives, le systeme le plus avantageux sera celui dans lequel 
ia somme de ces produits, tous pris positivement, est un minimum; 
car une erreur positive ou négative doit étre considérée comme une 
perte. En formant done cette somme de produits, la condition du mi- 
nimum déterminera le systeme de facteurs qu’il faut choisir. On trouve 
ainsi que ce systeme est celui des coefficients des éléments dans chaque 
équation de condition, en sorte que l’on forme une premiere équation 
finale en multipliant respectivement chaque équation de condition par 
son coefficient du premier élément et en réunissant toutes ces équa- 
tions ainsi multipliées. On forme une seconde équation finale en em- 
ployant de méme les coefficients du second élément, et ainsi de suite. 
De cette maniere, les éléments et les lois des phénomeénes, renfermés 
dans le recueil d’un grand nombre d’observations, se développent avec 
le plus d’évidence. J’ai donné, dans le n° 24 du Livre II de ma 
Theorie analytique des Probabilités, Vexpression de l’erreur moyenne A 
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craindre sur chaque élément. Cette expression donne la probabilité des 
erreurs dont l’élément est encore susceptible, et qui est proportion- 
nelle au nombre dont le logarithme hyperbolique est l’unité, élevé a 
une puissance égale au carré de l’erreur pris en moins et divisé par le 
carré du double de cette expression et par le rapport de la circon- 
férence au diametre. Le coefficient du carré négatif de l’erreur dans cet 
exposant peut done étre considéré comme le module de la probabilite 
des erreurs, puisque l’erreur restant la méme, la probabilité décroit 
avec rapidité quand il augmente, en sorte que le résultat obtenu pese, 
si je puis ainsi dire, vers la vérité, d’autant plus que ce module est plus 
grand. Je nommeral, par cette raison, ce module pords du résultat. Par 
une analogie remarquable de ces poids avec ceux des corps comparés 
a leur centre commun de graviteé, il arrive que, si un méme élément 
est donné par divers systemes, composés chacun d’un grand nombre 
d’observations, le résultat moyen le plus avantageux de leur ensemble 
est la somme des produits de chaque résultat partiel par son poids, 
cette somme étant divisée par la somme de tous les poids. De plus le 
poids total des divers systemes est la somme de leurs poids partiels, en 
sorte que la probabilité du résultat moyen de leur ensemble est pro- 
portionnelle au nombre qui a l’unité pour logarithme hyperbolique, 
élevé &@ une puissance égale au carré de l’erreur, pris en moins et mul- 
tiplié par la somme de tous les poids. Chaque poids dépend, a la vérité, 
dela loi de probabilité des erreurs dans chaque systeme, et presque 
toujours cette loi est inconnue; mais je suis heureusement parvenu a 
éliminer le facteur qui la renferme, au moyen de la somme des carrés 
des écarts des observations du systeme, de leur résultat moyen. Il 
serait donc a désirer, pour compléter nos connaissances sur les résul- 
tats obtenus par l'ensemble d’un grand nombre d’observations, qu’on 
écrivit a cété de chaque résultat le poids qui lui correspond. Pour 
faciltter le calcul de ce poids, je développe son expression analytique, 
lorsque l’on n’a pas plus de trois éléments & déterminer. Mais, cette 
expression devenant de plus en plus compliquée & mesure que le 
nombre des éléments augmente, je donne un moyen fort simple pour 
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déterminer le poids d’un résultat, quel que soit le nombre des élé- 
ments. Quand on a ainsi obtenu l’exponentielle qui représente la loi de 
probabilité des erreurs, on aura la probabilité que erreur du résultat 
est comprise dans des limites données, en prenant, dans ces limites, 
Vintégrale du produit de cette exponentielle par la différentielle de 
Verreur ct en la multipliant par la racine carrée du poids du résultat 
divisé par la circonférence dont le diaméetre est l’unité. De 1a i suit 
que, pour une méme probabilité, les erreurs des résultats sont réci- 
proques aux racines carrées de leurs poids, ce qui peut servir 4 com- 
parer leur précision respective. 

Pour appliquer cette méthode avec succes, il faut varier les circon- 
stances des observations ou des expériences, de maniere a éviter les 
causes constantes @’erreur. Il faut que les observations soient nom- 
breuses et quelles le soient d’autant plus qu'il y a plus d’éléments a 
déterminer; car le poids du résultat moyen croit comme le nombre des 
observations divisé par le nombre des éléments. Il est encore néces- 
saire que les éléments suivent, dans ces observations, une marche dif- 
férente; car, si la marche de deux éléments était rigoureusement la 
méme, ce qui rendrait leurs coefficients proportionnels dans les équa- 
tions de condition, ces éléments ne formeraient qu'une seule inconnue, 
et il serait impossible de les distinguer par ces observations. Enfin il 
faut que les observations soient précises. Cette condition, la premiere 
de toutes, augmente beaucoup le poids du résultat, dont l’expression a 
pour diviseur la somme des carrés de leurs écarts de ce résultat. Avec 
ces précautions, on pourra faire usage de la méthode précédente et 
mesurer le degré de confiance que méritent les résultats déduits d’un 
grand nombre d’observations. 


|. Un grand avantage de cette méthode, qui permet d’en évaluer 
numériquement les expressions, est, comme nous l’avons dit, d’étre 
indépendante de la loi de probabilité des erreurs des observations. Le 


9 kk’ 


facteur 7 as, qui dépend de cette loi, a été éliminé des formules des 


n° 19 et 21 du Livre II, en observant que ce facteur qui est la somme des 


SUPPLEMENTS 504 


carrés de toutes les erreurs possibles des observations, multipliées par 
leurs probabilités respectives, et qui exprime ainsi la vraie moyenne 
de ces carrés, est tres probablement égal a la somme des carrés des 
restes des équations de condition, lorsqu’on y a substitué les éléments 
déterminés par la méthode la plus avantageuse. L’importance de cette 
méthode dans la philosophie naturelle exige que l’incertitude qu'elle 
peut laisser soit dissipée, et la seule qui reste encore est relative a 
Végalité dont je viens de parler. Je vais d’abord éclaircir ce point deéli- 
cat de la théorie des probabilités et faire voir que l’égalité précédente 
peut étre employée sans erreur sensible. 


La somme des carrés des erreurs des observations, dont le nombre 


WY 


: Paes ae oie 
est s, étant supposée égale a i 


leur de r est comprise dans des limites données est, par le n° 19 cité, 


as +a?r\ys, la probabilité que la va- 


6'2 r2 
I a= 
Se? dr Cc a, 5 


27 


lintégrale étant prise dans ces limites. Représentons l’équation géné- 
rale de condition des éléments <z, z’,... par celle-ci 


a2) == plz + gz'+...— al, 


- étant l'erreur de lobservation. Les éléments z, 2’, ... étant déter- 
minés par la méthode la plus avantageuse, désignons par u, w’, ... 
leurs erreurs; nous aurons, en nommant < le reste de la fonction 


poz + ga’ +...— al) 
lorsqu’on y a substitué pour s, 2’, ... leurs valeurs ainsi déterminées, 


eM — (OY + pOu+qu'+..., 
ce qui donne 


Se()2— Se()2 4 98 eO(pMu+qu'+...)+S8(pOut qMu'+...)?, 


le signe intégral S s’étendant a toutes les valeurs de z, depuis 1 = 0 
jusqu’A <= s —1. Mais, par les conditions de la méthode la plus avan- 
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fageuse, on a 
Spe) — 9, Sg) = 9, rekais 


on a donc 
S22 — $e(2 4+ S(pOu+qMu'+...)%; 


ioe ae 2k” 
en comparant cette valeur de Se*a sa valeur précédente [—a*s + ers, 
_ 


on aura 


Mu 


ary s = §¢' (42. aie 


, as+S(pOu+ g@u'+...)3. 


Faisons 
7 oh" ie 
S¢/(2)2 — ke QS Se VS: 


! " 
Vv Vv Vv 
u" 


ae BSS SY —— es a 
Vs Vs Vs 
nous aurons 
S(p@e-- gO +...) 


cae 


GRP =a ii t= 


6/2 72 


L’exponentielle c * devient ainsi 


62 7 S(pOv+qMe'+.)272 
[ sys | 


; 

ainsi la probabilité de ¢ est proportionnelle a cette exponentielle. 
L’analyse du n° 21 du Livre If conduit a ce théoreme général, savoir 

que la probabilité de l’existence simultanée des quantilés u, wv’, uv’, ... 

est proportionnelle a l’exponentielle 


S(pOv+q@errt...) 


k 
cq rk ats : 


ia probabilité de existence simultanée de 2, », ¢, »”, ... est donc pro- 
portionnelle a 


672 [ S(pOv+q@o'+...)2 


has sys 


Q i 
| it was 8 (pPOve+gh p'...)? 


4k’a 


; 2S . = ¢ 
En substituant pour “>—~ sa valeur 2S¢ — 2% Vs, cette exponentielle 
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, : rALa I . . . 
se réduit, en négligeant les termes de l’ordre —» & la fonction sui- 


vante: 


62 et eee 2 §(pWe+qWo'+...)2 
has s/s 286) 


| ap S(pOo+ qMo'+.. | ec 
Maintenant, pour avoir la probabilité que la valeur de ¢ est comprise 
dans des limites données, il faut : 1° multiplier cette fonction par 
dt dy dy’...; 2° prendre l’intégrale du produit pour toutes les valeurs 
possibles de ¢, 9’, ”, ...; et, par rapport a ¢, intégrer seulement dans 
les limites données; 3° diviser le tout par cette méme intégrale prise 
par rapport a toutes les valeurs possibles de z, 9, »’, .... En regardant 
S<? comme une donnée de l’observation, ¢ ne varie qu’a raison de la 


kk” 2 
It 
'(i)2 


: : : a. Se ; eS eae ‘ 
Pinfini; ¢ peut donc varier depuis ane jusgu’a l’infini négatif; et, 
s 


: AY . . i . . 
valeur inconnue - » et cette valeur peut varier depuis zéro jusqu’a 


comme Se? est de Vordre s, ¢ peut varier depuis l’infini négatif jusqu'a 
une valeur positive de l’ordre Vs. L’exponentielle précédente devient, & 
cette limite de l’intégrale prise par rapport a z, de la forme c’’” et 
pourra étre supposée nulle, 4 cause de la grandeur de s. Ainsi l’on peut 
prendre l’intégrale relative 4 ¢, depuis ¢ =— oo jusqu’a t = oo. Pareil- 
lement les intégrales relatives 4 ¢’, »”, ... peuvent étre prises dans les 
mémes limites. Si l’on fait 


Bl pou quae. .)? 
s/s 


l’intégrale relative a ¢’ pourra étre prise par rapport a ¢@’ depuis ¢’= —x 


== t. 


ae 


jusquiale’ == 0". 
De 1a il est facile de conclure que la probabilité que ¢ est compris 
dans des limites données est proportionnelle a l’intégrale 


[S(pe 4 go's. JOP) oem 
Wek eek BU aa lb ase 
NCS ETI AS 3 (Se O2)25 c P 


les intégrales étant prises depuis 0’, ¢”,... égaux &2 —% jusqu’a leurs 
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valeurs infinies positives et par rapport a ¢ dans les limites données, et 

étant divisée par la méme intégrale étendue aux valeurs infinies posi- 
tives et négatives de ¢, 0’, »”, .. 

are ek oh : : ah” 

La considération de la différence qui peut exister entre ~—a*s et 

Se? n’introduit donc dans lexpression de la probabilité dont il s’agit 

I 5 : ‘ oe : 

qu'un terme de l’ordre ? ordre que je me suis permis de négliger dans 


mon Ouvrage. Par la, lintégrale précédente devient 
8 § P 


S(pOe+t qv...) 


facade 2Sert? 


Si Von fait 


Int 0h gOS pO q@ 
ee Sqi2 
: MS pO gq 
rd — pd) — Gan ie he 
Sq? 
iS eels ee 
1 Sq)? 


Vexponentielle 


S(phe+qOertrOorr...)2 


2se')2 


Cc 


pourra étre mise sous cette forme 


(pi? perl) on...) Sg? ( 9S pO qO+e"SrOqO+....3 
—- - — - vt ) 


2Se? age)? Sg? 


Cc: 


Kn multipliant cette quantité par dy’, et en l’intégrant depuis ¢’ = — 2 
jusqu’a ¢’= 0, on aura une quantité proportionnelle a 


S ( pit) e+ rii) piers); 


Cc ase? 


et dans laquelle la variable ¢ a disparu. En suivant le méme procédé, 


on fera disparaitre les variables y’, 9”, .... On arrivera ainsi A une 
paSps 


exponentielle de la forme c 2s«, n étant le nombre des éléments. Si 
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Yon restitue, au lieu de v, sa valeur u Js, cette exponentielle devient 


chu, 
en faisant 
he SSP, 
~ 2Se/(2 
u étant lerreur de la valeur de z, P est ce que je nomme poids de cette 
valeur. La probabilité que cette erreur est comprise dans des limites 


données est done 


Pintégrale étant prise dans ces limites, et = étant la circonférence dont 
le diametre est l’unité. Mais il est plus simple d’appliquer le procédé 
dont nous venons de faire usage aux équations finales qui déterminent 
les éléments, pour les réduire & une seule, ce qui donne une méthode 
facile de résoudre ces équations. 


UZ IV 


simplicité, bornons-la aux six éléments z, 2’, 3”, 3”, =", 2"; elle devient 
alors 


(1) a) = pl) gp gl) 2! + rl gY 4 10) 2 4 yl) grv 4 A gv — Ql), 


En la multipliant par 1 et réunissant tous les produits semblables, 

on aura 
SHO =z SAM pM + 2 SMOGOH...— SAA, 

le signe intégral S s’étendant & toutes les valeurs de 7, depuis 7 =o 
jusqu’a ¢=s—r1, s étant le nombre des observations employées. Par 
les conditions de la méthode la plus avantageuse, on a SA = 0; 
l’équation précédente donnera done 
SAO ye SiO SAO rk) 

“S,H2 Soe “S7X@2 


; S40) g Pe sip Ke SHG 
S (2 S\)2 SA. 


A es 


ae 
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Si l’on substitue cette valeur dans l’équation (1) et si l’on fait 


(4) (3) 
Oy hee Beta 
i) S,2 ’ 
(4) g(2) 
jis yo) SA EO 
i TIGE 
ci : SO rp 
(2 ee es ) 
oars 
(é) gi) 
Ope 
Gace 62 
4, SAM po 
Ci ee 
Pi Ph era * 
He dul ie? 
(CDi pC) meee DLC: 
Oe eo ri Syma? 


on aura 


g(t) = pz ae gq? 2! + hh)! tz” 4. yi ary — a's 


— 
w 


par ce moyen, l’élément z‘ a disparu des équations de condition que 
représente l’équation (2). En multipliant cette équation par y\” et 
réunissant tous les produits semblables, en observant ensuite que 
Yona 

Syed = 0 


en vertu des équations 
0 = SAME, 0 = Syl ¢2) 


que donnent les conditions de la méthode la plus avantageuse, on 
aura 


OF Sy?) p® ae gi Sy) gh 4. 3! Sy? ri) + gl SyP te . giv Sy%)2 a, Sy? as 
d’ou lon tire 


(2) x2) S ay(Z) pal 2) t) 4 (0) (2) (2) Sete 
yn SU ei pT se Sree he oy Pi Sie Sa 


a! r\2 & Si aD) ‘2 rye i ran rnw: 
Syee Spe rep orig Sys Sys 
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Si l'on substitue cette valeur dans |’équation (2) et sil’on fait 


(t) 4(@) 
12) =. HO, wore & A 
2 SS 1) ae 
Sy 
(Z) plZ) 
pd — pd aay: ry : 
2° >> { @2 
Sy 
(2) yd) 
g=aq? pied Uae 
aaa ay 
Syi 
(Z) p(t) 
pie=op yonre 
1 4 @.(a)2 
Sy 
eta) 
Loi Oa) Sy 
Dh ee 2 | 4 S yo? 2 
on aura 
(3) a(t) — piiz + gf) 2’ re" + 2" — al. 


En continuant ainsi, on parviendra a une équation de la forme 
(4) et) = ps — al, 


I] résulte du n° 20 du Livre II que, si la valeur de z est déterminée par 
cette équation et que w soit l’erreur de cette valeur, la probabilité de 


cette erreur est 
s§ ps 


anit aoe 
SOPs eg 2 
2Se(27 : 


S.4? étant la somme des carrés des restes des équations de condition, 
lorsqu’on y a substitué les éléments déterminés par la méthode la plus 


. Gg weO pee 
avantageuse. Le poids P de cette erreur est donc égal a eee 


Il s’agit maintenant de déterminer Sp{” 


respectivement chacune des équations de condition représentées par 
l’équation (1), d’abord par le coefficient du premier élément, et l’on 
prendra la somme de ces produits; ensuite par le coefficient du second 


. Pour cela, on multipliera 


élément, et l’on prendra la somme de ces produits, et ainsi du reste. 
On aura, en observant que par les conditions de la méthode la plus 
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avantageuse Spe = 0, Sq@c = 0, ..., les six équations suivantes : 


pa=p)z-+ pq zi pr 2" + pt 2” + py 2+ pa 2, 


qaspq 2+ qs’ gr 2" gt 2” gy 2+ Og) 2, 


re =p 2 TY 2 ee he ary Sah 2, 


i= ip 2 (ge ire fg ety es) 2% 


Mi 


ye =yp 2t+yqg Bryer w+ yt 2 + yDer+ yr 3’, 


\ da =p 2t+Ag st tAr s+ AE 2+ dy t+ 22027, 


ott l’on doit observer que nous supposons 


p®) = Sp02, pq = Spq®, gq?) = Sqi?2, qr=Sq)r, 

Si on multiplie pareillement les équations de condition représen- 
tées par l’équation (2) respectivement par les coefficients de z et que 
l’on ajoute ces produits, ensuite par les coefficients de z’ en ajoutant 
encore ces produits, et ainsi de suite, on aura le systeme suivant 
d’équations, en observant que Sp’: =o, Sq’c—=o, ..., par les 
conditions de la méthode la plus avantageuse, 


ees 


/ Pic =p? 2 P12 = paliee pits 2 4 iyi 22% 


Gia = pigis+ gy B+ girs” + qitia”+ qa”, 


= 
- 


ray prim s+ginm sry a+ ryt a” + rmy 2, 


by 04 =e) Z egy th Z/ + ode BU tg 4 UNG BO 


"I 


V1 = Pry SH QU BEM YB bey aU Ye) 3, 


ot l’on doit observer que 


pig aes S pq‘ y Do aa Sp, 


En substituant, au lieu de p’’, g\’, ..., leurs valeurs précédentes, on a 


ae oe ) 
Pidi Sp 62 


ou 


— dp 
Pii=P9 — a, 3 
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on a pareillement 


—2 
; . A 
pe = p@)— 5 ? 
a 
qd =I— oe 
aaap OE 


a ahr, (el ce:\e) (6) 10119» 7a, @| eels © in ale 


Ainsi les coefficients du systeme des équations (B) se déduisent facile- 
ment des coefficients du systeme des équations (A). 

Les équations de condition représentées par l’équation (3) donneront 
semblablement le systeme suivant d’équations 


P2%2 =p Zz + Pp2q2%' + ps faa! = pats 2", 


G20 = Prqaa+ qf) 3’ -+ Yared” + qote2”, 


(C) 


P22 = P2t,3 + qore3'-+ rp) 2" rete 2", 


to &2 = Pate Y Ss q2 to Zot ro lo ee Se rails 


et ona 


p2 = p® — a 
Paga = pigs — BEE, = 
Pas = Pras — UPA, 


ind) bio 0: ee) 8 (el{e Sei eRe tr eura sie lee aye 


On aura pareillement le systeme d’équations 


P3%s =D B+ p3q33' + P3332", 


(D) q3%3 = p3q3a-+q~ 2’ + q3rs2", 


: 2 — , S 
3 43 == P3l3 2 4- Gals 2 +r? ges 
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en faisant 


: Prato 
PY Pe aa? 
2 
25 | 3 8 ab Gals 
P3293 = 24a gq? 
Se eee ee pales; 
P3%3 = P2%2 — ar Ca 


on aura encore 


A Pita = py? 2 Pi qa2, 
(E) 


qi ks = Ps ds + Go 25 


en faisant 


ty ey ests 
P Ps yo 
3 
appngee = P3'3 W3Ps 
4a == P3d3 — ema oe 
3 
P33 43973 
BEN ay a a =e 
3 
Enfin on aura 
(F) pera 
en faisant 
2). »(2)__- Pa Qa RS Pada dads, 
PS a q@) ? P5%s = Pr&s g@) 5 
4 : 


p> est la valeur de Sp’, et le poids P sera 
(2) 


SPs 


2S ¢'(4)2 


On voit par la suite des valeurs de p®, p\”, py’, ... qu’elles vont en 
diminuant sans cesse, et qu’ainsi, pour le méme nombre d’observa- 
tions, le poids P diminue quand le nombre des éléments augmente. 

Si l’on considere la suite des équations qui déterminent p,«;, on 
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voit que cette fonction, développée suivant les coefficients du systeme 
des équations (A), est de la forme 


paot+Mqa+Nrac..., 


le coefficient de pz étant Vunité. Il suit de la que si l’on résout les 


équations (A), en y laissant pz, gz, rz, ... comme indéterminées, 


{ x . Ia he ory ¢ ’ 
poy Sera, en vertu de l’équation (F), le coefficient de pa dans l’expres- 
5 


: 5 i ess = 5 
sion de z. Pareillement, mee le coefficient de gx dans l’expression 


5 


4 I . a : : ‘ 
de 5’; — sera le coefficient de ra dans l’expression de ’; et ainsi du 


reste; ce qui donne un moyen simple d’obtenir p?’, g?, ...; mais il 


est plus simple encore de les déterminer ainsi. 
D’abord l’équation (F) donne la valeur de p? et de z. Si dans le sys- 
teme des équations (E) on élimine =z au lieu de z’, on aura une seule 


équation en z’, de la forme 


en faisant 


(2 


qs 


ew (2 Pads Py 
‘= qa) — se 

Si dans le systeme des équations (D) on élimine z au lieu de 2”, pour 
ne conserver a la fin du calcul que 2”, on aura 7,’ en changeant dans 
la suite des équations qui, a partir de ce systeme, déterminent p>’, la 
lettre p dans la lettre r, et réciproquement. On aura ainsi 


@) oa . Pee 
Peat Sars . 
Ps’ 
sre D343 P3ls 
ini ee 
(2) 
P3 
2 
(2) see (2) P3q3 
qi = 43 vs (2) 9 
P3 
= 2 
a Sao Pid 
ri Pr; = Sa 


G) tee 10 a) Pw) We) 0 '@ 0) Celle) ie ele, Wh ei ei Yai ral 
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Pour avoir 2°’, on partira du systeme des équations (C), en changeant, 
dans la suite des valeurs de p\?, aay +++ TS’, Ya? a» ++» la lettre p dans 
la lettre ¢, et réciproquement. 

On aura pareillement la valeur de yj’, en partant du systeme des 
équations (B) et changeant dans la suite des valeurs de p?’, py’, ..., 
la lettre p dans la lettre 7, et réciproquement. 

Enfin, on aura la valeur de 22’ en changeant, dans la suite des va- 


leurs de p;’, p,’, ..., la lettre p dans la lettre i, et réciproquement. 


3. Lerreur dont la valeur de < est susceptible étant w, sa probabilité 


est, comme on l’a vu, 


Kn la multipliant par wdu et prenant lintégrale depuis wu nul jusqu’ 


w infini, on aura 


pour l’erreur moyenne & craindre en plus dans la valeur de z. Cette 
expression affectée du signe — sera l’erreur moyenne a craindre en 
moins sur cette valeur. J’ai donné dans le n° 21 du Livre II lexpres- 
sion analytique de ces erreurs moyennes, quel que soit le nombre des 
éléments. On aura donc, en la comparant a la précédente, la valeur 
de P, et il est facile de reconnaitre Videntité de ces expressions. On 
trouve ainsi, dans le cas d’un seul élément, 


p rat sp'?) 


~ 28e D2" 
Si Pon fait genéralement, pour un nombre quelconque d’éléments, 


Aa "s A 
7 2862 B’ 
on trouve, pour deux éléments, 


A Spe gn? ase Pq » 
B= q‘?). 
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En appliquant ces résultats aux équations (E), on aura la valeur de P 
relative a élément sz. 


On trouve, pour trois éléments, 


——b} -—? 


A = p@q®) 2) — pqr — q@pr —r@ pq + 2pq prar; 


B= q@)r@)— qr. 


Ces résultats appliqués aux équations (D) donneront la valeur de P 
relative a l’élément z. 

En continuant ainsi, on aura, quel que soit le nombre des éléments, 
le poids relatif au premier élément z. En changeant dans son expres- 
sion peng et gen p, on aura le poids relatif au deuxitme élément 2’. 
En changeant, dans expression du poids du premier élément, p en r 


y 


et ren p, on aura le poids relatif au troisieme élément =<’, et ainsi 
de suite. Mais, lorsque Je nombre des éléments surpasse trois, il est 
beaucoup plus simple de faire usage de la méthode du numéro pré- 
cédent. 

Nous observerons ici que l’erreur moyenne & craindre sur chaque 
élément étant, par les n° 20 et 21 du Livre II, plus petite dans le sys- 
teme de facteurs qui constitue la méthode la plus avantageuse que 
dans tout autre systeme, la valeur de P y est la plus grande possible. 
Ainsi, pour une méme erreur d’un élément dans cette méthode, la pro- 
babilité est plus petite que dans toute autre méthode, ce qui assure sa 


supériorité. 


4. Toute mon analyse repose sur l’hypothese que la facilité des 
erreurs est la méme pour les erreurs positives et pour les erreurs néga- 
tives; ce qui rend nulle l’intégrale du produit de l’erreur par sa pro- 
habilité et par sa. différentielle, Vintégrale étant prise dans toute 
V’étendue des limites des erreurs, et l’origine des erreurs étant au 
milieu de l’intervalle qui sépare ces limites. Mais, si la loi de facilité 
est différente pour les erreurs positives et pour les erreurs négatives, 


OFuwres de L, — VII. 65 
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alors Vintégrale précédente ne devient nulle que dans le cas ou cette 
origine est au point de l’abscisse par oti passe l’ordonnée du centre de 
eravité de la courbe, dont les ordonnées représentent la loi de facilité 
des erreurs représentées elles-mémes par les abscisses. Pour tout autre 
point, l’erreur moyenne de l’observation est cette intégrale divisée par 
Vintervalle des limites; et, si l’on a un grand nombre d’observations, la 
moyenne des erreurs de ces observations sera, par ce que l’on a vu 
dans le Livre II, égale a tres peu pres & ce quotient. En faisant done 
en sorte que la somme des erreurs soit nulle, on pourra supposer nulle 
l'intégrale dont nous venons de parler, et alors toute mon analyse sub- 
siste et devient indépendante de l’hypothese d’une égale facilité des 
erreurs positives et des erreurs négatives. On peut toujours obtenir 
cet avantage en ajoutant aux équations de condition un élément indeé- 
terminé dont le coefficient soit ’unité. C’est ce qui a lieu de soi-méme 
dans les équations de condition relatives au mouvement des planétes 
en longitude; car la correction de l’époque y a pour coefficient luniteé. 
Mais, l’addition d’un élément affaiblissant, comme nous I’avons dit, la 
probabilité des erreurs des autres éléments, probabilité qui, pour le 
méme nombre d’observations, diminue quand le nombre des éléments 
qui s’appuient sur elles est plus grand, il ne faut recourir a cette addi- 
tion que lorsque l’on peut craindre qu’une cause constante favorise 
plutot les erreurs d’un signe que celles du signe contraire. Au reste, 
on s’en assurera facilement, en faisant la somme des restes positifs et 
celle des restes négatifs des équations de condition, lorsqu’on y aura 
substitué les valeurs des éléments déterminés par la méthode la plus 
avantageuse, sans l’addition dont on vient de parler et en voyant si 
exces de Pune de ces sommes sur l’autre indique une cause con- 
stante. 

Pour ne laisser aucun doute sur cet objet, je vais y appliquer le 
calcul. I résulte du n° 22 du Livre II que la probabilité que la somme 
des erreurs des observations égale 


ak! = 
= s+ary/s 
U 
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est proportionnelle a l’exponentielle 


o RRR=B 


7) 
Cette somme est Se, et, parle n°4, ona 
Sel) = $e) + S(pOu+ gu +...). 
Par la nature des équations finales, on a Se’ = 0; on a done 


ak’ : em ; ; ' 
as +arys = 8( pu + qhu eiatens oN 


Sj ' f . ; Vv ’ v A 
si ton alt, comme dans cé numero, & = ie tS fie ‘ery Ol AULA AINSI 
S Vs 
a I 
ar Be a ile iehe ss One 7 lOae 
pes } S=+ S v (if te os Ne 
k as (P mg Sig ) 


mo ax 1 : I 
Ainsi = est de lordre "F et son carré est de l’ordre ~; on peut donc 
§ 


sods ee Lie ; ; 
le négliger, eu égard a —-- La probabilite de Pexistence simultanée de 


r, 9,9, ... est ainsi proportionnelle a l’exponentielle 


Ros S(pOv +q0o'+...) 
cq 2h" 2 e'(i) 


En la multipliant par dr, do’, ..., en Vintégrant par rapport a 7, 9’, 
y”, ..., depuis l’infini négatif jusqu’a V’infini positif, on aura une quan- 
tité proportionnelle a la probabilité de v. En multipliant done cette 
quantité par dy et en prenant l’intégrale dans des limites données, en 
la divisant ensuite par cette méme intégrale prise depuis ¢ = — x 
jusqu’A ¢ = + 0, on aura la probabilité que la valeur de ¢ est contenue 
dans ces limites. On voit ainsi que la considération des valeurs que &’ 
peut avoir et dont dépend la différence de probabilité des erreurs posi- 
tives et négatives n’a aucune influence sensible sur les résultats de la 


méthode générale exposée ci-dessus. 
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5. Appliquons maintenant cette méthode 4 un exemple. Pour cela, 
jal profité de immense travail que Bouvard vient de terminer sur les 
mouvements de Jupiter et de Saturne, dont il a construit des Tables 
tres précises. Il a fait usage de toutes les oppositions observées par 
Bradley et par les astronomes qui l’ont suivi : il les a discutées de nou- 
veau et avec le plus grand soin, ce qui lui a donné 126 équations de 
condition pour le mouvement de Jupiter en longitude et 129 équations 
pour le mouvement de Saturne. Dans ces dernieres équations, Bouvard 
a fait entrer la masse d’Uranus comme indéterminée. Voici les équa- 
tions finales qu’il a conclues par la méthode la plus avantageuse : 


72.12.”,600 = 7959382 — 127293098 2’ 
+ 6788,22”— 1959,02” + 696,13 21" + 2602.2”, 


— 738297”, 800 = — 12929398 2 + 424865729 2’ 
— 153106,52”— 39749,1 2” — 5459 2°" + 5722.2", 


239”, 782 = 6788,22 — 153106,5 2’ 
++ 71,87202” — 3,22522” 4+ 1,24842°" +1,33712", 


— ho”, 335 = — 1959,0% — 39749,1 2" 
— 3,22522” + 57,19112” + 3,6213 atv +-1,1128 2°, 


— 343”, 455 = 696,132 — 5459 2' 
+ 1,2484.2” + 3,62132" + 21,5432" + 46,3102", 


— 1002”, 900 = 26022 + 57222’ 
7 


++ 1,33912" + 1,11282” + 46,3102" + 1292”. 


p ‘ i ML Sy FS 
Dans ces équations, la masse d’Uranus est supposée — ; la masse 
19904 


t 
; 5” est le produit de l’équation du centre 


I+ 2 
1067 ,09” 


de Jupiter est supposée 


par la correction du périhélie employé d’abord par Bouvard; s” est la 
correction de ’équation du centre; z'” est la correction séculaire du 
moyen mouvement; z” est la correction de l’époque de la longitude 
au commencement de 1750. La seconde du degré décimal est prise 
pour unite. 
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Au moyen des équations précédentes renfermées dans le sys- 
teme (A), j’ai conclu les suivantes, renfermées dans le systeme (B) : 


27441",68 = 4434542 — 12844814 2' 
+ 6761, 232” — 1981, 452” — 237,972", 


— 693812",58 = — 128448142 + 4246119202! 
— 193165,81 2” — 39798, 462" — 7513152", 


248”,17992 = 6761, 232 — 153165,81 2’ 
+ 71,8581 2” — 3,2367 2” + 0,7684 2'", 


— 31,6836 = — 1981, 452 — 39798,46 2’ 
— 3,23672" + 59 ,18152” + 3,22182"", 


16”, 5783 =— 237,973 — 7513,152' 
+ 0,7684 2” + 3,22183"+ 4,9181 2". 

De ces équations, j’ai tiré les quatre suivantes, renfermées dans le 

systeme (C), 
28243",85 = 731939,5z — 132083502! + 6798,41 2” — 1825562", 
— 668486",70 —=— 132083502 + 413134432 2’ — 15199202” — 34876, 72”, 
245", 5870 = 6798,41 2 — 151992,02' + 71,7381 2” — 3,74012", 

— 42” ,5434 = — 1825,56 2 — 34846,7 2’ — 3,7401 2” + 55,07102"; 


ces dernieres équations donnent les suivantes, renfermées dans le sys- 
teme (D), 
26833",55 = 671414,73 — 14364541 2’ + 6694, 432”, 
—- 695430",0 = = — 143645412 + 391046861 2’ — 154360,62", 
242.” ,6977 = 6674,43 2 — 154360, 62’ + 71,4841 2”. 

Enfin j’ai conclu de 1a les deux équations suivantes, renfermées dans le 
systeme (E) : 

4142” ,95 = 484422 + 480202', — 171455”, 2 = 480202 + 577252272’. 


Je m’arréte a ce systeme, parce qu’il est facile d’en conclure les ya- 
leurs du poids P relatives aux deux éléments = et 2’ que je désirais par- 
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ticuligrement de connaitre. Les formules du n° 3 donnent, pour z, 
een ee ry ae 
Nee secs | 4844 5992522.7 


et, pour zy 
NEE eee 5 at (48020)? ; 
I = x37 | 57729227 (ea 


Le nombre s des observations est ici 129 et Bouvard a trouve 


S2’(H)2 — 31096; 


ona donc, pour ¢, 

logP = 2,0013595 
et, pour 2’, 

log P = 5,0778624. 


Les équations precedentes donnent 


U 


z'==— 0,00305, 


ZB 25.  10,08016. 
3 Li ; : / 
La masse de Jupiter est —.——- (1+ 3’). En substituant pour 3’ sa 
1067 ,09 


valeur precedente, cette masse devient — - La masse du Soleil est 


I 
70,35 
prise pour unité. La probabilité que l’erreur de z’ est comprise dans 
les limites + U est, par le n° 1, 


iP 
eid oka 
™ 


’intégrale étant prise depuis w = — U jusqu’a uw = U. On trouve ainsi 
la probabilité que la masse de Jupiter est comprise dans les limites 


[ I 1 


iSite 5 1G aj 
1070,35 100 1067,09 


; . 1000000 Ss eed Ante a be ; 
égale a ———— ; en sorte qu’il y a un million a tres peu pres a parier 


I : 35 
contre un que la valeur 90 358 © est pas en erreur d’uncentiéme de sa 
53 


valeur; ou, ce qui revient a fort peu pres au méme, qu’apres un siecle 
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de nouvelles observations, ajoutées aux précédentes et discutées de la 
méme maniere, le nouveau résultat ne différera pas du précédent d’un 
centieme de sa valeur. 

Newton avait trouvé, par les observations de Pound, sur les élonga- 
tions des satellites de Jupiter, la masse de cette planete égale a la 
1067° partie de celle du Soleil, ce qui differe tres peu du résultat de 
Bouvard. 


La masse d’Uranus est 


pte : oer 
7: En substituant pour z sa valeur précé- 
19904 
5 IT Ok WO 
dente, cette masse devient me La probabilité que cette valeur est 


comprise dans des limites 
[ I 1 


17907 4 19504 


z ~ 2000 eae, : 
est égale & ——, et la probabilité que cette masse est comprise dans 
2509 
les limites 
14! hd 
17907 5 19504 
est égale a DAS 
spteate) 216,6 


Les perturbations gu’Uranus produit dans le mouvement de Saturne 
étant peu considérables, on ne doit pas encore attendre des observa- 
tions de ce mouvement une grande précision dans la valeur de sa 
masse. Mais, apres un siecle de nouvelles observations, ajoutées aux 
précédentes et discutées de la méme maniere, la valeur de P augmen- 
tera de maniere a donner cette masse avec une grande probabilité que 
sa valeur sera contenue dans d’étroites limites; ce qui sera de beau- 
coup préférable & l’emploi des élongations des satellites d’Uranus, a 
cause de la difficulté d’observer ces élongations. 

Bouvard, en appliquant la méthode précédente aux 126 équations 
de condition que lui ont données les observations de Jupiter ef en 


, . Dae , 
5 me égale a s-5,—z> a trouvé 
supposant la masse de Saturne ég 3534,087 ouve 


Z = 0,00620 


et 
log P = 4, 8856820. 
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y , P « I > 
Ces valeurs donnent la masse de Saturne égale & 5-3» et la probabi- 
> 


lité que cette masse est comprise dans les limites 


I I I 


pe was 
301259 100. 9504506 


11329 
11328 
Newton avait trouvé, par les observations de Pound sur la plus 


est égale a 


grande élongation du quatrieme satellite de Saturne, la masse de cette 


planete égale a ae ce qui surpasse d’un sixieme le résultat précé- 
dent. Il y a des millions de milliards 4 parier contre un que celui de 
Newton est en erreur, et l’on n’en sera point surpris si l’on considere 
la difficulté d’observer les plus grandes élongations des satellites de 
Saturne. La facilité d’observer celles des satellites de Jupiter a rendu, 
comme on l’avu, beaucoup plus exacte la valeur que Newton a conclue 


des observations de Pound. 


De la probabilité des jugements. 


Jai assimilé, dans le n° 50 du Livre I, le jugement d’un tribunal 
qui prononce entre deux opinions contradictoires au résultat des témoi- 
gnages de plusieurs témoins de l’extraction du numéro d’une urne qui 
ne contient que deux numéros. Il y a cependant entre ces deux cas 
cette difference, savoir, que la probabilité du témoignage est indépen- 
dante de la nature de la chose attestée, parce que l’on suppose que le 
témoin n’a pu se tromper sur cette chose; au lieu qu’un objet en litige 
peut étre environné d’obscurités telles, que les juges, en leur suppo- 
sant toute la bonne foi désirable, peuvent étre cependant d’avis con- 
traires. La nature de l’affaire qui leur est soumise doit donc influer sur 
leur jugement. Je vais faire entrer cette considération dans les recher- 
ches suivantes, en l’appliquant aux jugements en matiere criminelle. 

Il faut sans doute aux juges, pour condamner un accusé, les plus 
fortes preuves de son délit. Mais une preuve morale n’est jamais qu’une 
probabilité, et l’expérience n’a que trop fait connaitre les erreurs dont 
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les jugements criminels, ceux méme qui paraissent étre les plus justes, 
sont encore susceptibles. La possibilité de réparer ces erreurs est le 
plus solide argument des philosophes qui ont voulu proscrire la peine 
de mort. Nous devrions donc nous abstenir de juger, s'il nous fallait 
attendre l’évidence mathématique. Mais, lorsque les preuves ont une 
force telle que le produit de l’erreur & craindre par sa faible probabi- 
lité soit inférieure au danger qui résulterait de l’impunité du crime, le 
jugement est commandé par l’intérét de la société. Ce jugement se 
réduit, si je ne me trompe, & la solution de la question suivante : La 
preuve du délit de l’accusé a-t-elle le haut degré de probabilité néces- 
saire pour que les citoyens aient moins a redouter les erreurs des tri- 
bunaux, s’il est innocent et condamné, que ses nouveaux attentats et 
ceux des malheureux qu’enhardirait l’exemple de son impunité, s’il 
était coupable et absous? La solution de cette question dépend de plu- 
sieurs éléments tres difficiles & connaitre. Telle est ’imminence du 
danger qui menacerait la société si l’accusé criminel restait impuni. 
Quelquefois, ce danger est si grand que le magistrat se voit obligé de 
renoncer aux formes sagement établies pour la stireté de l’innocence. 
Mais ce qui rend presque toujours la question dont il s’agit insoluble 
est ’impossibilité d’apprécier exactement la probabilité du délit, et de 
fixer celle qui est nécessaire pour la condamnation de l’accusé. Chaque 
juge, a cet égard, est forcé de s’en rapporter & son propre tact. Il 
forme son opinion en comparant les divers témoignages et les circon- 
stances dont le délit est accompagné aux résultats de ses réflexions et 
de son expérience; et, sous ce rapport, une longue habitude d’inter- 
roger et de juger les accusés donne beaucoup d’avantages pour saisir la 
vérité au milieu d’indices souvent contradictoires. 

La question précédente dépend encore de la grandeur de la peine 
appliquée au délit; car on exige naturellement, pour prononcer la 
mort, des preuves beaucoup plus fortes que pour infliger une déten- 
tion de quelques mois. C’est une raison de proportionner la peine au 
délit, une peine grave appliquée a un léger délit devant inévitable- 
ment faire absoudre beaucoup de coupables. Le produit de la probabi- 
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lité du délit par sa gravité étant la mesure du danger que l’absolution 
de l’accusé peut faire éprouver a la société, on pourrait penser que la 
peine doit dépendre de cette probabilité. C’est ce que l’on fait indirec- 
tement dans les tribunaux ow |’on retient pendant quelque temps |’ac- 
cusé contre lequel s’élevent des preuves tres fortes, mais insuffisantes 
pour le condamner. Dans la vue d’acquérir de nouvelles lumiéres, on 
ne le remet point sur-le-champ au milieu de ses concitoyens, qui ne le 
reverraient pas sans de vives alarmes. Mais l’arbitraire de cette mesure 
et ’abus qu’on en peut faire l’ont fait rejeter dans les pays ot 1’on 
attache un tres grand prix a la liberté individuelle. 

Maintenant, quelle est la probabilité que la décision d’un tribunal 
qui ne peut condamner qu’a une majorité donnée sera juste, c’est- 
a-dire, conforme a la vraie solution de la question posée ci-dessus? Ce 
probleme important bien résolu donnera le moyen de comparer entre 
eux les tribunaux divers. La majorité d’une seule voix dans un nom- 
breux tribunal indique que l’affaire dont il s’agit est & peu pres dou- 
teuse; la condamnation de l’accusé serait done alors contraire aux 
principes d’humanité, protecteurs de linnocence. L’unanimité des 
juges donnerait une tres grande probabilité d’une décision juste ; 
mais, en s’y astreignant, trop de coupables seraient absous. Il faut 
done ou limiter le nombre des juges, si l’on veut quils soient una- 
nimes, ou accroitre la majorité nécessaire pour condamner, lorsque le 
tribunal devient plus nombreux. Je vais essayer d’appliquer le calcul a 
cet objet, persuadé que les applications de ce genre, lorsqu’elles sont 
bien conduites et fondées sur des données que le bon sens nous sug- 
gere, sont toujours préférables aux raisonnements les plus spécieux. 

La probabilité que opinion de chaque juge est juste entre comme élé- 
ment principal dans ce calcul. Cette probabilité est évidemment relative 
a chaque affaire. Si, dans un tribunal de mille et un juges, cing cent un 
sont d’une opinion, et cing cents sont d’une opinion contraire, il est 
visible que la probabilité de l’opinion de chaque juge surpasse bien 
peu 5; car, en la supposant sensiblement plus grande, une seule voix de 
différence serait un évyénement invraisemblable. Mais, si les juges sont 
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unanimes, cela indique dans les preuves ce degré de force qui entraine 
la conviction. La probabilité de l’opinion de chaque juge est donc alors 
tres pres de l’unité ou de la certitude; 4 moins que des passions ou des 
préjugés communs n’égarent tous les juges. Hors de ces cas, le rapport 
des voix pour ou contre l’accusé doit seul déterminer cette probabilite. 


Af 
2 


Je suppose ainsi qu’elle peut varier depuis $ jusqu’a l’unité, mais 
qu'elle ne peut étre au-dessous de +. Si cela n’était pas, la décision du 
tribunal serait insignifiante comme le sort: elle n’a de valeur qu’au- 
tant que l’opinion du juge a plus de tendance a la vérité qu’a l’erreur. 
C’est ensuite par le rapport des nombres de voix favorables ou con- 
traires a laccusé que je détermine la probabilité de cette opinion. 
Ces données suffisent pour avoir l’expression générale de la probabi- 
lité que la décision du tribunal jugeant & une majorité donnée est 
juste. Dans nos tribunaux spéciaux composés de huit juges, cing voix 
sont nécessaires pour la condamnation d’un accusé : la probabilité de 
erreur a craindre sur la justesse de la décision surpasse alors +. Si le 
tribunal était réduit & six membres qui ne pourraient condamner qu’a 
la pluralité de quatre voix, la probabilité de l’erreur a craindre serait 
alors au-dessous de 4; il y aurait donc pour l’accusé un avantage a cette 
réduction du tribunal. Dans l’un et l’autre cas, la majorité exigée est 
la méme et égale 4 deux. Ainsi, cette majorité demeurant constante, la 
probabilité de l’erreur augmente avec le nombre des juges. Cela est 
général, quelle que soit la majorité exigée, pourvu qu’elle reste la 
méme. En prenant donc pour regle le rapport arithmétique, l’accusé 
se trouve dans une position de moins en moins avantageuse & mesure 
que le tribunal devient plus nombreux. Ce rapport est suivi dans la 
Chambre des pairs d’Angleterre. On y exige pour la condamnation une 
majorité de douze voix, quel que soit le nombre des juges. Si l’on a 
cru que, les voix opposées se détruisant réciproquement, les douze 
voix restantes représentent l’unanimité d’un jury de douze membres, 
exigée dans le méme pays pour la condamnation d’un accusé, on a été 
dans une grande erreur. Le bon sens fait voir qu'il y a différence entre 


la décision d’un tribunal de deux cent douze juges, dont cent douze 
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condamment l’accusé, tandis que cent l’absolvent, et celle d’un tri- 
bunal de douze juges unanimes pour la condamnation. Dans le premier 
cas, les cent voix favorables a l’accusé autorisent & penser que les 
preuves sont loin d’atteindre le degré de force qui entraine la convic- 
tion. Dans le second cas, l’unanimité des juges porte a croire qu’elles 
ont atteint ce degré. Mais le simple bon sens ne suffit pas pour appré- 
cier l’extréme différence de la probabilité de erreur dans ces deux 
cas. I] faut alors recourir au calcul, et l’on trouve a tres peu pres } pour 
la probabilité de erreur dans le premier cas, et seulement 5,55 pour 
cette probabilité dans le second cas, probabilité qui n’est pas ;55 de 
la premiere. C’est une confirmation du principe que le rapport arith- 
métique est défavorable a l’accusé quand le nombre des juges aug- 
mente. Au contraire, si l’on prend pour regle le rapport géométrique, 
la probabilité de erreur de la décision diminue quand le nombre des 
juges s’accroit. Par exemple, dans les tribunaux qui ne pourraient con- 
damner qu’a la pluralité des deux tiers des voix, la probabilité de l’er- 
reur a craindre est a peu pres ; si le nombre des juges est six : elle est 


au-dessous de + si ce nombre s’éleve 2 douze. Ainsi l’on ne doit se 


7 
régler ni sur le rapport arithmétique, ni sur le rapport géométrique, 
si lon veut que la probabilité de erreur ne soit jamais au-dessus ni 
au-dessous d’une fraction déterminée. 

Mais a quelle fraction doit-on se fixer? C’est ici que l’arbitraire 
commence, et les tribunaux offrent 4 cet égard de grandes variétés. 
Dans les tribunaux spéciaux, ou cing voix sur huit suffisent pour la 
condamnation de l’accusé, la probabilité de l’erreur a craindre sur la 
bonté du jugement est 53; ou au-dessous de +. La grandeur de cette 
fraction est effrayante; mais ce qui doit rassurer un peu est la considé- 
ration que, le plus souvent, le juge qui absout un accusé ne le regarde 
pas comme innocent. Il prononce seulement qu’il n’est pas atteint par 
des preuves suffisantes pour qu'il soit condamné. On est surtout ras- 
suré par la pitié que la nature a mise dans le coeur de ’homme, et qui 
dispose l’esprit & voir difficilement un coupable dans l’accusé soumis 


a son jugement. Ce sentiment, plus vif dans ceux qui n’ont point 


SUPPLEMENTS. 325 


Vhabitude des jugements criminels, compense les inconvénients atta- 
chés 4 l’inexpérience des jurés. Dans un jury de douze membres, si la 
pluralité exigée pour la condamnation est de huit voix sur douze, la 
probabilité de l’erreur 4 craindre est +°°2 ou un peu moindre que } : 
elle est & peu pres ;4 si cette pluralité est de neuf voix. Dans le cas de 
Punanimité, la probabilité de lerreur & craindre est ;5, c’est-a-dire 
plus de mille fois moindre que dans nos jurys. 

La solution du probleme que nous venons de considérer ne suffit pas 
pour fixer la majorité convenable, dans un tribunal d’un nombre quel- 
conque de juges. Il faut, pour cela, connaitre la probabilité du délit 
au-dessous de laquelle un accusé ne peut étre condamné, sans que les 
citoyens aient plus a redouter les erreurs des tribunaux, que les atten- 
tats qui pourraient naitre de l’impunité d’un coupable absous. II faut 
ensuite déterminer la probabilité du délit résultante de la décision du 
tribunal et fixer la majorité de maniere que ces probabilités soient 
égales. Mais il est impossible de les obtenir. La premiere est, comme 
nous l’avons dit, relative a la position dans laquelle la société se 
trouve, position variable, tres difficile & bien définir et toujours trop 
compliquée pour étre soumise au calcul. La seconde dépend d’une 
chose entierement inconnue, la loi de probabilité de opinion de 
chaque juge dans l’estimation qu’il fait de la probabilité du délit. Vu 
notre ignorance de ces deux éléments du calcul, quoi de plus raison- 
nable que de partir de la solution du seul probleme que nous puissions 
résoudre dans cette matiére, celui de la probabilité de Verreur de la 
décision d’un tribunal? Cette probabilité me parait trop forte dans nos 
tribunaux, et je pense gu’a cet égard il convient de se rapprocher du 
jury anglais ow elle n’est que 5,45. En la fixant 4 la fraction >; et en 
déterminant la majorité nécessaire pour l’atteindre, on place l’accusé 
dans la position ou il serait vis-a-vis d’un jury de neuf membres, dont 
on exigerait l’unanimité; ce qui me parait garantir suffisamment l’in- 
nocence des erreurs des tribunaux, et la société des maux que pro- 
duirait l’impunité des coupables. Il doit étre extrémement rare alors 
qu’un accusé soit condamné avec une probabilité moindre que celle 
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qui est nécessaire & sa condamnation; car la majorité qui le condamne 
déclare que la probabilité de son délit est au moins égale a cette pro- 
babilité nécessaire : la minorité qui l’absout déclare que la premiere 
de ces probabilités lui parait inférieure & la seconde; mais il est na- 
turel de croire que cette infériorité est peu considérable. I devra donc 
rarement arriver que la probabilité moyenne qui résulte de l’ensemble 
des jugements des membres du tribunal soit inférieure a la probabilité 
requise pour la condamnation de l’accusé, si l’on réduit, par une ma- 
jorité convenable, la probabilité de l’erreur a craindre sur la justesse 


de la décision, & la fraction L’analyse fournit, pour avoir cette 


majorité, des formules que je vais exposer ici et qu'il est facile de 
réduire dans une Table dépendante du nombre des juges. Mais une 
pareille Table paraitra trop arbitraire au commun des hommes qui 
préféreront toujours l’un ou l’autre des rapports arithmétique et géo- 


métrique qu’ils peuvent aisément concevoir. 


1. Le juge ne doit pas, pour condamner un accusé, attendre l’évi- 
dence mathématique qu’il est impossible d’atteindre dans les choses 
morales. Mais, lorsque la probabilité du délit est telle que les citoyens 
aient plus a redouter les attentats qui pourraient naitre de son impu- 
nité que les erreurs des tribunaux, l’intérét de la société exige la con- 
damnation de l’accusé. Je nomme a ce degré de probabilité, et je 
suppose que le juge qui condamne un accusé prononce par 1a que la 
probabilité de son délit est au moins a, Je nomme « la probabilité de 
cette opinion du juge, probabilité que je supposerai égale ou supé- 
rieure a 5, et variant par des degrés infiniment petits, égaux a x et 
également probables a priori. Je suppose encore que le tribunal est 
composé de p+ gq juges, dont p condamnent l’accusé et g l’absolvent. 
La probabilité que l’opinion du tribunal est juste sera proportionnelle 
a v?(1 — x)%, et la probabilité qu’elle ne l’est pas sera proportionnelle 
a (1 — v)?x?; la probabilité de la bonté du jugement sera donc, par le 
n° 1 du Livre Il, 

xP(1—x)¢ 


(a) es : 


xP (I = x)a = (1 — x)P aed 
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Il faut multiplier cette quantité par la probabilité de la valeur de &, 
prise de l’événement observé. Cet événement est que le tribunal s’est 
divisé en deux parties dont l’une, composée de p juges, condamne I’ac- 
cusé, et dont l'autre, formée de g juges, l’absout. La probabilité de « 


est done la fonction a?(1 — a)? -+ (1 — a)? x1 divisée par la somme de 
toutes les fonctions semblables relatives 2 toutes les valeurs de a, 


depuis 2 = } jusqu’a w =1; elle est par conséquent 


ee ape . x )Pad|da 


far dx(1— zx) 


Pintégrale du dénominateur étant prise depuis 2 =o jusqu’a x=1. 
En multipliant cette fonction par la fonction (a), on aura 


xaP(1— x)’ dx 
fre dx (1 — «4 


pour la probabilité de la bonté du jugement relative a a. La méme pro- 
habilité relative a toutes les valeurs de «x est donc 


xP dx(1— x)% 
(4) er me 


Pintégrale du numérateur étant prise depuis 2 = } jusqu’’ a =1, et 
celle du dénominateur étant prise depuis 2 =o jusqu’a « =1. Il suit 
de la que la probabilité de Verreur a craindre sur la bonté du jugement 
est encore exprimée par la formule (), pourvu que l’on prenne I’inté- 
erale du numérateur depuis « = 0 jusqu’a w = 5. On trouve ainsi cette 
derniére probabilité égale a 


ge CoB 


| [14 DET Se (Pegi) (pred) Pande poe a ae 
I \ 


¢ 


ae Pn des sae nlpietod | Pre 9 evap ee 


; ’ ose ’ i ate x ‘a a ; 1 I 
Si l’on exige l’unanimité, g est nul, et cette expression devient an 


Déterminons présentement la probabilité de erreur a craindre 
sur la justesse de la décision d’un tribunal, lorsque p et ¢ sont de 
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grands nombres; ce qui rend la formule (c) tres difficile 4 évaluer en 
nombres. I] faut distinguer ici deux cas, l’un dans lequel p— q est 
considérable, l’autre dans lequel p — q est assez petit. Dans le premier 
cas, on fera usage de la formule (0) du n° 28 du Livre II qui donne, 


pour la probabilité de erreur, 


3 
sacha p+q —_[(p+q)?—13pq]) 


PEG he y 
(P= 4) 12pq(p+q)  } 


3 1 1 
Sa) a pars Gi 


2 peg tip avs 


(e) 


\ 


-~<j[— 


= étant la circonférence dont le diametre est unite. 

Dans le second cas, ott p — ¢ est un petit nombre relativement a p, 
on trouvera facilement, par l’analyse du n° 19 du Livre II, la probabi- 
lité de erreur a craindre égale a 


Ce iaacat aes 
Vj he fe t L . ° 
intégrale étant prise depuis 


ee et PD 


8pq 


jusqu’a linfini. 
Pour donner un exemple de chacune de ces formules, supposons un 
tribunal formé de 144 juges, et qu'il faille les 2 pour la condamnation 


de Paecusé. Alors on a 
fs 


P=92, 9 =94, 

et la formule (e) donne ;;; pour la probabilité de l’erreur a craindre 
sur la bonté de la décision du tribunal. Dans le cas de l’unanimité d’un 
jury de huit membres, la probabilité de l’erreur a craindre est <5; 
l’aecusé est done alors dans une position plus favorable que vis-a-vis 
d’un semblable jury. 

Supposons le tribunal formé de 212 juges et qu’une majorité de 
douze voix suffise pour la condamnation. Dans ce cas 


P+q= 212, P—q=!2, 


et la formule (/) donne 5885 pour la probabilité de erreur a craindre. 
> 


(1816. ) 
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Sur une disposition du Code d’instruction criminelle. 


L’article 354 du Code d’instruction criminelle est ainsi concu : 

« Si néanmoins l’accusé n’est déclaré coupable qu’ une simple ma- 
» jorité, les juges délibéreront entre eux sur le méme point; et si 
» l’avis de la minorité des jurés est adopté par la majorité des juges, 
» de telle sorte qu’en réunissant le nombre des voix, ce nombre excede 
» celui de la majorité des jurés et de la minorité des juges, l’avis favo- 
» rable & accusé prévaudra. » 


D’apres cet article, sept jurés déclarant l’accusé coupable et cing le 
déclarant non coupable, l’accusé est condamné lorsque trois seulement 
des cing juges de la Cour d’assises se réunissent & la minorité des 
jurés. Cela parait choquer a la fois les regles du sens commun et les 
principes d’humanité, protecteurs de linnocence. La Cour d’assises 
intervient alors avec justice, parce que le délit de l’accusé n’est pas 
suffisamment établi par une simple majorité du jury, ce que le Caleul 
des Probabilités rend indubitable. Mais, quand I’avis de la Cour d’as- 
sises infirme celui de la majorité des jurés, loin de le confirmer, quand 
la différence de deux voix, qui ne donnait & cette majorité qu’une pré- 
pondérance insuffisante, est réduite a une seule voix, par l’adjonction 
des juges dont l’état et les lumieres doivent inspirer la confiance ('), 
n’est-il pas injuste de condamner I’accusé? 


(1) La différence d'une voix donne a la majorité une prépondérance d’autant moindre que 
le nombre des juges est plus considérable : le simple bon sens le fait voir sans le secours du 
calcul. Dans la question présente, la prépondérance de la majorité des jurés diminue donc 
non seulement par la réduction de deux voix a une, mais encore par l’accroissement du 
nombre des votants, qui s’éleve de douze a dix-sept. Généralement, une différence constante 
entre la majorilé et la minorilé au-dessous de laquelle l’accusé ne puisse étre condamné lui 
est d’autant moins favorable que le nombre des juges est plus grand : au contraire, le rap- 
port constant des voix de la majorité a celles de la minorité lui devient plus favorable, a 
mesure que le nombre des juges augmente. Le rapport 2, adopté par la Chambre des Pairs 
de France, est tres favorable aux accusés devant un tribunal aussi nombreux. (On peut 
voir, sur cet objet, le Supplément & ma Theorie analytique des Probabilités, et la troisiéme 
édition de mon Essai philosophique sur les Probabilites. ) 


~ 
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Je propose done de réformer ainsi l'article cité : 

« Sinéanmoins laccusé n’est déclaré coupable qu’a une simple ma- 
» jorité, les juges délibéreront entre eux sur le méme point; et si 
» Vavis de la minorité des jurés est adopté par la majorité des juges, 
» cet avis prévaudra. » 

Si cette réforme parait juste, le devoir indispensable d’abroger 
promptement tout ce qui peut compromettre l’innocence ne permet 
pas d’attendre, pour la convertir en loi, la revision générale du Code 
criminel, revision qui demande beaucoup de réflexions et de temps. 
C’est pour remplir ce devoir autant qu’il m’est possible que je publie 


cet écrit. 
15 novembre 1816. 


DEUXTIEME SUPPLEMENT. 


APPLICATION DU CALCUL DES PROBABILITES 
AUX OPERATIONS GEODESIQUES. 


On détermine la longueur d’un grand arc, a la surface de la Terre, 
par une chaine de triangles qui s’appuient sur une base mesurée avec 
exactitude. Mais, quelque précision que l’on apporte dans la mesure 
des angles, leurs erreurs inévitables peuvent, en s’accumulant, écarter 
sensiblement de la vérité la valeur de l’arc que l’on a conclue dun 
grand nombre de triangles. On ne connait done qu’imparfaitement 
cette valeur, si l’on ne peut pas assigner la probabilité que son erreur 
est comprise dans des limites données. Le désir d’étendre l’application 
du Calcul des Probabilités 4 la Philosophie naturelle m’a fait recher- 
cher les formules propres & cet objet. 

Cette application consiste a tirer des observations les résultats les 
plus probables et & déterminer la probabilité des erreurs dont ils sont 
toujours susceptibles. Lorsque, ces résultats étant connus a peu pres, 
on veut les corriger par un grand nombre d’observations, le probleme 
se réduit a déterminer la probabilité d'une ou de plusieurs fonctions 
linéaires des erreurs partielles des observations, la loi de probabilité 
de ces erreurs étant supposée connue. J’ai donné, dans le Livre II de 
ma Theorie analytique des Probabiltes, une méthode et des formules 
générales pour cet objet, et je les ai appliquées, dans le premier Sup- 
plément, & quelques points intéressants du Systeme du monde. Dans 
les questions d’Astronomie, chaque observation fournit, pour corriger 
les éléments, une équation de condition : lorsque ces équations sont 
tres multipliées, mes formules donnent, a la fois, les corrections les 
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plus avantageuses et la probabilité que les erreurs, apres ces correc- 
tions, seront contenues dans des limites assignées, quelle que soit 
d’ailleurs la loi de probabilité des erreurs de chaque observation. II 
est d’autant plus nécessaire de se rendre indépendant de cette loi, que 
les lois les plus simples sont toujours infiniment peu probables, vu le 
nombre infini de celles qui peuvent exister dans la nature. Mais la 
loi inconnue que suivent les observations dont on fait usage introduit 
dans les formules une indéterminée qui ne permettrait point de les 
réduire en nombres, si l’on ne parvenait pas a l’éliminer. C’est ce que 
jai fait, au moyen de la somme des carrés des restes, lorsque l’on a 
substitué, dans chaque équation de condition, les corrections les plus 
probables. Les questions géodésiques n’offrant point de semblables 
équations, il a fallu chercher un autre moyen d’éliminer des formules 
de probabilité Pindéterminée dépendante de la loi de probabilité des 
erreurs de chaque observation partielle. La quantité dont la somme 
des angles de chaque triangle observé surpasse deux angles droits plus 
l’exces sphérique m’a fourni ce moyen, et j’ai remplacé par la somme 
des carrés de ces quantités la somme des carrés des restes des équa- 
tions de condition. Par la, on peut déterminer numériquement la pro- 
babilité que le résultat final d’une longue suite d’opérations géodeé- 
siques n’excede pas une quantité donnée. En appliquant ces formules 
a la mesure d’une perpendiculaire 4 la méridienne, elles feront appré- 
cier les erreurs, non seulement de l’arc total, mais encore de la diffé- 
rence en longitude de ses points extrémes, conclue de la chaine des 
triangles qui les unissent et des azimuts du premier et du dernier coté 
de cette chaine. Si l’on diminue, autant qu’il est possible, le nombre 
des triangles et si l’on donne une grande précision & la mesure de 
leurs angles, deux avantages que procure l’emploi du cercle répétiteur 
et des réverberes, ce moyen d’avoir la différence en longitude des 
points extrémes de la perpendiculaire sera l’un des meilleurs dont on 
puisse faire usage. 

Pour s’assurer de l’exactitude d’un grand are qui s'appuie sur une 
base mesurée vers une de ses extrémités, on mesure une seconde base 


SUPPLEMENTS. 533 


vers l’autre extrémité, et l’on conclut de l’une de ces bases la longueur 
de l’autre. Si la longueur ainsi calculée s’écarte tres peu de l’observa- 
tion, il y a tout lieu de croire que la chaine des triangles est exacte a 
fort peu pres, ainsi que la valeur du grand are qui en résulte. On cor- 
rige ensuite cette valeur, en modifiant les angles des triangles, de ma- 
niere que les bases calculées s’accordent avec les bases mesurées, ce 
qui peut se faire d’une infinité de manieres. Celles que l’on a jusqu’a 
present employées sont fondées sur des considérations vagues et incer- 
taines. Les méthodes exposées dans le Livre If conduisent a des for- 
mules tres simples, pour avoir directement la correction de l’are total 
qui résulte des mesures de plusieurs bases. Ces mesures ont non seu- 
lement l’avantage de corriger l’arc, mais encore d’augmenter ce que 
j'ai nommé le poids d’un résultat, c’est-a-dire de rendre la probabilité 
de ses erreurs plus rapidement décroissante, en sorte que les mémes 
erreurs deviennent moins probables par la multiplicité des bases. J’ex- 
pose ici les lois de probabilité des erreurs que fait naitre laddition de 
nouvelles bases. La mesure d’une seconde base sert pareillement a 
corriger la difference en longitude des points extrémes d’une perpen- 
diculaire a la méridienne et & augmenter le poids de la valeur de cette 
difference. 

Avant que l’on apportat, dans les observations et dans les calculs, 
l’exactitude que l’on exige maintenant, on considérait les cotés des 
triangles géodésiques comme rectilignes, et l’on supposait la somme 
de leurs angles égale 4 deux angles droits. Legendre a remarqué le 
premier que les deux erreurs qu’on commet ainsi se compensent mu- 
tuellement, c’est-a-dire qu’en retranchant de chaque angle d’un 
triangle le tiers de l’exces sphérique, on peut négliger la courbure de 
ses cotés et les regarder comme rectilignes. Mais l’exceés des trois an- 
cles observés sur deux angles droits se compose de l’exces sphérique 
et de lasomme des erreurs de la mesure de chacun des angles. L’ana- 
lyse des probabilités fait voir que l’on doit encore retrancher de chaque 
angle le tiers de cette somme, pour avoir la loi de probabilité des er- 
reurs des résultats le plus rapidement décroissante. Ainsi, par la répar- 
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tition égale de l’erreur de la somme observée des trois angles du 
triangle considéré comme rectiligne, on corrige a la fois l’exces spheé- 
rique et les erreurs des observations. Le poids des angles ainsi corrigés 
augmente, en sorte que les mémes erreurs deviennent, par cette cor- 
rection, moins probables. Il y a donc de l’avantage 4 observer les trois 
angles de chaque triangle, et a les corriger comme on vient de le dire. 
Le simple bon sens fait pressentir cet avantage; mais le Calcul des pro- 
habilités peut seul l’apprécier et faire voir que, par cette correction, 
il devient le plus grand qu'il est possible. 

Les formules dont je viens de parler sont relatives & des observa- 
tions futures : ainsi, lorsqu’on les applique a des observations passées, 
on fait abstraction de toutes les données que la comparaison de ces 
observations peut fournir sur les erreurs, données dont on peut faire 
usage quand on connait la loi de probabilité des erreurs des observa- 
tions partielles. Si cette loi est exprimée par une constante moindre 
que l’unité, dont |’exposant soit le carré de l’erreur, alors mes for- 
mules conviennent aux observations passées comme aux observations 
futures, et elles satisfont & toutes les données de ces observations, 
comme je l’ai fait voir dans le n° 25 du Livre IH. Dans le cas ot les an- 
gles sont mesurés au moyen d’un cercle répétiteur, chaque angle 
simple est le résultat moyen d’un grand nombre de mesures du méme 
angle contenues dans l’are total observé; l’erreur de l’angle est donc 
la moyenne des erreurs de toutes ces mesures; et, par le n° 18 du 
Livre II, la probabilite de cette erreur est exprimée par une constante, 
dont ’exposant est égal au carré de l’erreur. L’emploi du cercle répé- 
titeur réunit donc 4 l’avantage de donner une mesure précise des an- 
gles celui d’établir une loi de probabilité des erreurs qui satisfait a 
toutes les données des observations. 

Pour appliquer avec succes les formules de probabilité aux observa- 
tions géodésiques, il faut rapporter fidelement toutes celles que l’on 
admettrait si elles étaient isolées, et n’en rejeter aucune par la seule 
considération qu’elle s’éloigne un peu des autres. Chaque angle doit 
étre uniquement déterminé par ses mesures, sans égard aux deux 
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autres angles du triangle auquel il appartient; autrement, l’erreur de 
la somme des trois angles ne serait pas le simple résultat des observa- 
tions, comme les formules de probabilité le supposent. Cette remarque 


me parait importante, pour démeéler la vérité au milieu des légeres in- 
certitudes que les observations présentent. 


1. Concevons, sur une sphere, un arc de grand cercle AA’A”..., 
et supposons que l’on ait formé autour la chaine des triangles ACC’, 
et ie Cee Chr Chee, COMES OLEsC GG C0 ee coupent 
cet arc en A’, A”, A”, .... Je ne donne point de figure, parce qu'il est 
facile de la tracer d’apres ces indications. Soient A langle CAA’, 
A” Vangle C’A’A’, A®) angle C’A’A”, .... Soient encore C l’angle 
ACC’, CG langle CC’C’, G® Vangle C’C’7C", .... On aura 


A+A)4C—e=7+4, 
x étant l’erreur de l’angle observé C, ¢ étant Vexces des angles du 


triangle sphérique ACA’ sur = qui exprime deux angles droits ou la 
demi-circonférence dont le rayon est l’unité. On aura pareillement 


AQ) + AG) + CO) 0) = 1), 
a) étant ’erreur de langle observé CC’C”, et ¢) étant l’exces des 


angles du triangle sphérique A’C’A” sur deux angles droits. On formera 
semblablement les équations 


AC?) 4- A(3) 4 (2) — @(2) = 7 + £(?), 


AG) + AM + CQ) — 2) = 7+ IQ), 


d’ot l’on tire facilement 


Aor SS CS Cae CO) — Cee 28S CA SCer) 
— at al) — gfl2) + ¢(3) £5 a CARE SE LACES, 
Peet) a G2 ede ey oh eK Bt) ye eC at 
(20) A Se FEO =S OC) (63) = eS Cer) 
A mn—A—C- Cae 


ie fa? Q) | a2) a3) +) gg l2t—-2) 


St EG) a tO) — 13) oe pp (22) 
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en supposant donc A bien connu, l’erreur de l’angle A” est 


g(2—') = (2-2) le g(i—-3) SS SIS a, 


le signe supérieur ayant lieu si m est impair, et le signe inférieur ayant 
lieu si n est pair. Les valeurs de Z, ¢, ... sont fort petites et peuvent 
étre déterminées avec précision. 

Il s’agit maintenant d’avoir la probabilité que cette erreur sera con- 
tenue dans des limites données. Pour cela, je supposerai d’abord que 
la probabilité d’une erreur quelconque « est proportionnelle a c’*, 
c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l’unité. Cette 
supposition, la plus naturelle et la plus simple de toutes, résulte de 
Vemploi du cercle répétiteur dans la mesure des angles des triangles. 
En effet, nommons 9(g) la probabilité d’une erreur g dans la mesure 
d’un angle simple, cette probabilité étant supposée la méme pour les 
erreurs positives et pour les erreurs négatives. Supposons encore que 
s soit le nombre des angles simples contenus dans toutes les séries que 
Von a faites pour déterminer cet angle. La probabilité que l’erreur du 


D ros r 
résultat moyen ou de l’angle conclu par ces séries sera = ie est, par 
§ 


le n° 18 du Livre II, proportionnelle a 


k étant égal a fdqo(q), Vintégrale étant prise depuis ¢g nul jusqu’a ¢ 
égal a sa plus grande valeur, que l’on peut toujours supposer infinie ; 
en faisant o(¢) discontinu et nul au dela de la limite de g, &’ est égal 
t¢° dq 9(q). En supposant done 


ras: h=—,; 


che 


sera la probabilité de l’erreur «. On verra, a la fin de cet article, 
que les résultats suivants ont toujours lieu, quelle que soit la probabi- 
lité de «. 


Soient 6 et y les erreurs des deux angles AC’C et CAC’ du premier 
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triangle ACC’; la probabilité des trois erreurs «, © et y sera propor- 


tionnelle a 
c~hu—h6?—hy*. 


mais l’observation de ces angles donne la somme « -+6-+ y des trois 
erreurs; car la somme des trois angles devant étre égale a deux angles 
droits plus la surface du triangle ACC’, si l’on nomme T l’exces des 
trois angles observés sur cette quantité, on aura 


até+y=T; 


Vexponentielle précédente devient ainsi 


1 1 Sieeeih 1 ee) 
sa BAG se ae y= ( ae yet 
is h(6+50 mi 5 a Al 5 


6 étant susceptible de toutes les valeurs depuis — oo jusqu’a + 0; il 
faut multiplier cette exponentielle par do et prendre l’intégrale dans 
ces limites, ce qui donne une intégrale qui a pour facteur 


pecty an, 

la probabilité de « est donc proportionnelle a ce facteur. La valeur de 
x la plus probable est évidemment celle qui rend nulle la quantité 
x —+T; il faut donc corriger les trois angles de chaque triangle du 
tiers de l’exces T de leur somme observée sur deux angles droits plus 
Vexces sphérique. C’est ce que l’on fait communément. 

Nommons « et 6 les quantités « —‘T, 6 —+T; la probabilité de z 
sera donc proportionnelle a 


nol cw 


Si l’on diminue l’angle C de $T, c’est-a-dire sil’on emploie les angles 
corrigés de chaque triangle, en nommant C, C", ... ce que deyien- 


nent, par ces corrections, les angles C, Cir OD Aura 


UENO ees eK GUE Le me (OC een eens 2 20) nye P2)be eens ate (ef nee 


AQ@MN = yp —A—C 40 —...4a—e4...4¢—t4., 
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La probabilité que la quantité 


g(n—-t) == a(n—2) Le eee. 


ou l’erreur de l’angle A” sera comprise dans les limites + ryz, sera, 


par le n° 18 cité, 


On peut observer ici l’avantage que produit l’observation des trois 
angles de chaque triangle, par la correction de ces angles. Sans cette 
correction, l’erreur de l’angle A” serait 


GRO) SoM) Ne 6 aes 72 


et la probabilité que cette erreur est comprise dans les limites + ry/x 


serait 


aut Sarre, 
vr 


probabilité moindre que la précédente dans laquelle le poids du résul- 
tat est $, au lieu qu'il est ici A. 

Déterminons maintenant la valeur de A. Parmi les données des 
observations, les quantités dont les sommes des angles de chaque 
triangle surpassent deux angles droits plus l’exces spherique parais- 
sent étre les plus propres a faire connaitre cette valeur. Par ce qui pré- 


cede, la probabilité de l’existence simultanée de « et de T est propor- 


tionnelle a 


pe Ag 


(6) 3 2 


En multipliant cette exponentielle par dz, et prenant l’intégrale depuis 
h 


2 


%=— oo jusqu’a « = oo, l’intégrale aura pour facteur c * , et ce fac- 
teur sera proportionnel a la probabilité de T; cette probabilité sera 
done 
figs 
Oe 
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lintégrale du dénominateur étant prise depuis T= — x jusqu’a 
T= oo. Elle sera ainsi proportionnelle a 

Ver 


Ici l’événement observé est que les sommes des angles du premier 
triangle, du deuxieme, du troisi¢me, etc. surpassent deux angles droits 
plus Vexces sphérique, respectivement, des quantités T, T", ..., T’-, 
n étant le nombre des triangles; la probabilité de cet événement sera 


n 
sie 2 hos 
: re si 


G2 — T2 SH CP tes ye IY CSN 


done proportionnelle a 


a 
eo] 
AG o> 


en faisant 


Maintenant, si l’on considere les diverses valeurs de A comme causes 
de l’événement observé, la probabilité de A sera, par le principe de la 
probabilité des causes tirée des événements observés, égale a 


hin. 


hedhe 3 is 


fhidhe ? 
Vintégrale du dénominateur étant prise pour toutes les valeurs de A, 
c’est-a-dire depuis A = 0 jusqu’a h=oo. La valeur de A qu'il faut 
choisir est évidemment l’intégrale des produits des valeurs de 4 mul- 
tipliées par leurs probabilités; cette valeur est done 


nan? a h Qj: 
ef arn em * 
Pr ne cree 


fhidhe ” 


les intégrales étant prises depuis A = 0 jusqua Ah = x. L’intégrale du 


numérateur est égale a 
3(2+2) p42 dhe 3” 
oa dhe 


: ee . » « 3h 2 
La fraction précedente devient ainsi ES F c’est donc la valeur de A 
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qu'il faut adopter. Si l'on suppose z un grand nombre, cette valeur 
devient a fort peu pres ae Cette quantité est la valeur de / qui rend 


l’événement observé le plus probable, la probabilité de cet événement, 


n hos 
a priori, étant proportionnelle a /*c * .En prenant pour / la quan- 
Powe ee : 
tite Sas la probabilité que erreur de langle A” sera comprise dans 
262 


les limites + ryn est 


la probabilité qu’elle sera comprise dans les limites + 247’ est donc 


2fdrer | 


Vn 


Vintégrale étant prise depuis 7’ nul. 


2. Supposons Vare AA’A”... perpendiculaire au méridien du 
point A. Soient 9 l’angle formé par ce méridien et par celui du point 
extreme A”, et V le plus petit des angles que ce dernier méridien fait 


avec l’arc AA’...; on aura 


/ étant la latitude du point A. En désignant done par So et SV les er- 
reurs des angles @ et V, on aura 
oV sin V 


x an sind cos¢ 


Si Pon a mesuré avec une grande exactitude langle que le dernier 
coté de la chaine des triangles forme en A avec la méridienne de ce 
point, il est facile de voir que 


sV = A™), 


SA” étant Perreur de A”; Vintégrale précédente en 7’ est donc la pro- 
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babilité que l’erreur 39 de la longitude 9 conclue des azimuts observés 

: Sat fh y sin V 

en A et A” sera comprise dans les limites = 567’ —— . 
sin/ cos@ 


Il résulte de l’analyse exposée dans le Chapitre V du Livre IIL de la 


Mecanique céleste que, s'il existe une excentricité dans les paralleles 
terrestres, elle n’a aucune influence sensible sur la valeur de 9 conclue 
de cette maniere, pourvu que l’arc mesuré soit peu considérable. En 
mesurant donc, avec une grande précision, les angles des divers 
triangles et les amplitudes des points extrémes, on aura fort exacte- 
ment la difference en longitude de ces points, et l’on pourra, par la 
formule précédente, apprécier la probabilité des petites erreurs a 
craindre sur cette différence. 

Déterminons présentement la probabilité que l’erreur de la mesure 
de la ligne AA‘A”.... sera comprise dans des limites données. Pour 
cela, supposons que dans les triangles CAC’, CCC’, ... on ait corrigé 
les angles comme on le fait ordinairement, c’est-a-dire en retranchant 
de chacun le tiers de la quantité dont la somme des trois angles ob- 
servés surpasse deux angles droits plus l’exces sphérique. Que l'on 
abaisse des sommets C, C’, C’, ... des perpendiculaires CI, C’l’, C’!’, ... 
sur la ligne AA’A”...; on aura, a tres peu pres, 


Al = AC cosIAC. 


On aura ensuite, a fort peu pres, 


; Il’ = CC’ cos A“) 
et, généralement, 
TO 1TC+1) = CM CC!) eos AC), 


En supposant done que 5 soit la caractéristique des erreurs, on 


aura 
SJOWFD 8G Gur 


eke) (41) 
[OTe Gaginy Cae tanga”. 


On a, par ce qui précéde, 


COACH) =o — Qt) & gli-2) — ot 


RI 
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ensuite, ona, dans le (z + r)*™* triangle, 


Per ey CM CC) sin CU+ CC- CM 
Sin CERN CEN EO 


? 
ce qui donne 


6.COCEHD 8. COCl-1) 


a (+4) 0-1) G2) (4+1) C(i—-1) (2) 
BEN te ee eat CE OE COE 1 OF) € 


— dC! CEFN CO cotC-O CHV CM; 


mais «” est, par ce qui précéde, l’erreur de l’angle C® ou C9 COC", 
corrigé en en retranchant le tiers de exces de la somme des trois an- 
eles observés du triangle sur deux angles droits. Soit 6 l’erreur de 
angle CPC“ C®, ainsi corrigé; — (a! + 6) sera l’erreur du troi- 
sieme angle C¢+C"-0C. On aura donc 


0.COCH B.C Cn 


COCED TI EOCED 7 (at) + 6) corn Ce Cm 


— 6 cot Cl- Cen CM; 


ce qui donne, en observant que, dans le premier triangle, le coté C““C 
est AC que je suppose mesuré tres exactement, 
d.COCu+) 


Oe = — SL (at0 + Be) coll GENE + BY corer—NEHHNCH], 


le signe S servant a exprimer la somme de toutes les quantités qu'il 
renferme depuis t= 0 jusqu’a z inclusivement. On aura donc ainsi la 
valeur de 5.101", En réunissant toutes ces valeurs, on aura, pour 
l’erreur entire de leur somme ou de la ligne mesurée, une expression 


de cette forme 
(o) pat qe + pal) + que... 


\ 


La probabilité des valeurs simultanées de « et de 6 est, par ce qui pré- 
cede, proportionnelle a 


En faisant 
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l’exponentielle précédente devient 


3 8 = 
—-~ha?—-ho? 
2 = 2 : 


C ’ 


ainsi les lois de probabilité des valeurs de « et de x sont les mémes. 
La fonction (0) prend alors cette forme r 


(o') ra bret rVaW + Mg)... 


La probabilité que erreur de cette fonction, et par conséquent de la 
fonction (0), est comprise dans les limites +s est, par le n° 20 du 


Livre II, 
2 fdt cae? 


vr 


9 


9° , ’ ° . . oN , nN 
intégrale étant prise depuis ¢ nul jusqu’a ¢ égal a 
De eh 
S - = ——_--——____ —___------- 
fie eas 


pa+rqge=(p—igq)at iqay3; 


On a évidemment 


ce qui donne, en légalant a ra + a, 
S) — 


q; 


tol 


rags, ry = p — 


ee 


la valeur de ¢ sera donc, en y substituant pour / sa valeur 


OS n 
26 p? ae: Pq + q?+ pl eee po gO) + qi? ae aia . 


La longueur de l’arc mesuré fait connaitre celle du rayon osculateur 
de la surface au point A de départ. Soit 1+ wv le rayon mené du centre 
de gravité de la Terre a sa surface, u étant une fonction de la longitude 
et de la latitude, le demi-axe de la Terre étant pris pour unité; si l’on 


nomme R le rayon osculateur a ce point, dans le sens AA’, on aura, 
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par le Chapitre cité du Livre III de la Mecanique ceéleste, 


et si l'on nomme « la longueur de l’arc mesuré AA”, 


peu pres, 
€ 
= Gael (1 — $e? tang? /); 


ce qui donne, a fort peu pres, 


ee edo | 
“cost 92 cosl’ 


oR 


mais on a, par ce qui précede, 
de=patqé+t..., 


) _ eA” lee aie al2) 305) 
Ma sin sin/ 


on aura, 2 fort 


3 


le signe inférieur ayant lieu siz est pair, et le signe supérieur si 7 est 


impair. En faisant done 


ieee ae pats Eee a ba 
gcosl * o*sindcosl g COS 

= (1) = (1) 

Cire es eee e (jog 

P ocosl~ g?sinlcosl’ q gcosl’ 


la probabilité que lerreur 5R sera comprise dans les limites + s sera 


nfate® 
Vr 


2) 


lintegrale étant prise depuis ¢ nul jusqu’a 


ames a ; i n 
~ BV pe pg ge + pre pgs... 


La différence en latitude des points extrémes de la 


perpendiculaire 


SUPPLEMENTS. 54S 


dépend, par le Chapitre cité de la Mécanique céleste, de \’excentricité 
des paralleles terrestres, qui introduit dans son expression la quantité 


. -s[ (ism $25) 


la partie de cette expression qui est indépendante de cette excentricité 
est proportionnelle a 9?; ainsi la petite erreur dont 9 est susceptible 
n’a point d’influence sensible sur la différence en latitude. En obser- 
vant donc avec un grand soin cette différence, l’excentricité des paral- 
leles terrestres doit se manifester, pour peu qu'elle soit sensible. 

Si la ligne géodésique a été tracée dans le sens du méridien, |’azi- 
mut, a lextrémité de l’arc mesuré, fera connaitre l’excentricité des 
paralleles terrestres, et il est remarquable que cet azimut soit la fonc- 
tion (w), en y changeant 9 dans la différence en latitude des points 
extrémes de l’arc mesuré et en la multipliant par le sinus de la lati- 
tude divisé par le carré du cosinus de la latitude a l’origine de l’are. 

L’arc mesuré dans le sens du méridien fera connaitre le rayon oscu- 
lateur de la Terre dans ce sens, et, par les formules précédentes, on 
aura la probabilité des erreurs dont sa valeur est susceptible. 

On obtiendra plus de précision dans tous les résultats en fixant 
vers le milieu de l’arc mesuré lorigine des angles; car alors les puis- 
sances supérieures de ces angles, que l’on néglige, deviennent beau- 
coup plus petites. 


3. Supposons que, pour vérifier les opérations, on mesure, vers |’ex- 
trémité A” de Varc AA’A”..., une seconde base. L’expression de 
l’erreur de cette base, conclue de la chaine des triangles et de la base 
mesurée au point A, sera, par ce qui précede, de la forme 


(p) lat m6+ 1M a) 4+ MOE 4.0.5 


soit i cette erreur qui sera connue par la mesure directe de la seconde 
base. Si dans la fonction (p) on fait, comme précédemment, 


6 tbe das, 
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elle prend cette forme 
fer fat SAAN FO) +. 
En désignant par s la valeur de la fonction (0) ou de son équiva- 
lente (o") et observant que les probabilités de « et de ~ suivent la 


3 


: : ee Mies 
méme loi et sont proportionnelles ac * ~ ete , la probabilité de 
la fonction précédente sera proportionnelle a 


— ; h( 2 + 02 + 04(1)2 + O4(1)2-+...) 
é x & 


En supposant la fonction égale a, cette exponentielle devient 
> 2 
eee eae ree) 


F exprimant la somme des carrés f? + f()? + f°)? +.... Les valeurs 
de «, «, «, ... les plus probables sont évidemment celles qui rendent 
un minimum l’exposant de cette exponentielle, ce qui donne 


23 (1) (2) 
=f, at, a= « 


Si lon observe ensuite que l’on a, par ce qui précede, 


fSsAdmy3 i ofV=l—im, 


on aura 


et F deviendra 


2 — mlm? +1009 mI) mt. 


Si ’on substitue ces valeurs dans la fonction (0), on aura la correction 
résultante de la mesure d’une seconde base, en l’affectant d’un signe 
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contraire. Mais on peut directement arriver a ce résultat, par le n° 24 
du Livre II, d’apres lequel on voit que, s étant la valeur de la fone- 
tion (0), sa probabilité est proportionnelle a 


wloo 


ONO 
3! ( au ao) 

pe (S20 FO)3 
Cc F Sf 


le signe S s’étendant a toutes les valeurs de z, depuis ¢ = o inclusive- 
ment. La valeur de s la plus probable est celle qui rend nul |’exposant 
dec, ce qui donne 

Sr fw) 


il faut done retrancher de l’are mesuré AA... AM cette valeur de s; 
et, si l’on nomme uw Verreur de l’are ainsi corrigé, la probabilité de u 
sera proportionnelle a 


hua 
(Sr@® fO)2 


Spi a. 


$ fe? 


Cc 


On voit par cette expression que le poids du résultat est augmenté en 
vertu de la mesure de la seconde base; car, avant cette mesure, le coef- 
ficient de —s? était, par le numéro précédent, 


La méme erreur devient donc moins probable par cette mesure et par 
la correction précédente de cet arc. 

On peut observer ici que les valeurs précédentes de r, 7, / et /\' 
donnent 


2 


Pea he A pga gr, 


frees te Bm een, 


rf + HOF =1(p— $9) + m(q— $p). 
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On pourra done former aisément Sr? et Sr / au moyen des coeffi- 
cients de a, 6, «), ... dans les fonctions (0) et (p). 

Si Pon avait mesuré d’autres bases, on aurait, par l’analyse du n° 24 
du Livre II, les corrections qu’il faudrait faire a l’arc mesuré, et la loi 
de ses erreurs. 

La mesure d’une nouvelle base peut servir a corriger, non seulement 
l’are mesuré, mais encore la difference en longitude de ses points ex- 
trémes ou langle A”. I} suffira de substituer a la fonction (0) celle-ci 


Bo eg ig 2) 


qui exprime l’erreur de A”, le signe supérieur ayant lieu si 7 est im- 


pair, et Pinférieur si 7 est pair. Alors on a 
Die; f= 0, yg ey i Geo, Behe 


de la il est facile de conclure que, pour corriger l’angle A”, il faut lut 
ajouter la quantité 


=AL— UO 4+ U4) —.. .—-$m+ sm —...) 
2 — mi+ m2? + (2 — mat) mo es. 


La probabilité que erreur de A” ainsi corrigé est dans les limites + u 


sera 
of dt c-t 
> ? 

Vn ‘ 
lintégrale étant prise depuis ¢ nul jusqu’a 

als uVvih 

(2— (9412) —...—$m+$m—.,..)2 

n— - -- = 2 - 
2 eb nt) 


4. Nous sommes parvenus aux résultats précédents en partant de la 
loi de probabilité de Verreur « proportionnelle & c~**’, et nous avons 
prouvé que cette loi de probabilité peut étre admise a l’égard des an- 
gles mesurés avec le cercle répétiteur. Nous allons faire voir ici que 
ces résultats ont lieu généralement, quelle que soit la loi de probabi- 
lité de Perreur x. Soit 9(«) cette loi. Nous la supposerons telle que les 
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mémes erreurs positives et négatives soient également probables. Nous 
supposerons, de plus, que o(«) s’étend depuis «=—-2x jusqu’a 


%—=-+ 00: cette supposition est toujours permise; car, si la probabilite 
devient nulle au dela de certaines limites, la fonction 9(«) est alors dis- 
continue et nulle au dela de ces limites. Cherchons maintenant la pro- 
babilité des valeurs de la fonction (0) du n° 1. Cette fonction a été cal- 
culée en corrigeant les angles de chaque triangle du tiers de la somme 
observée de leurs erreurs. Supposons généralement que, dans le pre- 


mier triangle, on corrige l’erreur « de (¢ + +)T, l’erreur 6 de (z,-+ 4)T, 


i} 


et par conséquent la troisieme erreur de ({—z—z7,)T, en désignant 


par « et 6 les erreurs et 6 ainsi corrigées, on aura 
a=a+t(i+4)T, =6+ (i,+ 4)T. 


En désignant pareillement par « et 6“ les erreurs a) et 6 respec- 
tivement corrigées de (7 4- £)T, (i\" + £)T™, on aura 
at) == a) 4 (GD 4 4)TOD, 61) — BU) (7) 4 LTO), 


et ainsi de suite. La fonction (0) est, par le n° 1, égale a 


pat go + pai") 25], IS Co eer 
ensuite, ona 


ce qui donne 
ona pareillement 
JO ei a er eh erry 


La fonction (0) devient ainsi 
Pee gee pO) OQ) aaa Si pice gull, 
S(pi+ qgi,)T désignant la somme 
pe teh) Pack ( pelea) egy Tite es 


La correction de la fonction (0) relative aux valeurs de z, 7, u, ... est 
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done 


et alors cette fonction ainsi corrigée devient 


(e) pat q+ pal) q+ p@Dal® +... 


Pour avoir la probabilité des valeurs de cette derniere fonction, nous 
observerons que la probabilité de l’existence simultanée des valeurs 


dea, 6 et T est 
da d6 dT 9(a) 9(6) 9(T —a—6) 


SS f Fad’ AT 9 (a) 9(6) o(T —a —6)’ 


les intégrales du dénominateur étant prises dans leurs limites infinies 
positives et négatives. Désignons par & l’intégrale fda 9(«), prise dans 
ces limites; il est facile de voir que ce dénominateur sera égal a 4°. La 
fraction précédente devient ainsi 


da dé dT 


Is 


(a) (S$) 9(T —«—6); 


la probabilité de lexistence simultanée des valeurs de «, 6 et T sera 
done 


da dé dt : 
I gles (i sit ol Serta) T of(s — 1%.) Pa 6) 


T étant supposé pouvoir varier depuis —o jusqu’a +o, on aura la 
probabilité des valeurs simultanées de « et de 6 en intégrant la fonc- 


tion précédente par rapport a T, dans les limites infinies. Nommons 
da dé 
=, ¥(% 6) cette intégrale. On voit, par le n° 20 du Livre II, qu’en 


désignant par s la valeur de la fonction (¢), la probabilité de s sera pro- 
portionnelle a 
| SS da d&b y (a, 6) cos(pa+ q&)w 
(H) fda esov—") >< f fdal) db) (al), 60) cos( pl IES GEE a 8 
perks Grier ks Mee A suey 1 aie ae eae aS 


Vintégrale relative & w étant prise depuis m = — & jusqu’A w = 7 et 
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les intégrales relatives & « et 6 étant prises dans leurs limites inti- 
nies. Développons dans une série, ordonnée par rapport aux puis- 


sances de , la fonction comprise dans la parenthése. Le logarithme 
de ffdadé6 )(a, 6) cos(pa + q6)u est égal a 


2 f fda d8 Y(2,8) (px +98) 


EN Fete rr ia dere 


Orona 


JTaaHE Mies 8) 
=S Sf dadb dT ofa (t+ 3)T]e[6+ (i+ 3)T] o[($-—!—1)T—2—S]. 
Les intégrales étant prises dans leurs limites infinies, il est aisé de 


voir, par la théorie connue des intégrales multiples, que le second 
membre de cette équation est égal a 


SS Sf da dé aT’ 9(a) 9(6) (T’), 
T’ étant égal 8 T — « — 6; il est donc égal a f°. 
On a ensuite 
as Se A NO enh 
u 
| =SSSdads dT’ 9(x) 9(8) 9(T’) (px +98), 

en substituant pour « et 6 leurs valeurs en «, 6, et T’ dans la quantité 
(p%-+q6)?. Oril suit de ce qui précéde que l’ona 

a=(}—ija—(i +$)6—(f +4)7, 

6=(¢—1)6 —(t+3)a—(u+5)T. 
En substituant ces valeurs dans la quantité (px + 6)’, on pourra, 


dans son développement, négliger les termes dépendants des produits 
a6, aT’ et 61’, car la triple intégrale 


(2) SS Sf Ua d8 dT’ 9(a) (8) o(T") (pa-+ g6)? 


étant prise dans ses limites infinies, et la fonction ¢(«) étant supposée 
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la méme pour les valeurs + @ et —«, il est clair que les éléments de 
cette intégrale dépendants de + «6 seront détruits par les éléments 
négatifs dépendants de —aé. Sil’on observe ensuite qu’en désignant 


Jo? dao(a) par &”, ona 
SSS a: dad8 av’ 9 (a) 9(8) 9(T!) = hk’, 


la fonction (w) deviendra 


ke? ke" | 5(p? — pq + q?) +3 (pi + qui)? ]3 
le logarithme de 
HB RI es MSE ENS 
devient ainsi 


al] 


logh? spe Lal P? pg +9?) + 3( pt + qi)? |—.... 


En repassant des logarithmes aux nombres et négligeant, conformé- 
ment @ l’analyse du n° 20 du Livre IH, les puissances de w supérieures 
au carré, l’intégrale (H) prendra cette forme 


Bel tsp, ea ' See Re 
SO Sl ee [4S (Pp? —pq + 92) +38 (pit qi)? | 


ke” [dace “ 
S( p> — pq + 7’) représentant la somme des quantités 
ed A a iN ae eg biea, rae 
S(pi-+ qt,)? représentant la somme des quantités 
(pt + qt)? + (pli) + qMi)24...., 


et n étant le nombre des triangles. Donnons 4 l’intégrale précédente 
cette forme 
# a yes 
ken f desc a(w+ 20 ) 40, 
Q étant égal a 


wu 


ap laS(P? — pg +g) + 38(pi+ gii)?]. 


L’intégrale doit étre prise depuis o = — = jusqu’’A w = =, et l’ona vu, 
dans le numéro cité du Livre I, qu’elle peut étre étendue depuis 


SUPPLEMENTS. 553 


@ = — © jusqu’a w = 0; alors l’intégrale précédente, ou la probabi- 
Oe 


lité de s, devient proportionnelle ac ‘® ou A 


3ks? 
Cc 4K" [S(p? — pq + gq?) +28 (pit gis)? | 


. ; ; ke 
Il faut maintenant déterminer la valeur de =. Pour cela nous ferons, 
t 


comme ci-dessus, usage des valeurs observées de T, T”, T°, . 
Lorsque ces valeurs sont en grand nombre, la somme de leurs carrés 
divisée par leur nombre sera, a fort peu pres, par ce que nous avons 
établi dans le Livre II, la valeur moyenne de T?; en faisant donc 


62 = T? + T24. TQ24 ,.., 


9 


-, Sera cette valeur moyenne. Or on a cette valeur en multipliant 


chaque valeur possible de T? par sa probabilité et en prenant la somme 
de tous ces produits; l’expression de la valeur moyenne de T? sera 


done 
p(T — «—6§) 
(T—a—6) 


? 


SS fda d6 dT.T? 9(a) e(6 
SSS da dé aT 9(«) o(6) 


) 


les intégrales étant prises dans leurs limites infinies. Soit, comme ci- 


dessus, 
T'=T—a+6; 


la fraction précédente deviendra 


Veit a 6)? da d6 dT’ 9(a) 0(6) 9(T), 
SSS dad’ aT 9(2) 918) (0) 


toutes ces intégrales étant prises encore dans leurs limites infinies. II 
est facile de voir, par l’analyse précédente, que le numérateur de cette 
fraction est égal & 347%”, et que son dénominateur est égal a 4°; la 


uy 


: : eee Sit eee . 
fraction devient ainsi ——; en Pégalant a —-> on aura 
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la probabilité de s est done proportionnelle a 


; 9ns? 
Cc 402[S(p?— pq + q?) +28 (pi+ qi)? ] 


Il est clair que les valeurs de z et de z, qui rendent cette probabilité le 
plus rapidement décroissante sont celles qui donnent pi + qi, = 0; 
et alors la correction précédente de l’arc mesuré devient nulle. Le cas 
de ¢ et ¢, nuls donne done la loi de probabilité des erreurs géodé- 
siques, le plus rapidement décroissante, loi qui doit étre évidemment 
adoptée. 

De la, il est facile de conclure que la probabilité que la valeur de s 
sera comprise dans les limites = s est égale a 


a fdte* 


See ee 


vz 
Vintégrale étant prise depuis ¢ nul jusqu’a 


: 3s / n 
Perce Seah ‘CReRyiaes oe TAO 
26 V S(p?— pq + q?) 


ce qui est conforme a ce que nous avons déduit dans le n° I de la loi 


particuliere de probabilité des erreurs « proportionnelle a c~**’. 
Exprimons, comme dans le n° 2, l’erreur d’une nouvelle base con- 
clue de la premiere par la fonction 
late m6@+ Mad) + mM6U) 4... 


En faisant, comme précédemment, 


go -~1T, 6=6—i,T, a) = 4) — (TO), whe 


la correction de cette fonction, relative aux valeurs de 7, z,, c, ... 
sera — S(&@-+ mi,)T, et Verreur de la nouvelle base ainsi corrigée 


sera 
(A) ba + m6 + IgA) + m6) +... 


Soit sla valeur de cette fonction; la probabilité de existence simul- 
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tanée des yaleurs s et s’ des fonctions (<) et (A) sera, par le n° 21 du 
Livre II, proportionnelle & | 

Bae da day' osu —slo 4 — Qe? 2Qie0/-- Q209'? 
les intégrales étant prises depuis w et wo’ égaux 2 — oo jusqu’a w et o' 
egaux a +o. On voit ensuite, par l’analyse du numéro cité, que l’on a 
Qo? + 2Q, 00’ + Qow'? 
ied 25 SSS da dé dt'g (a) 9(6) @(T’) [(pa+ q ae (4a + m6)o ale 


SS f da dé dT’ (a) (6) o(T" See 


les intégrales relatives a a, 6 et T’ étant prises dans leurs limites in- 
finies; ce qui donne, en substituant pour « et 6 leurs valeurs précé- 
dentes, 


Hike A . 
Q =37 [S(p? — pq + q2) + 28 (pit gis)?], 


ke i) —# Deh 0 peated & m +28) rh ai iUy hh te niin) . 
(ames Saat } 


I 
em 
Qs =3 7 [S(2— ml+ m2) +2 5 (de + mts)? J 


ee 


dou l’on conclut, par l’analyse du numéro cité, que la probabilité de 
l’existence simultanée des valeurs de s et de s’ est proportionnelle a 


(Qs $27— 20,58" + Qs?) 


Cc 4 (QQ: — Qi) 


ou 


De (s-9 BY) es 


¢  #(20:— 03) FO 


La mesure de la seconde base détermine la valeur de s’; et, en la 
nommant A comme ci-dessus, la probabilité de s sera proportion- 
nelle a 


e FQQ— GF) 


La valeur de s la plus probable est celle qui rend nul l’exposant de ¢; 
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ce qui donne 


) 
p= Qi, 
: Q» 
en faisant done 
Qi 
s=A—~—+u 
aap 
; ; j Peet ie AQ, | “ean 
w sera lerreur de l’arc mesuré et diminué de re et la probabilité de 
2 
cette erreur sera proportionnelle a 
Qa? 


c *(Q0:— 03). 


Les valeurs de 7, z,, 7’, ... doivent étre déterminées par la condition 
que le coefficient de u?, dans cette exponentielle, soit un maximum ; 
voyons done quelles sont les valeurs de ces quantités qui rendent la 
fraction 

Qa 

O03 U5 
un maximum. Si l’on nomme Q’ ce que devient l’expression de Q lors- 
qu’on y diminue l’intégrale finie S (pz + qz,)? de élément (pz + qz,)?, 


on aura 


Si Pon nomme pareillement Q, ce que devient l’expression de Q, 
lorsque l’on y diminue V’intégrale finie S (pz + qi,)(4 + mi,) de lélé- 
ment (pi + gt,) (4+ mi,), on aura 


a 


; 3h : : : : 
0,=2:— 3 | (Pe + qis) (li + mi). 


Enfin, si l'on nomme Q), ce que devient Q,, lorsque l’on y diminue I’in- 
tégrale finie S (dé + mz,)? de Pélément (+ mi,)?, on aura 


La fraction 
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surpasse la fraction 


Q 


2 e 
QQ: — Q?? 

car, en substituant dans la premiere, au lieu de Q’, Q’ et Q.,, leurs va- 

leurs, et réduisant au méme dénominateur son exces sur la seconde, 

le numérateur de cet exces devient 


ww | 


Nommons encore Q” ce que devient Q’ lorsqu’on en retranche 


athe ; é . : : 
5 Pe) + g'Pr)?; et, par conséquent, ce que devient l’expression 


de Q lorsque l’on y diminue l’intégrale S(pc+ qi,)? des deux élé- 
ments (pi + qi,)? + (pr + gi\?)?. Nommons pareillement Q' ce 
que devient Q), lorsqu’on en retranche 


34 ‘ c ; 
SF (POD gE) (LOY + mi); 


enfin, nommons Q) ce que devient Q), lorsque l’on en retranche 


Glee : E 
2 me al my 1); 


on verra, par le méme procédé, que la fraction 


Q; 
Q’Q; — Q? 
surpasse la fraction 
Q: 
OO, = 0; 
et, par conséquent, la fraction 
jal Onn | 
QQ. — Qi 


En continuant ainsi, on voit que cette derniere fraction devient & son 
maximum lorsque les intégrales finies S(pz-+-qz,)?, S(pr+-qu,)(’-+mu,)? 
et S(d + mi,)? sont nulles dans les expressions de Q, Q, et Q., ce qui 
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revient & supposer nulles les valeurs de z, %, 7”, ...3 cette supposition 
donne done la loi de probabilité des valeurs de Q le plus rapidement 
décroissante, et alors on a 


ee 7 2 
2.55 Ga anne! 
ae a! PY m | 
a= Fi 8[ (eS) i+ (9 £) 
62 
OQ. = — S$ (2 — ml + m?) 
gn 


Of 
leet supp e Ane ne 
[s (p—4)1+8(q-2 m|" 
Zico i 2 = 
SAP aes) S (2? — ml + m?) 


Il est facile de voir que ce résultat coincide avec le résultat analogue 
du n° 3. 


Sur la probabilité des résultats déduits, par des procédes quelconques, 


dun grand nombre d observations. 


La vraie marche des‘sciences naturelles consiste a remonter, par la 
voie de induction, des phénomenes aux lois et des lois aux forces. On 
redescend ensuite de ces forces & l’explication complete des phéno- 
menes jusque dans leurs plus petits détails. L’inspection attentive d’un 
grand ensemble d’observations et leurs comparaisons multipliées font 
pressentir les lois qwil recele. L’expression analytique de ces lois 
dépend de coefficients constants que l’on nomme elements. On déter- 
mine, par la théorie des probabilités, les valeurs les plus probables de 
ces éléments, et si, en les substituant dans les expressions analy- 
tiques, ces expressions satisfont & toutes les observations, dans les 
limites des erreurs possibles, on sera stir que ces lois sont celles de la 
nature, ou du moins qu’elles en sont tres peu différentes. On voit par 
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la combien est utile l’application du Calcul des Probabilités & la Philo- 
sophie naturelle, et combien il est essentiel d’avoir des méthodes pour 
tirer des observations les résultats les plus avantageux. Ces résultats 
sont évidemment ceux avec lesquels une méme erreur est moins pro- 
bable qu’avec tout autre résultat. Ainsi la condition qu’il faut remplir 
dans le choix d’un résultat est que la loi de probabilité de ses erreurs soit 
le plus rapidement décroissante. Avant l’application du Calcul des Pro- 
habilités a cet objet, chaque calculateur assujettissait les résultats des 
observations aux conditions qui lui paraissaient étre les plus natu- 
relles. Maintenant que l’on a des formules certaines pour obtenir le 
résultat le plus avantageux, il ne peut plus y avoir d’incertitude a cet 
égard, du moins lorsque l’on fait usage des facteurs. On peut, non 
seulement déterminer ce résultat, mais encore assigner la probabilité 
des erreurs des résultats obtenus par d’autres procédés et comparer 
ces procédés a la méthode la plus avantageuse. L’excessive longueur 
des calculs que cette méthode exige, lorsque l’on emploie un tres 
grand nombre d’observations, ne permet pas alors d’en faire usage. 
Mais, en groupant convenablement les équations de condition et en 
appliquant cette méthode aux équations qui résultent de chacun de 
ces groupes, on peut a la fois simplifier considérablement les calculs 
et conserver une partie des avantages qui lui sont attachés, comme on 
le verra dans la suite. Quel que soit le procédé dont on fait usage, il 
est tres utile d’avoir un moyen pour déterminer la probabilité des 
résultats auxquels on parvient, surtout lorsqu’il s’agit d’éléments 
importants. On aura facilement cette probabilité par la méthode sui- 


vante. 


1. Considérons d’abord un cas fort simple, celui des angles mesurés 
au moyen du cercle répétiteur. Supposons qu’a la fin de chaque opé- 
ration partielle on lise la division correspondante du cercle; on aura, 
en partant du point de départ, une suite de termes dont le premier sera 
l’angle méme, le deuxieme sera le double de cet angle, le troisieme en 


sera le triple, et ainsi de suite. Désignons par A,, Ay, ..., A, ces diffé- 
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rents termes, et par d,, @, ..-, d, les n angles partiels successivement 


mesurés. On aura 
Ay =a, 


As =@.+ 4), 


As = 43 + G2 atl Ay 


et, sil’on nomme y le véritable angle simple, on aura cette suite d’équa- 


tions 
yay lame == 0, 
VY — a2, + Xa = 0,7 


(a) { y—d3 + %3=0, 


i, Wy, :00,,... tant les erreurs des angles. a@,,.@,, @3;.... Onaura, par 
le n° 20 du Livre II, le résultat le plus avantageux en multipliant par 
Vunité chacune des équations précédentes et en les ajoutant, ce qui 


donne 
wi OA a ele Ti+ La +--+ bt Fn 
a n n 
En supposant a,, 2, ... nuls, on aura le résultat de la méthode la 


GIT) = GED ma 5 ose bn 
nr 


plus avantageuse, et l’erreur de ce résultat sera 


En désignant par w cette erreur, on voit, par le numéro cité, que la 


Kknie? 
2k" 


probabilité de w est proportionnelle ac *", & étant égal a fdx g(x), 
et k” étant égal a fa? dx o(a), (a) étant la loi de probabilité des er- 
reurs x des observations partielles, cette loi étant supposée la méme 
pour les erreurs positives et négatives et pouvant s’étendre a V’infin1; 
c est toujours le nombre dont le logarithme hyperbolique est l’uniteé. 

Svanberg, dans son excellent Ouvrage sur le degré de Laponie, ex- 
pose, pour déterminer y, un nouveau procédé fondé sur les consideéra- 
tions suivantes. Chaque terme de la série A,, As, ... peut donner sa 
valeur, qui peut étre également déterminée par la difference A, — A, 


de deux termes quelconques de cette série, s’ étant plus grand que s. 
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Cette différence, divisée par s’—s, donne une valeur de y d’autant plus 
exacte que ce diviseur est plus grand. En la multipliant donc par ce 
diviseur, on la rendra prépondérante en raison de son exactitude. Si 
l’on fait ensuite une somme de ces produits et qu’on la divise par le 
nombre d’angles simples qu’elle contient, on aura une valeur de y qui, 
conclue de toutes les combinaisons des quantités A,, A,,... en don- 
nant a chacune de ces combinaisons influence qu’elle doit avoir, 
semble devoir approcher de la vérité le plus prés qu’il est possible. 
Cela serait juste, en effet, si toutes ces valeurs de y étaient indépen- 
dantes. Mais leur dépendance mutuelle fait que les mémes angles sim- 
ples sont employés plusieurs fois et d’une maniere différente pour 
chacun d’eux, ce qui doit changer les probabilités respectives des va- 
leurs de y et, par conséquent, la probabilité de la valeur moyenne. 
C’est un nouvel exemple des illusions auxquelles on est exposé dans 
ces recherches délicates. 

Le procédé dont il s’agit revient a former la somme des différences 
Ayv— A,, s’ étant plus grand que s et devant avec cette condition étre 
étendu depuis s’=1 jusqu’a s’=n7; s doit étre étendu depuis s =o 
jusqu’a s =n —1, et lon doit faire A, =o. En divisant ensuite cette 
somme par le nombre d’angles simples qu’elle contient, on a la valeur 
de y. Il est aisé de voir que cette valeur est 


_ nSAn—2 SS An-s 


ae n(n +1) (n+2) i 


PB 


SA, exprimant la somme des Quantites:AyeA.,9iei,eAns Sones est la 


somme des quantités 
Ay, 


Ay + Ao, 
A,+A2+ Az, 


langle a, est contenu rn —t-+1 fois dans SA,, il est contenu 
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eet tt fois dans la fonction SSA,_,; il est done contenu 
T. 


i(n—it-+13) 
n(n+1)(n + 2) 
Pimgieevs 


que ce procédé revient a multiplier les équations (a) respectivement 


fois dans l’expression précédente de y. De la il suit 


par les facteurs 


n 2(nm—1) 3(n— 2) 
es ae eee ae based Nees i: 
Wnt) (nae) n(n+1)(n +2) é n(n +1)(n-+ 2) 
al we 6 6 


et alors on trouve, par le n° 20 du Livre IH, que la probabilité de l’er- 
reur wv dans l’expression précédente de y est proportionnelle & 


TE wu? 
one. SM} 
; oo . i(nm—i-+1) ne ae ° 
M,é al —— ; Vintégrale S M? devant comprendre 
M, étant ici ég SEPA TIC gre ; é p 
Z ‘ J 


toutes les valeurs de M; depuis ¢= 1 jusqu’é «= 7 inclusivement. On 


a ainsi 
: 6 21ton+2 
i Fe ea : 
5 n(n +1) (n+ 2) 


n étant supposé fort grand, cette valeur de SM? se réduit & fort peu 


pres a = 3 la probabilité de lerreur w est donc proportionnelle a 


On vient de voir que, dans la méthode la plus avantageuse, la pro- 
babilité d’une pareille erreur du résultat est proportionnelle a 


Knut 
Gar 


Ainsi, pour que les mémes erreurs deviennent également probables, 
les observations doivent étre, dans le procédé de Svanberg, plus nom- 


breuses que dans le procédé ordinaire, suivant le rapport de six a 
cing. 
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On pourrait croire que, le résultat obtenu par le procédé de Syan- 
berg étant une nouvelle donnée des observations, sa combinaison avec 
le résultat de la méthode ordinaire doit donner un résultat plus exact, 
et dont la loi de probabilité des erreurs soit plus rapidement décrois- 
sante. Mais l’analyse prouve que cela n’est pas. Considérons, en effet, 
le systeme d’équations 


Pf Gy 24. == 0; 
(b) P2y — a2 + X%2=0, 


Pry — Gn + Xn = 9, 


L,,Lo,... tant, comme ci-dessus, les erreurs des observations. La mé- 
thode la plus avantageuse prescrit de multiplier ces équations, res- 
pectivement, par p,, po, ... et de les ajouter, ce qui donne 


_ Spiai  Spixi 
an Sp? WS 


le signe S comprenant, comme ci-dessus, toutes les valeurs qu’il pré- 
cede, depuis ¢=1 jusqu’a «=n inclusivement. Le premier terme de 
cette expression sera la valeur de y donnée par la méthode la plus 


S pixi 
Spi 


habilité sera, par le n° 20 du Livre II, proportionnelle a 


avantageuse, et son erreur sera ; en la désignant par uw, sa pro- 


Sil’on multiplie les équations (6) respectivement par m,, m,, 7m, ..., 
fleur somme donnera 

_— Smiai Sm;x; 

— Smipp Smipi 


Le premier terme de cette expression sera la valeur de y relative au 


: fy Oy i of omixi 
systeme de lacteurs ™,,™m,,..., Smupi 


erreur que nous désignerons par w’. Si l’on fait 


sera l’erreur de cette valeur, 


L=S pixi, C=Simaze 
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la probabilité de l’existence simultanée de / et de /’ sera, par le n° 21 
du Livre II, proportionnelle a 


k 
——— (22 $m} —2ll' § mpi +l? § p}) 
Ck ; 


E étant égal a Sm? Sp; —(Sm;,p;)?. Or on a 
t= Ss); =u Si prs 
l’existence simultanée de uw et de w’ est donc proportionnelle a 


k Sp? 
ne oi “A [u? E+ (uw! — u)?(S m;pi)?) 


Soit e la différence des valeurs précédentes de y; on a 


_Spiae Smia;, 
™ Sp Smipi’ 


Pégalité de ces valeurs, corrigées respectivement de leurs erreurs u 
et uv’, donne 
e=u—wv; 


’'exponentielle précédente devient ainsi 


Kk : (S mjpi)? 
= Se yey [w + e? ——_—_ 
@ ak E : 


e est une quantité donnée par les observations; la valeur de uw qui 
rend cette exponentielle un maximum est évidemment u = 0; ainsi la 
considération du résultat donné par le systeme de facteurs m,,7m., ... 
n’ajoute aucune correction au résultat de la méthode la plus avanta- 
geuse et ne change point la loi de probabilité de son erreur u, qui 
reste toujours proportionnelle a 


k elerets 
ca Rae Spi 


Si le tres grand nombre des équations de condition ne permet pas 
de leur appliquer cette méthode, il y aura toujours de l’avantage a l’ap- 
pliquer & des équations résultantes de groupes de ces équations. Sup- 
posons que l’on ait r groupes, formés chacun de s équations, en sorte 
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que m = 7s; on aura les r équations suivantes 


P,y—A,+X,=0, 
| Poy — As + X2=—0, 


(V) 
P,y — Ar + X;=0; 
et Vona 
Pie pe ps eee Psy 


A= ah + ao Seo case Cy 


Kye ey ae -F..  s, 


Py == [Ua] -+- Ps+2 +. . oe P25 


e8) 18: (& Tei wile le) fo) orca ees \4) 48, 14. "ei'¢, ©) (0) (6) ols: fe) 36: 16) bie 


En appliquant aux équations (V) le procédé de la méthode la plus 


avantageuse, ona 
ee eA eke 
= eS Pe Spay 


le signe S embrassant toutes les quantités qu il précede, depuis ¢ = 1 


‘ : . . SPX SP, Ay 

jusqu’a ¢—~r inclusivement. —~,>~ est l’erreur de la valeur —{~“ 
S P2 SP; 

prise pour y; en désignant par w cette erreur, sa probabilité sera, par 


le n° 20 du Livre II, proportionnelle a 


m,,m,,... étant les coefficients de x,, x,,... dans l’expression de u; 
et l’intégrale Sm; s’étendant depuis z= o0 Jusqu’a 7= 7 inclusivement. 


Or il est aisé de voir que l'on a 


mm a m ms m : 
— TY 2 — ans? Os} 5 — Fs 9 
S P? S.P2 eae 
Ps P, 
Ms = 53? eee woes ane 5 9 to at 
S P? SP; 
/ P; 
Mase psa ye ey SEK RO BOe nar 9 yee ee mL eh ir Mer phat BC 5 


566 THEORIE ANALYTIQUE DES PROBABILITES. 
de 1a il est facile de conclure que l’on a 


nv 


Sve ae es 
f ree; 


es 
SP; 


la probabilité de w est done proportionnelle a 


KT SP} 
Gin 
Si l’on réunissait toutes les équations en un seul groupe, la probabilité 


de w serait proportionnelle a 


car alors r deviendrait l’unité, P, deviendrait Sp,, P,, P;, ... seraient 
nuls. Le poids du résultat ou le coefficient de — wu? serait donc, dans le 


premier cas, 


et, dans le second cas, il serait 
use p 
Or la premiere de ces quantités surpasse la seconde; en effet, 
(S pi)? = (Pi + Po+...+P,)?. 


Si, dans le développement de ce dernier carré, on substitue, au lieu 
du produit 2P,P,, sa valeur P; + P}—(P,— P,)?, et ainsi des autres 
produits, on voit que ce carré est égal 4 7S P;, moins une quantité 
positive; il y a donc de l’avantage a partager les équations de condi- 
tion en plusieurs groupes auxquels on applique la méthode la plus 
avantageuse. 

On voit encore quwil y a de l’avantage & augmenter le nombre des 
groupes; car, si l’on suppose 7 pair et égal a 27’, le poids du résultat 
relatif au nombre 7’ de groupes sera proportionnel a 


r’[(Pa-+ Po)? + (Ps + Py)? +... + (Paras Por)? ]; 
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“I 


et le poids du résultat relatif & 27’ groupes sera proportionnel & 
ar’ (P? +- P2+...4 P},). 


Cette derniére quantité surpasse la précédente, comme on le voit en 


observant que 
2(P? + P2) > (P,+ Pa)? 


Si les équations de condition renferment plusicurs éléments inconnus, 
y¥> Y, +++, ily aura toujours de l’avantage & les partager en groupes 
pour appliquer aux équations résultantes de ces groupes la méthode la 
plus avantageuse. Plus on multipliera ces groupes, plus on augmentera 
le poids des résultats. 

Mais, de quelque maniere que l’on ait obtenu ces résultats, on pourra 
toujours déterminer, par le théoreme suivant, la probabilité de leurs 
erreurs. Si l’on a, par un procédé quelconque, tiré des équations de 
condition l’équation y — a=o, il est clair que l’on a multiplié les 
équations de condition, respectivement, par des facteurs M,, M, 
M,,... tels que les inconnues ont disparu, a l’exception de y qui a 
Punité pour facteur. L’erreur uw du résultat y=a est évidemment 
M,x2,+M,a, +...; la probabilité de cette erreur sera donc, par le 
n° 20 du Livre I, proportionnelle a 


le signe S s’étendant a toutes les valeurs de z depuis z= 1 jusqu’az=n, 
n étant le nombre des observations. Tout se réduit done & déterminer, 
dans le procédé que l’on a suivi, les facteurs M,, Mg, .. 

Si, par exemple, les équations de condition renferment deux incon- 
nues y et y’ et si, pour former les deux équations finales, on ajoute 
ensemble toutes ces équations : 1° en changeant les signes des équa- 
tions dans lesquelles y a le signe —; 2° en changeant les signes des 
équations dans lesquelles y’ a le signe —, on obtiendra, par ce pro- 
cédé dont on a souvent fait usage, deux équations que nous représen- 
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terons par les suivantes : 
Py+R y—A =0, 
Piy+Riy’— Ay =o. 


En multipliant la premiere de ces équations par 


Ry 
PR,— PR 
et la seconde par 
—R 
PR,— P,R’ 
on aura, en les ajoutant, 
AR,— AiR 


ree er 

Dans les équations de condition, x; a été multiplié par +1; le signe — 
ayant lieu si, pour former les équations finales, on a changé les signes 
de l’équation v™*. De 1a il est facile de conclure que, si l’on désigne 
par sle nombre des équations de condition dans lesquelles les coeffi- 
cients de y et de y’ ont le méme signe, on aura 


(R,;— R)2+ (n—s\(Ry+ R)? 
(PR,-— P,R)? 


Sm? —* 


On simplifiera le calcul en préparant les équations de condition 
de maniere que dans toutes le coefficient de y ait le signe +. On for- 
mera ensuite une premitre équation finale en ajoutant les s équations 
dans lesquelles le coefficient de ya le signe +. On formera une se- 
conde équation finale en ajoutant les n — s équations dans lesquelles le 
coefficient de y’ a le signe —. Soient 


fy+eyr—h=o, 
fiy—giy’—h,=o 


A : by it: a a 
ces deux équations. En multipliant la premiére par ~—®' et la se- 
tg § 
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seconde par ——®——, on aur 
if fethe on aura 
hg, 4-hig 
— —>__+ =0 
Joico ts 


by 


et il est facile de voir que 


soy + (n— s)g? 


SM? = Bo 
(fgit+ fig)? 


Ces valeurs de y et de S M; coincident avec les précédentes, comme il 
est aisé de le voir en observant que l’on a 


P == f 3- fas R =f —81, A 23 hei h,. 

Pie Yaaas Ri = fie Wyse lh = /Pic 
Les équations de condition étant représentées généralement par la sui- 
vante 


On a pe yds 


si on les multiplie respectivement par m,, m,,... et qu’on les ajoute, 
on aura l’équation finale 


o=Smx;—Sma+ySmipit+ y' Smiqi; 


si l'on multiplie ensuite les mémes équations, respectivement par 7,, 
No, ..-, on aura, en les ajoutant, l’équation finale 


o=Snixi—Sniazt+ySnipi+y Snigqi. 


En multipliant la premiere de ces équations par apt et la seconde 
par — mar I étant égal a 


SmipiSniqi—SnipiSmiqi, 
on aura 


Sma: Snigi—SniaiSmigi | Smixi Sniqi—Snixi Smiqi 
(g\ Se Ve —_ = res 1 <a t = ei I rie 


Ce dernier terme est l’erreur de la valeur que l’on obtient pour y, en 


OFuvres de L. — Vl. 72 
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supposant nuls x,, v2, ...: ona done alors 


miSniqi—niSmigi, 
a sale AIP 


M —— 


d’ot il est facile de conclure 


Ki ate eae Gs 


pa get es ge 
pile tex g " 
Cc 2k" s M; 2k H ; 


en faisant 


H =Sm? (Sniqi)? — 2S mini 8 miqi Sniqi + Snz (Smigi)*, 


résultat qui coincide avec celui du n° 21 du Livre H, dans lequel nous 
avons prouvé que le maximum du coefficient de — u* dans cette expo- 
nentielle a lieu lorsque l’on suppose généralement m;= p;, 2; = 9:3 
cette supposition donne done le résultat le plus avantageux ou celui 
dont le poids est un maximum. 


ke 
ak" 
ont lieu lorsque l’on substitue dans les équations de condition les va- 


On déterminera la valeur de au moyen des carrés des restes qu! 


leurs déterminées pour y et y’. En désignant par ¢,; ce reste dans la 
veme équation de condition 


O=a#ji—a+ piy+qiy, 
et désignant par u et w’ les erreurs de ces valeurs, on aura 


C= TA pu = G7; 


ce qui donne 
Se? = Sa} —2u8 prx;—2u' Sqixi + u? Sp}? + 2uu'S pigi t+ u’? Sq}. 


On a, par le n° 19 du Livre II, 


ensuite, les valeurs wu et w’ cessent d’étre vraisemblables, lorsqu’elles 


Cane ’ I 
surpassent des quantités de l’ordre —: Les valeurs de Sp,a; et Sg, x; 
Jif 


cessent d’étre vraisemblables lorsqu’elles surpassent des quantités de 
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Vordre Yn; les valeurs de — 2u S pix; et —2u'Sq;x; cessent done 
d’étre vraisemblables lorsqu’elles cessent d’étre d’un ordre fini, n étant 
supposé infiniment grand. Sp7, Sp;g; et Sq? étant de l’ordre n, les ya- 
leurs de uw? Sp;, 2uu’Sp;q;, uw? Sq cessent d’étre vraisemblables lors- 
qu’elles cessent d’étre des quantités finies. On petit done négliger 
toutes ces quantités et supposer, quel que soit le procédé dont on fait 
usage, 


S) eke 
hee re aa 
ce qui donne 
k n 
ah” 2Se? 


2. Les méthodes précédentes se réduisent a multiplier chaque équa- 
tion de condition par un facteur et & ajouter tous ces produits pour 
former une équation finale. Mais on peut employer d’autres considé- 
rations pour obtenir le résultat cherché : par exemple, on peut choisir 
celle des équations de condition qui doit le plus approcher de la vérite. 
Le procédé que j’ai donné dans le n° 40 du Livre HI de la Mecanique 
celeste est de ce genre. En supposant les équations (6) du numéro pré- 


cédent«préparées de maniere que p,, Po, Pz, --. Solent positifs et que 


a a2 
les valeurs —, —; 
Pr Pp 


sition de x,, v,... nuls, forment une série décroissante, le procédé 


--- de y, données par ces équations dans la suppo- 


dont il s’agit consiste A choisir équation de condition r™*, telle que 


Von ait 
Pye ps a. 3 Predera Pr es -t s 


Pit pate. pr > prot Prestee + Pn; 


et a supposer 


Cette valeur de y rend un minimum la somme de tous les écarts des 
autres valeurs, pris positivement; car, en nommant 2, x, ... ces 
écarts, @,, 2%, ..», @,_, seront positifs et 2,,,, Zr, ..-, ©, seront né- 


gatifs. Si l’on accroit la valeur précédente de y de la quantité infini- 
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ment petite dy, lasomme des écarts positifs v,, v,,..., x, diminuera 
de la quantité 
Oy (Pie pa... + Pr-1)3 
mais lasomme des écarts négatifs, pris avec le signe +, augmentera 
de la quantité 
OY ( Pr+it Proz +... + pr); 
l’écart x, deviendra p, éy. La somme des écarts, pris tous positivement, 


sera donc augmentée de la quantité 
OV Pras prev 2 pe — Pu Pas Pros ls 
par Jes conditions auxquelles le choix de l’équation 7**™* est assujettie, 
cette quantité est positive. On verra, de la méme maniere, que si l’on 
oh, ee a ; . rr. 
diminue By de dy, la somme des écarts pris positivement sera augmen- 
Jia 


tée de la quantité positive 
OVP se Pa te satts Pre Prat Pred — 9 ee fin 


Ainsi, dans les deux cas d’un accroissement et d’une diminution de Ja 
valeur * de y, la somme des écarts, pris positivement, est augmenteée. 
Cette considération semble donner un grand avantage & la valeur pré- 
cédente de y, qui, lorsqu’il s’agit de choisir un milieu entre les résul- 
tats d’un nombre impair d’observations, devient le résultat équidi- 
stant des extrémes. Mais le Calcul des probabilités peut seul faire 
apprécier cet avantage; je vais donc l’appliquer a cette question déli- 
cate. 

Les seules données dont nous ferons usage sont que |’équation de 
condition 

0O=fr— art pry 

donne, abstraction faite des erreurs, une valeur de y plus petite que 
les 7 —1 équations antérieures et plus grande que les n — r équations 


postérieures; et que ona 


Jr aie UO: ab Ooi ar Oh ae (eel Reso osm) Yer 
Pi pases pp OS pre prea te Pre 
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On a 
ye a, ry ar Xp. 
es oat — ace) 
Pi Pi Pr Pr 
ce qui donne 
xy, eet ar 4 4r 
Pi Pi Pr Pr 
: ~~ a ar Xx x A Ry X 
Ainsi, — surpassant ~, — surpasse —- Il en est de méme de —2, ~°, ... 
Pi Pr Pp Pr [Ley Je 
r Urert Lry2  . kn 


. oN x —4 A ca 
jusqu’a ae On verra de la méme manitre que 
ri 


’ ; 
Pr+\ Pr+2 Pr 


: x . : Db da 
sont moindres que ae Ainsi, les seules conditions auxquelles nous 


x 
assujettirons les erreurs et les équations de condition sont les sui- 


vantes : 
Sess Sia 


(¢) Xs Xr Xs vr 
ee, at 
Ps Pr Ps Pr 

Pine pa ecier prors pre Sr Prat ee Pre 

Pie Peo i Pras preg Ae ee Pre 


C’est uniquement d’apres ces données des observations que nous allons 
déterminer la probabilité de erreur «,. Nous n’aurons d’ailleurs aucun 
égard a l’ordre qu’obseryent entre elles les 7 —1 premieres équations 
de condition et les n —r derniéres, ni aux valeurs des quantités a,, 
astenin ns 

Représentons, comme ci-dessus, par 9(x) la loi de probabilité de 
erreur x des observations et, pour exprimer que cette probabilité 
est la méme pour les erreurs positives et négatives, supposons 9(a) 
fonction de a. 

Maintenant, si l’on suppose «, positif, la probabilité que x, surpas- 
sera p, — sera 

. 1 $fde ola) 


pu ee te 


2 k 


4 ; i P 5 ‘ . Ly 
Vintégrale fdx o(«x) étant prise depuis 2 =o jusqu’a x= p,— eth 
Pr 
étant, comme ci-dessus, cette intégrale prise depuis x nul jusqu’a x 
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. 5 ane ake xX is ras 
infini. La probabilité que les quantités +, —,---»—“— seront toutes 
Pi pe Pr-\ 


plus grandes que He est done proportionnelle au produit des r — 1 fac- 


teurs 


fdeg(e) fide 
Ir 


UE mr ee 
k I 


Pintégrale du premier facteur étant prise depuis «=o jusqu’a 
Xr : y , : : : 
a Pie Vintegrale du second facteur étant prise depuis «=o jus- 
: 


\ Xp 5 3 fo 
qu’a «2 = p, —; et ainsi de suite. 
: Pr 


Braj Lyr+2 


. Cie Xn , , 
Pareillement, toutes les quantités carts étant supposées 
n 


9 
Pr+ai Pr+e2 


2 Xr : “s ‘ 
plus petites que a on voit, par le méme raisonnement, que la proba- 
T 


hilité de cette supposition est proportionnelle au produit des rn —r fae- 


teurs 
ae es, ae pees, ae 


Vintégrale du premier facteur étant prise depuis «=o jusqu’a 
8 I 


xX r : . : 5 
L = Pras 3 celle du second facteur étant prise depuis 2 = 0 jusqu’a 
E 


Ly : : . F Ae rar 
w= ps ve et ainsi de suite. La probabilité de l’erreur «, est 9(2,) ; 
iff 


ainsi la probabilité que l’erreur de la 7° observation sera a, et que 

la valeur de y donnée par la r*™¢ équation sera plus petite que les va- 

leurs données par les équations précédentes, et surpassera les valeurs 

données par les équations suivantes, cette probabilité, dis-je, sera 

proportionnelle au produit des n —1 facteurs précédents et de o(2,). 
x étant supposé tres petit, on a, aux quantités pres de l’ordre x, 


[deol a) =a oo) +477 oo), 


1 5 
: i lorsque a est nul. Dans la question 


o’(o) étant ce que devient —, 
AX 


présente, o(x) étant une fonction de x’, on a o'(0) =o, et alors ona 


Jdz 9(#) =x 9(0). 
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, 4 (ia ws . . ° . XL, ‘ 
Les facteurs précédents deviendront ainsi, en faisant — = ©, 
p 


r 


I+ Pn oe 
Si l'on désigne par 9’(o) la valeur de “2! lorsque a est nul, 9(2,) 
i Yon désigne par 9’(o) la valeur de —7- > lorsque a est nul, ¢(2,) 


devient 
9(0) + 3 pS? 9"(0). 


La somme des logarithmes hyperboliques de tous ces facteurs est, aux 
quantités pres de l’ordre ¢, en divisant le facteur 9(2,) par 9(0), 


tk Sie a tae «ton [tas fia > ery Se or — Pn) 
. 


2 2 
[| (p2+ p2+...4+ p2 + prey te. pr) 


2k 
ae ara Bal it 
ke | 
La probabilité de ¢ est donc proportionnelle a la base c des logarithmes 
hyperboliques, élevée 4 une puissance dont l’exposant est la fonction 
précédente. On doit observer qu’en vertu des conditions auxquelles le 


choix de l’équation ri? est assujetti, la quantité 


Pie Paces ses Pros Pr+t Pr+2 te shee pe 


est, abstraction faite du signe, une quantité moindre que p,, et 
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. . 4 I ‘ 
quainsi, en supposant ¢ de lordre —, le nombre n des observations 
vn 
étant supposé fort grand, le terme dépendant de la premiere puis- 
‘ ‘ IRE I 
sance de ¢, dans la fonction précédente, est de l’ordre a, on peut 
nN 


done le négliger, ainsi que le dernier terme de cette fonction. En dési- 
gnant donc par Sp; la somme entiere 


Pit pete. +P 


la probabilité de ¢ sera proportionnelle a 
Pee [to] set 


4 (4a , 
C ou - étant Verreur de la valeur 


, 


ar ¥ 
a donnée pour y par l’équation 
Vk: T 7 


rieme. La valeur donnée par la méthode la plus avantageuse est, par le 


numéro précédent, 
S A; 
= pe =e 
rt 


et la probabilité d’une erreur ¢ dans ce résultat est proportionnelle a 


k 
aC yA 
oo SPE 

Cc 2k ; 


k” étant toujours Vintégrale fa? dx o(a), prise depuis x nul jusqu’a 
x infini. Le résultat de la méthode que nous venons d’examiner, et que 
nous nommerons méthode de situation, sera préférable & celui de la 
méthode la plus avantageuse, si le coefficient de —¢@, qui lui est 
relatif, surpasse le coefficient relatif 4 la méthode la plus avantageuse, 
parce qu’alors la loi de probabilité des erreurs y sera plus rapide- 
ment décroissante. Ainsi, la méthode de situation doit étre préférée si 


Eaer 


dans le cas contraire, la méthode la plus avantageuse est préférable. 


9 
Yona 


Si lon a, par exemple, 
Ha ons 
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f : a : Sau 
k devient Y™ et k” devient -’"_; ce qui donne al = 2h. La quantité 
2h hhh h 
o)]2 : h h : 
ew devient ue orton 2 2h > la méthode la plus avantageuse 


doit donc alors étre préférée. 
En combinant les résultats de ces deux méthodes, on peut obtenir 
un résultat dont la loi de probabilité des erreurs soit plus rapidement 
décroissante. Nommons toujours ¢ l’erreur du résultat de la méthode 
de situation, et désignons par @ l’erreur du résultat de la méthode la 
plus avantageuse. Le premier de ces résultats est, comme on l’a vu, 
Pit 


r . ’ pe Fo l 
a et le second est = - Si Pon désigne Sp;a; par J, Spi 


reur de ce dernier résultat; ainsi l’on aura /=C@Sp?. La probabilité 


sera |’er- 


de l’existence simultanée de / et de ¢ est, par le n° 21 du Livre II, pro- 
portionnelle a 


JS dw c-twv—-1 @( pb) CPr6ov—4 fdx o(x) CP: 2OV~1 fdzo(z) CP2teOV—1 


Vintégrale relative a w étant prise depuis w = — = Jusqu’a » = &. L’in- 
tégrale relative A x, dans le facteur [dx g(x) c’*v-', doit étre prise, 
par ce qui précede, depuis # = p,¢ jusqu’a x = o. En développant ce 
facteur suivant les puissances de «, il devient 


S dx o(x)+ prwoV—1 fa dx o(z) — pi fardz o(z)+.... 
En prenant l’intégrale dans les limites précédentes, on a, aux quan- 
tités pres de l’ordre ¢’, 
Jdx 9(x) =k — pif 9(0). 


En négligeant pareillement les quantités des ordres Cw, C*w?, ..., 


ona 


uy 


— PP _ p? k 
pioV—i fzrdxo(2)=k prwoy—', Pi 92 fx? dx o(#)=— > Pies 


k’ étant Vintégrale f ada 9(a) prise depuis « = o jusqu’a a infini. Le 


OEuvres de L. — Vil. 73 
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facteur dont il s’agit devient donc, en négligeant *, conformément a 


analyse du numéro cité du Livre II, 
: ; Se Ke” a 
k — pio o(o) +k’ pyroy—1i — > Pio. 


Son logarithme hyperbolique est 


,9(0 k’ — fk” , wie ge eee 
Se ion I aK Pi? Pil eel oy 7 + logk. 


En changeant p, successivement en po, Ps, ---, Pp_4, on aura les loga- 
rithmes des facteurs suivants, jusqu’au facteur relatif a p,_,. 

Dans le facteur [dx (a) c?r™°V-', Vintégrale doit étre prise depuis 
c= — 0, jusqu’a x = p,,,¢; alors fx dx o(a) devenant — #’, le loga- 
rithme de ce facteur est 


k' — hk” 
Ga Ge at F Prva y— i— ah Pree? 


Pras Eee as pov='| + logk. 


2 kk ke 


On aura les logarithmes des facteurs suivants en changeant p,., suc- 
cessivement €N Prioy Priss +++» Pn» Le facteur 9(p,C) c?*’v—' est égal a 


lel) - Pee | ef(0) enters, 


2, 


et son logarithme est 


Pr v2 9"(0) 
2 oe 


ato) + prow V—1 + logg(o). 


Maintenant, si l’on rassemble tous ces logarithmes, si l’on considere 
ensuite les conditions (c) auxquelles l’équation r®™* est assujettie, 
enfin sil’on repasse des logarithmes aux nombres, on trouve, en négli- 
geant ce qu’il est permis de négliger, que la probabilité de existence 
simultanée de /et de ¢ est proportionnelle a 


to/=i—{ [22 Ko yi] Swe] SE 


Sdoec 
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Kn faisant done 

seh a CAE: 

St ee 


la probabilité de l’existence simultanée de ¢ et de C sera proportion- 


nelle a 
4 ~C- ( 
[Se] se AF Ng pps Fy 

c @Lk 4K JS doc 


Par analyse du n° 24 du Livre If, Vintégrale relative 4 w peut étre 
prise depuis @ =—o jusqu’a w =o, et alors la probabilité précé- 


dente devient proportionnelle a 


Si l'on nomme e l’exces de la valeur de y donnée par la méthode la 
plus avantageuse sur celle que donne la méthode de situation, on aura 


¢ = ¢ — e. Supposons 
e Hel oe) | 
etien ke k ee ; 
k #2? [e(o). Fy? 
Ce al We | k | 


la probabilité de wu sera proportionnelle a 


/ k” FQ (0) =I) 
k kELR | 


Ce Hes s 
S Pi Att =e kev k’2 { 


2: 


le résultat de la méthode la plus avantageuse doit done étre diminué 


de la quantité 
een) et) = = | 
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et la probabilité d’une erreur uw, dans ce résultat ainsi corrigé, sera 
proportionnelle a l’exponentielle précédente. Le poids du nouveau 


g(o) 
k k’ 


Vavantage 4 corriger ainsi le résultat de la méthode la plus avanta- 


résultat sera augmenté, si n’est pas nul; il y a done de 


geuse. L’ignorance ott l’on est de la loi de probabilité des erreurs des 
observations rend cette correction impraticable; mais il est remar- 


quable que, dans le cas ou cette probabilité est proportionnelle ac~*”, 
’ . cae \ ’ : ee : ay g(o) k' 5 
c’est-a-dire ot l’on a o(a) =c~**’, la quantité pest nulle. 


Alors le résultat de la méthode la plus avantageuse ne recoit aucune 
correction du résultat de la méthode de situation, et la loi de probabi- 


lite des erreurs reste la méme. 
(Février 1818.) 


EO == 


TROISIEME SUPPLEMENT. 


APPLICATION DES FORMULES GEODESIQUES DE PROBABILITE 
A LA MERIDIENNE DE FRANCE. 


1. La partie de la méridienne qui s’étend de Perpignan a Formen- 
tera s’appuie sur une base mesurée pres de Perpignan. Sa longueur 
est d’environ 466™, et sa derniere extrémité est jointe a la base de 
Perpignan par une chaine de vingt-six triangles. On peut craindre 
qu’une aussi grande longueur, qui n’a point été vérifiée par la mesure 
d’une seconde base vers son autre extrémité, ne soit susceptible d’une 
erreur sensible provenant des erreurs des vingt-six triangles employés 
ala mesurer. I] est donc intéressant de déterminer la probabilité que 
cette erreur n’excede pas 40™ ou 50™. M. Damoiseau, lieutenant- 
colonel d’Artillerie, qui vient de remporter le prix proposé par |’Aca- 
démie de Turin, sur le retour de la comete de 1759, a bien voulu, & ma 
priere, appliquer a cette partie de la méridienne mes formules de pro- 
babilité. Ici la méridienne ne coupe point tous les triangles, comme 
nous l’avons supposé pour plus de simplicité; mais il est facile de voir 
que l’on peut appliquer, aux angles formés par les prolongements des 
cotés des triangles avec la méridienne, ce que j’ai dit sur les angles 
que ces cétés formeraient s’ils étaient coupés par la méridienne. 
M. Damoiseau a trouvé ainsi qu’a partir de la latitude du signal de 
Busgarach, un peu plus au nord que Perpignan, jusqu’a Formentera, 
ce qui comprend un arc de la méridienne d’environ 466 006”, et en 
prenant pour unite la base de Perpignan, on a (deuxieme Supplément, 


ny 


ee Reed? Od er gO ee 
+ p{25)* — pf25) g(2s) a gis? — 48350,606. 
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La probabilité qu’une erreur dans la mesure de cet arc est comprise 
dans les limites + s devient, par les formules du méme numéro, 


a ance 
Se ee 
Ves 


l’intégrale étant prise depuis ¢ nul jusqu’a Ja valeur de z égale a 


S$ Wht 
fag er 
26 \/48350 ,606 


n-+1 étant le nombre des triangles employés, et 6? étant la somme 
des carrés des erreurs observées dans la somme des trois angles de 
chaque triangle; = est le rapport de la circonférence au diametre. En 
prenant pour unité la seconde sexagésimale, on trouve 


622718 198: 


Mais, le nombre des triangles employés n’étant que 26, il est préférable 
de déterminer par un plus grand nombre de triangles cette constante 4? 
qui dépend de la loi inconnue des observations partielles. Pour cela, 
on a fait usage des cent sept triangles qui ont servi a mesurer la méri- 
dienne depuis Dunkerque jusqu’a Formentera. L’ensemble des sommes 
d’erreurs observées des trois angles de chaque triangle est, en les pre- 
nant toutes positivement, égal 2173,82. La somme des carrés de ces 


erreurs est 445,217. En la multipliant par 4+, on aura, pour la valeur 


107 
de 67, 
62 = 108,184. 


Cette valeur, qui differe peu de la précédente, doit étre préférée. II 
faut réduire 9 en parties du rayon pris pour unité, ce que l’on fera en 
le divisant par le nombre de secondes sexagésimales que ce rayon ren- 


ferme. On aura ainsi 
t = $689,797; 


s est une fraction de la base de Perpignan prise pour unité. Cette base 
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est de 11706", 4o. En supposant donc l’erreur de 60™, on aura 


me 60 >< 689,797 
11706,40 
Cela posé, on trouve, pour les probabilités que les erreurs de l’are de 
la méridienne dont il s’agit sont comprises dans les limites -+ 6o™, 
= 50™, + 4o™, les fractions suivantes : 


1743695 32345 1164 
1743696" 32346’ 1165" 


Il y a un contre un a parier que l’erreur tombe dans les limites 
Ze C5097: 

Si la Terre était un sphéroide de révolution et si les angles de tous 
les triangles étaient exacts, on aurait exactement l’inclinaison du der- 
nier coté de la chaine des triangles sur sa méridienne, en supposant 
donnée cette inclinaison relativement & la base. La probabilité que 
erreur de la premiere de ces inclinaisons, provenant des erreurs des 
angles observés des triangles, est comprise dans les limites + [9¢ est, 


par ce qui précede, 
@ fat Cab 


Vr 


Vintégrale étant prise depuis ¢ nul : ces limites deviennent, en substi- 


b) 


tuant pour 9 sa valeur précédente, + ¢6”’,8997, les secondes étant 
sexagésimales. De la il suit qwil y a un contre un a parier que l’erreur 
tombe dans les limites + 3”,2908. Si les observations azimutales 
étaient faites avec une grande précision, on déterminerait par ce 
moyen la probabilité qu’elles indiquent une excentricité dans les 
paralléles terrestres. Si l’on mesurait, sur la cote d’Espagne, une base 
de vérification égale a la hase de Perpignan, et qu’on la joignit par 
deux triangles 4 Ja chaine des triangles de la méridienne, on trouve, 
par Je calcul, qwil y a un contre un a parier que la différence, entre 
cette base et sa valeur conclue de la base de Perpignan, ne surpassera 
pas un tiers de metre : c’est, a fort peu pres, la différence de la mesure 
de la base de Perpignan & sa valeur conclue de la base de Melun. 
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Ona vu, dans le numéro cité, que, les angles des triangles ayant été 
mesurés au moyen ducercle répétiteur, on peut supposer la probabilité 
d’une erreur x dans la somme observée des trois angles de chaque 
triangle proportionnelle a l’exponentielle c~“”, & étant une constante. 
De la il suit que la probabilité de cette erreur est 


da Vk 


vr 
En multipliant cette différentielle par « et Vintégrant depuis x nul 
jusqu’a x infini, le double de cette intégrale sera la moyenne de toutes 
les erreurs prises positivement. En désignant donc par ¢ cette erreur 


moyenne, on aura 
I 


&€—= -—==" 
Vir 
On aura la valeur moyenne des carrés de ces erreurs en multipliant 


par x? la différentielle précédente et en lintégrant depuis 2 = — 
jusqu’a x infini. En nommant done ¢’ cette valeur, on aura 


I 
ae 


de JA on tire 


On peut ainsi obtenir 9? au moyen des erreurs, prises toutes en plus, 
des sommes observées des angles de chaque triangle. Dans les cent 
sept triangles de la méridienne, la somme de ces erreurs est 173,82; 


a etn Ab C99 502, : * 
on peut ainsi prendre, pour «, Sere ety donne, pour 26¢’ ou 


pour 0?, 


173,89 


= 13n( ) =101783 


107 
cela differe tres peu de Ja valeur 108,134 donnée par la somme des 
carrés des erreurs de la somme observée des angles de chacun des cent 
sept triangles. Cet accord est remarquable. 
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On peut apprécier l’exactitude relative des instruments dont on fait 
usage dans les observations géodésiques, par la valeur de ¢’ conclue 
dun grand nombre de triangles. Cette valeur, conclue des cent sept 


: ey 445,21 . 
triangles de la méridienne, est eg ou 4,1609. La méme valeur, 


conclue des quarante-trois triangles employés par La Condamine dans 
la mesure des trois degrés de l’équateur, est ye ou 39,953, et, par 
} 
conséquent, pres de dix fois plus grande que la précédente. Les erreurs 
également probables, relatives aux instruments employés dans ces 
deux opérations, sont proportionnelles aux racines carrées des valeurs 
de <’. De 1a il suit que les limites + 8™,0937, entre lesquelles nous 
venons de voir qwil y a un contre un a parier que tombe l’erreur 
de Vare mesuré depuis Perpignan jusqu’a Formentera, auraient été 
+ 25™,022 avec les instruments employés par La Condamine. Ces 
limites auraient surpassé + 4o™ avec les instruments employés par 
La Caille et Cassini dans leur mesure de la méridienne. On voit ainsi 
combien V’introduction du cercle répétiteur dans les opérations géodé- 


siques a été avantageuse. 


2. Pour donner un exemple tres simple de l’application des formules 


, 


géodésiques, je vais considérer la droite AA®, dont on a déterminé la 


C(t) : c(3) 


7 aN 
is eas 
A NX 


- / vA : 


a) \ ASK 
y \ ’ SS 
é 1 / Nao 12) Ve I AOE ER 
ANG) I(*) Ves 1(3) ; | 
, ns We 
vA | / 
/ ve 


¢ c@) ol) 


if 
longueur par la chaine des triangles CCC, CCC, .... Je suppo- 
serai tous ces triangles égaux et isosceles, et tels que leurs bases CC®, 
CC®, ... soient paralleles a la ligne AA®. On aura, en abaissant sur 


! 
OEuwvres de L. — VII. 7h 
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cette ligne les perpendiculaires CI, Cl, ..., 


IK) = CG") cos A‘), 


cw) — CC”) sinG(“) CE) 
SO §, Osi CG Cae 


1) (2) = CMC”) cosA?), 


re 


aes CHC) sin (2) G4) Gi) 
a sin) (3) Ca) 


9 
et généralement 


L@1+1) = COC’) cos A+), 


C® CE) sin C+) CO C2) 
sinG0 CHC 


Soient «) et 6 les erreurs des angles opposés aux cétés CC) et 
CC® dans le premier triangle. Soient «'?) et 6° les erreurs des angles 
opposés aux cdtés CC? et CC® du second triangle, et ainsi de 
suite. En désignant par 6 une variation relative & ces erreurs, on aura 


OL) EU+1) OC C1) 
LOTen — GOCE 


— JA!) tang A+), 


OCMC) = aCMCEH 
CO CG) ~~ EW Ca-1) 


+ 6 eot C+) Cl) CO 


— a cot C® C41) C@-1), 


On a encore, en supposant les angles A® relatifs aux angles aigus que 
les cotés des triangles forment avec la ligne AA", ..., 


dAC+1) + OAM + OCU- CM C+) = 0; 


nous supposerons ici que les erreurs a” et 6 des angles C4) CHEN CM, 
cOCce9Cé du triangle C-“" CC" sont celles qui restent, lors- 
qu’ona retranché de chaque angle du triangle le tiers de la somme des 
erreurs des trois angles. Alors on a 


OCl- CO C41) = — gli) — BM), 


ce qui donne 
OAH) — — GAM Ql) 4 6M 
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on aura donc 


OAH) = g(t) — glt1) 4 gg li-2) — sig) 


+ 6) — BUN) 4 6-2)... BIE BAM), 


le signe supérieur ayant lieu siz est pair, et l’inférieur si 7 est impair. 
On aura ensuite, en observant que 


cot C Ce=-0 CEO = cot CEH CE-) = cotA 
et que A®? = AM, 


scMae+) — - dCRM 


oo” (i) (i-1) (ae Te aisle. eee (1) 
COCEND — CEM = NSLS Sai Cet a a oe — a) cotA); 
on aura done 
(4) [i+1) *CU) : 
OL) [+s __ oC + (6 + BEN 4 6 — gf) — alt 1) — 1, — a") cota) 


1 a CC) 


= (o¢(4) — Gt te, ware a4) +. 6) — 60) a BUN JA) tang A“), 


Supposons maintenant que l’on ait mesuré une base AC située de 
manieére que l’angle CAA soit égal & angle CAA. Le premier de 
ces angles détermine la position de la ligne AA“ par rapport 4 la base, 
et il est supposé connu. En nommant « et & les erreurs des angles 
CCA et CAC”, on aura 


éCC™) 


Cen = 6 cotCAC™ — eg cotC cA. 


Paisons 
cotCAC) =cotA +h, 


cotCCMA= cotA +N’; 
nous aurons, en désignant par 6 la base AC et para la droite I", 


b I 
= o_o, eee 5) 
2asinA sin2A 


| [pee : rere a 
2bsinA cos? A sin2A 
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nous aurons ensuite 


CAO gd gE, ba + OOM 6+, 18, 
OL [ (1) ; ( ; } 
panere CY ) cotA 


ene oo 10 
— (al ali 4. ba + OO — BERN 4. 6) tangA+h6—A'a. 
La variation de la longueur totale II“*" sera done 


OH+) = [(i +1) (6 — aw) + 71(60) — a) +... 4+ (6M = a) Jacota 
+(t+1)ha6— (i+1)h'aa 
— (a) 4 gE 2) 4. oft 4) 4 BM) 4 6-2) + 6-4) 4+, )atangA. 


La quantité 
p? pao Pq a q* + pz — por) + quest, ees + p)2— pO q@ + gq’)? 
devient ainsi, en négligeant les termes de l’ordre z, 


(¢-+1)(¢+ 2) (27+ 3) 


: a? cov?A + 3(h-+ A’) (i+ 1)2a* cotA 


+ (h? + hh’ + h’?) (i +1)? a?. 


Nommons Q cette quantité ; la probabilité que l’erreur de la ligne I+") 
est comprise dans les limites +s sera, par ce qui précede, 


2 fdtc™ 
Vis 


Ses ae : i 
Vintégrale étant prise depuis ¢ nul jusqu’a 


BS fit 
i= — 3 


26 \ Q 


0? étant la somme des carrés des erreurs de la somme des trois angles 
des z+ 1 triangles. 

Supposons que l’on ait, comme pour la partie de la méridienne dont 
nous avons parlé précédemment, vingt-six triangles, ce qui donne 
t= 25. Supposons encore que la longueur II*" soit celle de cette 
partie de la méridienne ou de 466006”; alors on aura 


— 466006 
A a6 
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En prenant pour unité la base mesurée pres de Perpignan, qui est de 
11706™, 40, et en supposant rectangles Jes triangles isosceles CCC, 
CMCC), ..., ce qui donne tangA = cotA =1, on trouve 


Q = 48207,6. 


On a vu précédemment que les vingt-six triangles qui joignent la 
base de Perpignan & Formentera donnent 


Q = 48350,6; 


ces deux valeurs de Q sont tres peu différentes, et comme les erreurs 
également probables sont proportionnelles aux racines carrées de ces 
valeurs, on voit que l’on peut parier un contre un que les erreurs de la 
mesure entire sont comprises dans les limites + 8™,1. Sous ce rap- 
port, le cas que nous examinons représente parfaitement la mesure de 
arc du méridien depuis la base de Perpignan jusqu’a Formentera. 


3. Supposons maintenant que l’on mesure, vers la derniere extré- 
mité de la ligne II“*", une base C’r") A’) égale a la base CA, et posée 
de maniére que l’angle CC® A“) soit égal & langle CCA, et que 
langle COA") C+" soit égal a Pangle CAC. En désignant par a+" et 
6") les erreurs des angles CCA" et COA) C"+9, equation 


sin C+1) CO A(i+2) 


+4 [+-2) — +4) (1( 2) 
cv yAG = ce C sin C1) A (E2) CW) 


donnera 


(t+1) A (t+2) OGG) : 
ae eee) eo CEA — Ge ORCA: 


Cie!) Ai+2) CO C1) 
ce qui donne 
\(i+4) A (i+2) ; 
oc A = (60) 4 62) 4+ 6) — a) — gf) —...— &™) cotA 


C(i+1) A (+2) 
+ 6(h+ cotA) — a(h'+ cota) 


+ aft!) (h’ + cotA) — 6%) (fh + cota). 


Ce que nous avons désigné dans le n° 2 du deuxieme Supplément par 
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LU. sepia oa, devient 
Ll =—(1+h’')b, m =(i+h)d, 
py Ss, Fu mney fn 
kt) =—b, rp til 
[eriyes (1h) 6, miH1)—— (1+h)b; 


la quantité que nous avons désignée par S /? dans le numéro cité ou 


par 
12 — ml + m2? + 102? — mM) + m+... 


devient ici 

3(i + 2)b2+ 6(h + h') 6? + 2(h? +hh'+ h’?) b?. 
La quantité que nous avons nommée Sr f“ dans le méme numéro, 
ou 


OCP ag) Eire Gg ey yo ee P= ogee) oe I ee 
devient, en négligeant les termes qui n’ont pas z pour coefficient, 


SUE 2) ab 4 3(i +1) (A+ A')ad-+ (i+ 1) (M2 + AA + h2) ab; 


2 


en représentant donc, comme ci-dessus, par A l’exces de la base me- 
surée CY A"**) sur la base calculée, et par s l’exces de la longueur 
vraie de la ligne II*" sur cette longueur calculée, on aura 


_ ASKe Fe ee ian 

= Sri eee 

il faut, par conséquent, ajouter a la longueur calculée de la ligne I+") 
le produit de A par le rapport de la moitié de cette ligne a la base 6; 
ce qui revient a calculer la premiere moitié de Ja ligne II*" avee la 
base AC, et la seconde moitié avec la base A“**) C“+"), Ce procédé serait 
généralement exact, quelles que fussent la grandeur et la disposition 
des triangles qui unissent les deux bases, si les parties de Sr /” et 
de Sf? correspondantes 4 ces moitiés étaient respectivement égales. 
C’est le procédé que nous adoptames dans la Commission qui fixa la 
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longueur du metre; et, dans l’ignorance ot nous étions alors de la 
vraie théorie de ces corrections, il était le plus conyenable; mais il ne 
faisait pas connaitre la correction des diverses parties de l’are total 
II**®. Pour cela, il est nécessaire de corriger les angles de chaque 
triangle, ou de déterminer les corrections «, 6, «', 6"), ... qui résul- 
tent de l’exces A de la seconde base observée sur cette base calculée 
d’apres la premiere. J’ai donné, dans le deuxieme Supplément, ces cor- 
rections, en supposant la loi des erreurs des observations des angles 


eer 
proportionnelle a l’exponentielle ae , & étant une constante, 
T étant la somme des erreurs des trois angles du triangle, « + 4T, 
6+ +T et iT — « — 6 étant les erreurs de chacun des angles. Ona yu, 
dans le Supplément cité, que la supposition de cette loi de probabilité 
doit étre admise lorsque les angles ont été mesurés avec le cercle répé- 
titeur, et qu’alors on a 


(s) —1m(s) (5) A Js) 
gin = am | Bite oe ae 
oI a 


en désignant par F la somme de toutes les quantités /*? — ml-+ m’, 
2 — mJ) + I, .... Je vais démontrer ici que ces corrections ont 
lieu, quelle que soit la loi de probabilité des erreurs. 

Pour cela, je désigne cette loi par o(a+ 71)? : en la supposant la 
méme pour les erreurs positives et pour les erreurs négatives, son ex- 
pression ne doit renfermer que des puissances paires de ces erreurs. 
La loi de probabilité des valeurs simultanées de « et de 6 sera ainsi 
proportionnelle au produit 


o(a +47)? 9(6 +47) 9(4T — 2 — 8). 


Si l’on développe ce produit, par rapport aux puissances de « et 
de 6, en s’arrétant aux carrés et aux produits de ces quantités, on 
aura 


boi oala 26 o 62) olat-) 


592 THEORIE ANALYTIQUE DES PROBABILITES. 


; : dq! r 
o'(a) exprimant oe et o”(x) exprimant ae T pouvant étre 


supposé varier depuis — 90 jusqu’a T= 00, on multipliera la fonction 
précédente par dT et on l’intégrera dans ces limites; on aura ainsi 
pour la probabilité des valeurs simultanées de « et de 6 une quantité 


de la forme 
H — H'(a?+ a6 + 6?). 


Cette probabilité sera donc proportionnelle a 


fi 


1— (et b+ 6). 


La probabilité de l’existence simultanée de a, 6, a, 6, ... sera pro- 
portionnelle au produit des quantités 


/ 


1— —-(a?-+ a6 + 6?), 


GLO Sle) wie le Nee 40 (eife 6) e.6 6. bene te) a6) @ 8 66 


Le logarithme de ce produit est, s étant un nombre indéterminé, 


= # S (a(s)2 a(S) G(s) 6(s)2 | ae 


. 
teeny 


ce produit est 2 son maximum si le terme précédent est & son mini- 
mum, ou si la fonction 


8 (a(s)2 + als) G(s) 6(s)2 | 


est la plus petite possible, les quantités a, 6, a’, ... satisfaisant d’ail- 
leurs & l’équation 


A= lat mE IM A+ mE +... 


On peut donner a cette fonction la forme 


3 ms) 2 i, (a9) — Ems) 2 3 2 
(s) (s) = __ 3 i) Sas see =. ie 
(260 +a se) +2" F | arhz 


+S 
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cette fonction est évidemment 2 son minimum si l’on suppose 


3 4 
Aer ees ane (9 = $m) 
2, 


per 


cas ’ 


re ve as 


dot Von tire généralement 


als) — (ds) = 5 rs) ) 4, 6(s) 


| 
= 
Zz 
| 
o|= 
= 
z 
all 
ny 


Dans le cas que nous venons de considérer, ona 


be 
SS F ($+h'+ hh), 6 = FO (g+h+ 4h), 
CAG) ce AC?) ae gi) = Ad, 61) 602) — ., =a, 
ott) — ie Meet | AU) ee re Say fer ye 


ainsi par ces corrections tous les triangles autres que ceux qui ont une 
des bases pour un de leurs cotés resteront rectangles. 

La probabilité de l’erreur + w de la ligne II*t", corrigée par la 
seconde base, sera, par le numéro cité du deuxieme Supplément, 


2fdtc* 
Vz 


? 


lintégrale étant prise depuis ¢ nul jusqu’a 
5 I 


_. 3u / 2 ee 
make (Sr fe’ 
3 faa 


t 


qui devient ici 


en désignant par Q’ la fonction. 


(Bret) (isa eee ei yo (Ae Aaa Ele aen a (AT Aaa 


4 


Les erreurs également probables étant proportionnelles aux racines 


Okuvres de L. — VII. me 
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carrées de Q et de Q’, on voit qu’elles sont diminuées et a peu pres 
réduites de moitié par la mesure d’une seconde base. 

La probabilité d’une erreur + A dans la mesure d’une seconde base 


est, par le deuxieme Supplément, 


2fatee 
RE it Carore | 


yi 


l’intégrale étant prise depuis ¢ nul jusqu’a 


et f? est égal a 
3(¢+1)b? + 6(h + h')b? + 2(h? + hh’ + h'2) B?. 
Dans le cas présent of ¢ = 25, cette quantité devient 
86,8030 62; 


les erreurs également probables dans les mesures de l’arc II*" et 
d’une nouvelle base égale & la premiere sont donc dans le rapport de 
VQ & 86,8030; d’ow il suit qu’il y a un contre un a parier que l’er- 
reur d’une nouvelle base sera comprise dans les limites = 0™, 34236, 
ow a tres peu pres + i Ce sont les mémes limites qui résultent des 
angles des vingt-six triangles qui unissent la base de Perpignan a For- 
mentera. Ainsi, sous ce rapport encore, le cas hypothétique, que nous 
venons d’examiner, s’accorde avec ce que donne cette chaine de 


triangles. 


4. Je vais maintenant considérer les distances zénithales des som- 
mets des triangles et le nivellement qui en résulte. D’un méme sommet 
tel que C?), on peut observer les quatre points C, C, C®, C. Nom- 
mons f la distance CC et A la base CC? du triangle isoscéle; tous les 
triangles étant supposés égaux, si l’on nomme x la hauteur de C® 
au-dessus du niveau de la mer, la distance observée de C’-® au zénith 
de C étant désignée par 4, la distance vraie sera a fort peu pres, les 
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triangles pouvant étre supposés horizontaux, 


hu he 


Dee ar oe 


9 


u étant le facteur par lequel on doit multiplier l’angle pour avoir la 


réfraction terrestre au point C, R étant le rayon de la Terre et < étant 
Verreur de w. Je ne tiens compte ici que de cette erreur, comme étant 
beaucoup plus grande que celle de 0. Si l’on nomme pareillement 0° 
la distance zénithale de C®, observée de C-?), la distance vraie sera 


hu he’ 


Paithiposing 


) 


'¢’ étant l’erreur de wu dans. cette observation. On aura 


agra 7 (same ae he 
f+ 6 T R i R (e Sie ) SS) AS = R? 
on aura ensuite 
; h h? 
(Zt) —_ a (i—2) — ye ‘ 
a aa (6 — 0’) + oR (e — ¢') 


Si l’on nomme pareillement 6” la distance zénithale de C"~" observeée 


de C®, la distance vraie sera 


fe 
R 


9 


(oe 


e” étant ’erreur de u dans cette observation. En nommant encore 9” et 
"les mémes quantités relatives a la distance zénithale de C, observée 


de C’-"), on aura 


6" 4 6” 2 fu ie |) == 


a f? 
(t) — a(i-1) — J u ” J. " wy 
BON! wt (@ 6 ) RE € ) 


Comme je ne me propose ici que d’examiner quel degré de confiance 
on doit accorder 2 ce genre de nivellement, je ferai h=/f, ce qui 
revient 2 supposer tous les triangles équilatéraux. Je prendrai, de plus, 
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~ pour unité de distance : en faisant ensuite ¢— ¢’= AY, e”— 2” = Y, 
on aura deux équations de la forme 

a) — gli) = yO 4 pd, 
ce a) — gli 2) = MD eg , 
La premiere de ces équations s’étend depuis ¢=1 jusqua t=n-+1, 
n étant le nombre des triangles. La seconde équation s’étend depuis 
c= 2 jusqu’a ¢=n-+1. Il faut maintenant conclure de ce systeme 
d’équations la valeur la plus avantageuse de 2”*+" — a), l’élévation 
x) du point C au-dessus de la mer étant supposée connue. Pour cela, 
on multipliera la premiere des équations (A) par / et la seconde par 
g, f et 2 étant des constantes indéterminées. Dans le systeme de 
ces équations ajoutées toutes ensemble, le coefficient de x sera 
f®— f+ ge — og). En Pégalant a zéro et observant que 
gi) — gi= Ag) + Ag, A étant la caractéristique des differences 


finies, on aura, en intégrant, 
a a= go — gi), 


a étant une constante. Mais, les valeurs de g ne commencant a avoir 
lieu que lorsque «= 2, cette expression de /\ ne peut servir que 
lorsque t= 2. Pour avoir la valeur de /, on observera que l’égalité a 
zéro du coefficient de a) donne 


substituant, au lieu de f°, a — g®)— g®), on aura 
frsa—g, 


Ensuite, l’expression précédente de /” ne s’étend que jusqu’a i =n; 
mais, relativement ’¢=2n-+1, on doit observer que le coefficient de 
x") doit étre Punité, ce qui donne 


firs Pat ee I 


ou 
ji t eG; 
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légalité & zéro du coefficient de «” donne fPafrr"'= pg, on 
f™=1— g”— g*), En comparant cette expression a celle-ci 
fP=a— g™— g*", on aura a=r. L’erreur de la valeur de 2+" 
sera ainsi 

LYyYOH fBy@+, ; af er eet) 


ait gl gi) H13) Bie, sete Bee RUT, 


Les valeurs de y', 7, ..., A"), A®@), ... étant évidemment assujetties 
a la méme loi de probabilité, si l’on nomme s cette erreur et si l’on 


fait 
H sea fit + f(Pr24., = finri2 


=e ot + 9(3)2 2 oy os ginti2, 


la probabilité de l’erreur s sera proportionnelle, par le n° 20 du Livre II, 
a une exponentielle de la forme 


K étant une constante dépendante de la loi de probabilité de y“ 
et AY, 
Il faut maintenant déterminer les constantes de H, de maniere que H 


soit un minimum. Or ona 


H == (1 one g(2))2 4. (1 — gl?) — of3))2 4... 4 (1— gi) — ginei\2—e (1 oa Pea 


we gl2)24- ge ree ginrde: 
en égalant a zéro le coefficient de la différentielle de g, on a 
(1) ght) 3g pitt) — 2. 
Cette équation a lieu depuis 7=3 jusqwa v= 7. Légalité a zero du 
coefficient de dg?) donne 
go oo an 
et Pégalité a zéro du coefficient de dg”*" donne 


See? 4 g(”) ==) 


ce qui revient a considérer l’équation générale (1) comme ayant lieu 
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depuis ¢ = 2 jusqu’a i =n +1, et & supposer nuls g et g”*?). L’inté- 
gration de l’équation (1) aux différences finies donne 


gO=2+ Alt 4 AE, 


let /’ étant les deux racines — 2 —4/5, —2+4y5 de l’équation 
Wao <i = Os 


A et A’ sont deux arbitraires telles que g devienne nul lorsquelz = 1 
et lorsque t= 2 + 2. Ona done 


UN bathe JNO) ee 2. 


A+A'=—2. 
/’** est une quantité extrémement grande lorsque 2 est un grand 


1 : us 
——» on voit que A est alors une quantité exces- 


Lo JN ¢ 
nombre et, /’"** étant 75, 


sivement petite et qu’ainsi A’ = — 2. On a ensuite 
SUL SMA Th aA ed), 


De la il est facile de conclure que lon a, a tres peu pres et sans 
eraindre 54 d’erreur, 


et qu’ainsi l’exponentielle proportionnelle a la probabilité de lerreur s 


est 


on peut done ainsi déterminer cette probabilite. 

On a conclu la valeur de a“*" du systeme des équations (A) par le 
procédé suivant. 

Le systeme des équations (A) donne 


at) — (0) == pt) 4 (4); 


9 \ 9 * 
d’oti on tire 
ON) = pU) + yl0) 4 yl), 
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On a ensuite les deux équations 
(2) —— a(t) = pl2) 4 (2), 


x2) — (0) = g(2) 4 (2); 
ce qui donne 


ae) Sa) + bal) 4 4 pl2) 4 g(2)) 4 Lyla) 4 £902), 


On a les deux équations 
(3) — a f(2) — p®) ae 5 
(3) — A ee q‘?) ale A(3)s 
ce qui donne 


23) — Sa?) + $a) + (pi) + q‘3)) = sy) — $}(3), 


En continuant ainsi, on aura a+"), Les quantités y” et A” ne com- 
mencent a étre introduites dans cette expression que par les deux va- 
leurs dev” — a”~" et de a@™ — a'”-*), Désignons par &” le coefficient 


de y” dans l’expression de «’”*”; cette expression est 
a(m+r) — sumir Sh) atl. taim+r—2) ae 4( pin ate ger) = sym) ae LAr): 


en substituant pour 2”, a”™"—), a'+"-?) Jes parties de leurs valeurs 
relatives ay, la comparaison des coefficients de cette quantité don- 


nera 
La = 4 fp(7—1) = 4 fp(r—-2); 


d’ot l’on tire, en intégrant, 
aK AT 5d, 


A et A’ étant deux arbitraires. Pour les déterminer, nous observerons 


que, 7 etant nul, ona A = ¢, et que, r étant 1, on a 


de Ja on tire 
A=i, A'== — 343 


ainsi, dans la valeur de «"*", ou r= n +1 —™m, on aura, pour le coef- 
ficient A?*-™) de y™, 


jp(n+i-m) = f ste (— 4 \n—ms 
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le coefficient de \) dans la méme valeur sera évidemment le méme. 
Ainsi l’expression de 2+") sera une quantité connue, plus la suite 


Ke yO) Helm) (y(2) ate i(2)) aS ie fe(0) ( (na) ae Mart), 


Désignons par s cette erreur et par H la somme des carrés des coeffi- 
cients de y"), y®, ..., A®, A®, ...3 la probabilité de s sera proportion- 


Ks? 


nelle ac “. On a, a trés peu pres, 


H=—j(n+1); 

— 9K 3? 
ainsi la probabilité de s est A tres peu pres proportionnelle & c"*?); 
les erreurs également probables sont donc plus grandes dans ce pro- 
cédé que suivant la méthode la plus avantageuse, et a peu pres dans le 
rapport de ¥5 & V2; ce procédé approche donc beaucoup de I’exacti- 
tude de la méthode la plus avantageuse, et, comme le calcul en est 
fort simple, nous allons déterminer la probabilité des erreurs aux- 
quelles il expose, dans le cas général ot les divers triangles ne sont ni 
égaux ni équilatéraux. 

Si l’on représente par m" le carré de CC® divisé par 2R, et par 
n Je earré de C’-?C® divisé pareillement par 2R, le systeme des 
équations (A) se changera dans le suivant : 

. a) — gli) = pO + my), 

(A) a) — api 2) = gl) 4- pO, 

Le procédé que nous yenons d’examiner donne, en suivant l’analyse 
précédente, le coefficient de 7 dans l’expression de v”*") égal a 


4 P A , LN eae 
$m — Hm) (— alk t. 


de la il suit que la valeur de H est, a tres peu pres, 


$8 (m2 4. nM2), 
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le signe intégral S s’étendant & toutes les valeurs de ¢ jusqu’a 
t=n-+1; la probabilité d’une erreur s, dans l’expression de a*", 
est donc proportionnelle a 


— 9K 52 
Sins +n?) 


Si lon applique aux équations ( A’) analyse que nous avons donnée 
ci-dessus pour le cas de la méthode la plus avantageuse, on trouvera, 
en les multipliant respectivement par / et g, l’équation suivante 


fpr — gi pi, 


et cette équation aura lieu depuis ¢=1 jusqu’a ¢=n-+1, en suppo- 
sant g© et g**) nuls. On aura ensuite l’équation générale 


m2 p(t) 4 (2(2 m(@)2 MIA)? ) lt) m(E-1)2 gli—1) — m()2 + ml—-1)2, 


Cette équation a lieu depuis? = 2 jusqu’a 7 =n-+ 1. En la combinant 
avec les équations g“)= 0, g”*?)=o, on aura les valeurs de /"), 


fo eke ee ee 2 omaura ensuite 
H=S(f2mH2 4 gen), 


le signe S comprenant toutes les valeurs de fm? et de gn; la 
probabilité d’une erreur s dans la valeur de x”*" sera proportion- 
nelle a 

— Ks? 

aa 

5. Il faut maintenant déterminer la valeur de K. Pour cela, nous 

observerons que le facteur w est déterminé, par ce qui précede, au 
moyen de l’équation 


: +! : 
et que l’erreur de cette expression est —— Chaque double station 


fournit une valeur de w, et la moyenne de ces valeurs est la valeur qu’il 
OEuvres de L, — Vil, 76 
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faut adopter. Si l'on nommez le nombre de ces valeurs, l’erreur a 


; pee eg! ‘ * skee e+e 
craindre sera ae tie le signe S se rapportant aux 7 quantites srs 


; : . . ae+e 
relatives a chaque double station. Soit s la somme S——; la proba- 


bilité de s sera, par le n° 20 du Livre Ll, proportionnelle 4 une expo- 


nentielle de la forme 


et, si l'on nomme g la somme des carrés des différences de chaque 


valeur partielle & sa valeur moyenne, on aura 


i 
2g 


y, 


On a, par ce qui précede, la probabilité de l’erreur d’une valeur s’ de 


la fonction S=—~. proportionnelle a l’exponentielle 
2, 


—4Ks? 
Cee 


, 97 \ O See oo oe 
le signe S s’étendant a ¢ quantités de la forme -——- Or, les erreurs < 


et —e étant supposées également probables, il est visible que les 


; Cane e—e , 
mémes valeurs de S—~— et de S—~— sont également probables; on 
a done 
{K=K', 
ce qui donne 
malt 
mee 


Les quarante-cing premieres valeurs de uw, données dans le second 
Volume de la Base du Systéme métrique (p. 771), et qui sont fondées sur 
des observations faites dans les mois de l’année ot l’on observe le plus 


souvent, donnent, pour sa valeur moyenne, 


u=0,07818, 
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et la somme g des carrés des différences de ces valeurs & la moyenne 
est 0,04900629; 7 étant ici égal a 45, ona 


ee eS 


0, 39205032 


S114, 70d, 


Si on suppose le nombre x de triangles égal & 25 et si l’on fait tous 
les cotés égaux & 20000", on aura 240000" pour la distance de wv?" 


a x): c’est a peu pres la distance de Paris 4 Dunkerque. Dans ce cas, 
Ha of? 
Ja quantité <p? Prise pour unité de distance, est 31",416. De la on 


conclut quwil y a un contre un a parier que Verreur sur la hauteur 2°" 
est comprise dans les limites -— 3™,1839. Il y a neuf contre un a parier 
qu'elle est comprise dans les limites + 7™, 761; on ne peut donc pas 
alors répondre avec une probabilité suffisante que cette erreur n’ex- 
cédera pas + 8”. 

La chaine de triangles que nous venons de considérer est beaucoup 
plus favorable a la détermination de la hauteur de son dernier point 
que celle dont Delambre a fait usage, dans l’Ouvrage cité, pour déter- 
miner la hauteur du Panthéon au-dessus du niveau de la mer. En con- 
sidérant cette derniere chaine, on voit que l’on ne peut pas répondre, 
avec une probabilité suffisante, que l’erreur sur cette hauteur n’ex- 
cédera pas + 16™. 


6. On voit, par ce qui précede, que les grands triangles, qui sont 
tres propres & la mesure des degrés terrestres, le sont fort peu pour 
déterminer les hauteurs respectives des diverses stations. Ainsi, dans 
le cas d’une chaine de triangles équilatéraux dont / est la longueur de 
chaque coté, les erreurs également probables de la différence de niveau 


fiyn bit! 


des deux stations extrémes étant proportionnelles 2 “*|~—, 7 étant 


le nombre des triangles, si l’on nomme a la distance i ces deux sta- 


tions, on aura, en supposant n+ 1 pair, 


a=t(n+1)f; 
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fevn+ 


es sera done proportionnelle 2 —_*—,; les erreurs également 

(n+-1}? | 
probables seront donc proportionnelles a cette fraction. Ainsi, en qua- 
druplant le nombre des triangles, elles deviendront huit fois plus 
petites; mais alors les erreurs dues aux observations des angles de- 
viennent comparables aux erreurs dues a la variabilité des réfractions 
terrestres. Examinons comment on peut avoir égard a la fois a ces 
deux genres d’erreurs. 

Considérons une suite de points C, C'), C®,.... Soient A® la distance 
deC aC"; A“ la distance de C") 4 C®); A? la distance de C?) a C®, et 
ainsi de suite. Concevons que du point C on observe C*", et réci- 
proquement. La distance zénithale de C’'"), observée de C, sera, par 


ce qui precede, 
e étant erreur de wu et « étant celle de langle observé 9. La distance 
zéenithale de C®, observée de C+", sera 


Rg Sep ete 


e’ et «’ étant les erreurs de wu et de 4 dans observation faite au point 
C’+). On aura done les deux équations 


DhO ye hy i ok? 
O=+- 6 + Ce ae ee = 
R R ( “owe ) x TS R ’ 
eG (i)2 
elit) olf) — Faw A® 4 f (e—e’) + 4hO (a — a’). 
2 2h | ae ~ : 


Désignons comme ci-dessus ¢ — <’ par y”, et faisons « — a’ égal a A”; 
on aura, pour lélévation «+! — a du point C”*" au-dessus de C, 
une expression de cette forme 


eA Sy (0) Maes —— y(#) =e Si (2) 4), 
5) 
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le signe intégral S se rapportant & toutes les valeurs de 7, depuis i = 0 
jusqu’a v= n. L’erreur de cette valeur de a” est 


(i)2 (2) (i) 
Ray S h 


(2) 
2k : 2 i. 


Il faut maintenant déterminer la probabilité de cette erreur que nous 
désignerons par s. Soit généralement 


s=SmMy + Sn); 


la probabilité de s sera, par l’'analyse du n° 20 du Livre II de la Theorie 
analytique des Probabilites, proportionnelle a 


S da dx dy 9(x) v(y)esav-! 


< [cos (mx +n y)o cos(ma +n y)acos(m2ze+n@y)o...]5 


o(a) est la loi de probabilité d’une valeur x de y; U(y) est la loi de 
probabilité d’une valeur y de A. Les erreurs négatives et positives 
sont supposées également probables : les intégrales relatives a x et y 
sont prises depuis l’infini négatif jusqu’a l’infini positif, et Pintégrale 
relative 4 o est prise depuis o =— 7 jusqu’a o =m. En faisant 


ff dro( 7) —-f, Eee dao (aah, 
2fdybiyj=k, Sy ay ¥(y) =k", 


les intégrales étant prises depuis x et y nuls jusqu’a x et y égaux a 
l’infini, l’analyse du numéro cité donnera la probabilité de s propor- 
tionnelle a 


ee 


Cc 
Il est facile de conclure généralement de la méme analyse que, si l’on 
fait 


s=SmHy + $n 8 rOdGO+..., 


7, A, 8, ... étant des erreurs dérivant de sources différentes, la 


606 THEORIE ANALYTIQUE DES PROBABILITES. 


probabilité de s est proportionnelle a l’exponentielle 


= gt 


LI ; hk" ' je ‘ 
= S m2 + ge S n(4)2 + a3 Sr)? +, 
; ; = 
G f , 


en désignant par 7(#) la probabilité d’une erreur @ due & la troisieme 


source d’erreur, et faisant 
2 fdxn(x) =k, feeder an) == hk", 


les intégrales étant prises depuis x nul jusqu’a & infini; et ainsi des 


autres erreurs. 


4h? 


Pour déterminer, dans la question présente, les constantes ares et 
. . ) . . . 
“=, je supposerai d’abord la seconde nulle ou tres petite, relativement 


ala premiere, comme on peut le faire dans les grandes triangulations 
de la méridienne. Dans ce cas, la probabilité d’une erreur s sera, en 


faisant m” = 1, proportionnelle a 


n étant le nombre des intervalles qui séparent les stations. La proba- 


e+ 6! eee : 
-» ce qui répond a une 
2. 


en e— ¢! 
bilité d’une valeur s’ de pags ou de § 


erreur 2s’ dans la valeur de S(e — ¢’), sera proportionnelle a 


2G Ne 
e249 oS 


on a done 
mens Ah go Sq oh, 
i ke k i 114,781 
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Zh 


a : i : m, 
Si Pon suppose maintenant a nul et n= 1, la probabilité d’une 
t 


ip 
° a—o : s 
valeur s‘ de la somme S —— sera proportionnelle a 


et la probabilité d’une méme valeur s’ de S(a +- «+ «”) sera propor- 
tionnelle a 


Si Pon suppose cette loi de probabilité la méme que pour les erreurs 
de la somme des trois angles d’un triangle sphérique, dans les mesures 
géodésiques, et qui, par le n° 1 du deuxieme Supplément, peut étre 
supposée proportionnelle a 


§? étant la somme des carrés des exces observés dans la somme des 


erreurs des trois angles dans ¢ triangles, on aura 


RE? = j 46? " 
hk 3(t+2) 
On a, par ce que l’on a vu, 
i+2 109 


GF ~ 4455217’ 
partant, i. 
Gleeeeh 445,219 | 
a) 109 


quantité qu’il faut diviser par le carré du nombre de secondes sexagé- 


simales que ce rayon renferme, et alors ona 


4ky 1, 2801 


lee) ta 


Supposons les distances des stations conséculives égales & 1200™; on 
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trouvera qu'il y a un contre un a parier que l’erreur sur la valeur de 
we’) est pas au-dessus de + o™, 08555 lorsque n= 200. Il Veet mille 


contre un a parier que l’erreur n’est pas au-dessus de + 0”, 413. 


Méthode générale du Calcul des probabilités, lorsqu’il y a plusieurs 


sources d erreurs. 


La considération des deux sources d’erreur indépendantes qui exis- 
tent dans les opérations du nivellement m’a conduit a examiner le cas 
général des observations assujetties a plusieurs sources d’erreurs. 
Telles sont les observations astronomiques. La plupart sont faites au 
moyen de deux instruments, la lunette méridienne et le cercle, dont 
les erreurs ne doivent pas étre supposées avoir la méme loi de proba- 
bilité. Dans les équations de condition que l’on déduit de ces observa- 
tions, pour obtenir les éléments des mouvements célestes, ces erreurs 
sont multipliées par des coefficients différents pour chaque source 
(erreur et pour chaque équation. Les systemes les plus avantageux de 
facteurs par lesquels il faut multiplier ces équations, pour avoir les 
équations finales qui déterminent les éléments, ne sont plus, comme 
dans le cas d’une source unique d’erreurs, les coefficients de chaque 
élément dans les équations de condition. La facilité avec laquelle l’ana- 
lyse que j’ai donnée dans le Livre II de ma Théorie des Probabilités s’ap- 
plique a ce cas général va montrer les avantages de cette analyse. 

Supposons d’abord que l’on ait un systeme d’équations de condi- 
tion représentées par celle-ci 


POy=a) + my) + nO) +..., 


y étant un élément dont on cherche la valeur la plus avantageuse. Si 
on multiplie l’équation précédente par un facteur /, la réunion de 
tous ces produits donnera pour y l’expression 


S al) (7) Sm fl (@) 4. § yn () (¢) (4) eR 
pa Safi | SmOFOY04 SnOFOO 
S p') Fe te) pofM 
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Lerreur de y sera 


SmOfO yO 4. SnOfOA +, 
—o S poOfo eanaa eta: f 


En désignant par s cette erreur, sa probabilité sera proportionnelle, 
par le numéro précédent, & l’exponentielle 


SSS eO sO" 


Ton eT ee oe 
~- S mi)? fia + ute Sn): fle... 
k 


Cc 
I] faut déterminer /” de maniére que 


4 [Ee 
k 


Ak’ 
Smarr. gpmepory... 
5 k 


7 (S pOfoy2 


soit un minimum, car il est visible qu’alors la méme erreur s devient 
moins probable que dans tout autre systeme de facteurs. Si l’on 
nomme A le numérateur de cette fraction, et si l’on fait varier /\ 
d’une quantité dg, on aura, par la condition du minimum, en égalant 
a zéro la différentielle de cette fraction, 


y [Mu 
ke mi2)2 FE) ats he n(t)2 FC) ae 
k p®) 
ae oa S poOfo’ 


SS aaa 


a 
A 


ce qui donne pour /“ une expression de cette forme 


(?) — = 
ip [ig ke’ 


ee + e nozt,, 


On peut faire ici p =1, parce que, cette quantité étant indépendante 
de 7, elle affecte également tous les multiplicateurs /; ainsi la quan- 


tité /, par laquelle on doit multiplier chaque équation de condition 
OEuvres de L. — Vil. a 
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pour ayoir le résultat le plus avantageux, est 


et la probabilité d’une erreur s de ce résultat est proportionnelle a 


l’exponentielle 
ge S - : pa 
OW Nip cae 2 YD 
— mit)s+ — n)?+.., 
k mm : 1 


On aura, par la méme analyse et par le n° 22 du Livre II, les facteurs 
par lesquels on doit multiplier les équations de condition pour avoir 
les résultats les plus avantageux, quels que soient le nombre des élée- 
ments a déterminer et le nombre des genres d’erreurs; on aura pareil- 
lement les lois de probabilité des erreurs de ces résultats. 

Supposons que l’on ait, entre deux éléments x et y, l’équation de 


condition 
la | por = q) afk m2) y(2) ais nO ie r&® §@) + ..., 


7, A, 6, ... étant des erreurs dont les sources sont différentes. En 
multipliant d’abord cette équation par un systeme /“ de facteurs, la 
réunion de ces produits donnera l’équation finale 


2 SlOfFO + 7S pOfFO=S aMfO +S MOfOYO +S nO fOMH.... 


En multipliant ensuite l’équation de condition par un autre systeme 
de facteurs, la réunion des produits donnera une seconde équation 
finale 

2 Sl gO+ ¥ 8 pH g)=Sag)+ Sm gHyO4.., 


On tire de ces deux équations finales 


Sal) FO § pH gi) — § alt) gO § pa fa 
—_— = re 2) L a 


i DOO fo teh gi =a S mM) olZ) yh) Sp) fi) 215 455 ; 
L 
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L étant égal a 
SLOFO $ pO gd) — $1 g“ § pHfe, 


Le coefficient de y dans cette valeur est 


mi) F(Z) Sp g® ae, mi?) pt) S pO fo 
a i APR ee. 


En changeant m en n, r, ..., on aura les coefficients correspon- 
dants de A, 6, .... En nommant donc s la valeur de la partie de x 
dépendante des erreurs y", A, 6, ..., la probabilité de cette valeur 
sera, par ce qui précede, proportionnelle a l’exponentielle 


==.gt 


phe 


en faisant 


ee ee ale (Spo go)? —25 MOF Og dee Spig® pas (S pOfO)? 


M” étant égal a 


h uv 
_ m4)? 4 
/ 


ie ni). -— 
he ke 


Il faut maintenant déterminer / et g” de maniere que H soit un mi- 
nimum. Pour cela, on fera varier /“, et l’on égalera a zéro le coefficient 
de sa différentielle; ce qui donnera, en nommant P le numérateur de 
expression de H, 


6 = MM FOS pO gH)2 — MH) gO § pO FH § pH gi 
— p) SMO FO g § pH gO + pO SMM gl2 § po fe 


= - (@) S p® gi —_ p” S 1 gi). 
Il est facile de voir que l’on satisfait & cette équation en supposant 


(z) (¢) 
fos es goal . 
M@ Me 


et l’on doit en conclure que l’on satisferait, par la méme supposition, 
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4 Péquation correspondante que donnerait dH = on, en y faisant varier 
g. On voit encore que les mémes valeurs de f ct de g satisfont 
aux équations semblables qui résultent de la considération de lélé- 
ment y. 

Si lon a, entre les éléments x, y, z, ..., des équations de condition 


représentées par l’équation générale 
[9 ¢ + pOy a gz. Sa) + MOA yD + NOR + rOIO+..., 


7, , 6, ... étant des erreurs de divers genres, on trouvera par l’ana- 
lyse précédente que les facteurs par lesquels on doit multiplier res- 
pectivement cette équation, pour former les équations finales qui don- 
nent les valeurs des éléments les plus avantageuses, sont, pour la 
premiere équation finale, représentés par 


et ainsi de suite. En appliquant done aux équations ainsi multipliées 
analyse du n° 2 du premier Supplément, on aura les valeurs des élé- 
ments les plus avantageuses et les lois de probabilités de leurs er- 


reurs. 
Pour donner un exemple de cette application, ne considérons que 


deux éléments # et y. Si lon fait 
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oe ; é aC pate p(t) 
On multipliera l’équation de condition précédente par a et on en 
tirera 


: 1) p@ po? al?) p{) Pp aE eee : 
as Ma TY Ss Mo = S a (Ca S Mo (mM yO 42D +. ..); 


mais la condition de la méthode la plus avantageuse donne 


i) 
0 as Mo (m@y@) 4 nO}, +, ..), 
p 
oye SMe (mG yO 4 nO) +. ..)3 
on aura done 
a) p x pele 
MO aD ea) 
S ip ae gee kN leer 
lame 
MO 


Substituant cette valeur de y dans l’équation générale de condition, et 


faisant 
I) po 


M® 


on aura 


4 M() 


. ke’ ke! é 
Cette analyse suppose la connaissance des constantes i et —+ Mais on 
t 


1 
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peut en obtenir, par les observations mémes, des valeurs tres appro- 
chées, de la maniere suivante. 

Concevons que l’on ait déterminé les éléments a, y, 2, ... par la mé- 
thode suivant laquelle on forme les équations finales, en multipliant 
chaque équation de condition successivement par le coefficient corres- 
pondant de chaque élément. Si l’on substitue les valeurs des éléments 
ainsi déterminées dans l’équation de condition 


(a+ pOy+...— al) = mA) + NOK) +. .., 
on aura une équation de cette forme 
RO = mMOyO + nO +... 


Supposons, pour plus de simplicité, que l’on n’ait que les deux 
genres d’erreurs y et A : on multipliera d’abord l’équation précédente 
par m”. En élevant ensuite chaque membre au carré et prenant la 
somme de toutes les équations ainsi formées, on aura 


S mO2RO2 = S( m4 72 + 9 mH3 nH yHAO H nH2 mO2AH2), 


La valeur moyenne de my? est évidemment 


LN as wa 
Say 97) 


les intégrales étant prises depuis y = — oo jusqu’a y infini, ce qui 
2h” m4 . ee 

donne pe Ole pareillement fa ak pour la valeur moyenne 

( c 


de m? rn. On trouve de la méme manieére que la valeur moyenne 


de 2m* nr est nulle; on a done, en substituant au lieu des quan- 
tités leurs valeurs moyennes, ce que l’on peut faire avec d’autant plus 
de précision que le nombre des observations est plus grand, 


2k’ 2 ke” 


S m2 Rl4)2— ] S m4 = Fa S m2 n()2, 
f rs 
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On aura pareillement 


uv Tw 
S n(%)2 R2 — ae S m2 7 (2) 2 4 ake S nit)as 
ke 


de JA on tire 


4k’ 28 n)4 S m(@)2R()2— 28S m2 n@25 n@2R@2 
ng Sm4 § n)4 — (8 m2n2)2 ¢ 


KY 28 m4 §nH2RO2— 28 mY2nH2 § mO2RO2 


i oe Sm Snore (Ss mi)? ni) 2)2 7 


en désignant done par 2P et 2Q les numérateurs de ces deux expres- 
sions, les facteurs par lesquels on doit multiplier l’équation de condi- 


tion seront 
1) 
mO2P + n2Q’ 


ohe pS ; 
mMAHZP 4 NH2Q 


. . ; k’ k’ ; 
I] s’agit maintenant de faire voir que ces valeurs de ue _ sont fort 
c 


approchées. Pour cela, ne considérons qu’un élément x : l’équation de 


condition 
Lx = al) ak my) ae nM 


donnera oe. 
Sahl S19 mM yO 4 S14) n® AO 
C= = - 


Sjo2 S§]@2 


Substituant cette valeur dans l’équation de condition, on aura 


0) § @MIM— qs ]@e2 
eee 
Re ~ G12 


? 


) m@ yO + 1) nO, ae ray, 
RW) a 1?) Sil m re a n A ) — mi) yl) n{) C2) 


x 


mais il est facile de voir que les valeurs de S229my et de SL9n9K 
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sont nulles par la supposition des erreurs négatives aussi probables 
que les erreurs positives : on peut done faire, comme ci-dessus, 


RO} = mA yO + nOR, 


ce q<uwil fallait établir. 


1. U étant une fonction quelconque d’une variable ¢, si on la déve- 
loppe suivant les puissances de ¢, le coefficient de ¢”, dans ce dévelop- 
pement, sera une fonction de x que je désignerai par y,; U est ce que 
jal nommé fonction géneratrice de y,. Si l'on multiplie U par une fone- 
tion T de ¢, pareillement développée suivant les puissances ascendantes 
de ¢, le produit UT sera une nouvelle fonction génératrice d’une fonc- 
tion de x, dérivée de la fonction y, suivant une loi qui dépendra de la 


fonction T. Si T est égal a - —1, il est facile de voir que la dérivée 
sera Yo.; —Ya, ou la différence finie de y,. Désignons généralement, 
quel que soit T, cette dérivée par cy,. Si lon multiplie le produit UT 
par T, la dérivée du produit UT? sera une dérivée de dy, semblable a la 


Y 


dérivée de dy, en yz; on pourra donc désigner par ¢?y, cette seconde 
dérivée; d’ou il est visible généralement que UT” sera la fonction géné- 
ratrice de é”y,. 

Si l’on multiplie U par une autre fonction Z de z, pareillement déve- 
loppée suivant les puissances ascendantes de 2, et si l’on désigne par 
la caractéristique A ce que nous avons nommé 6 relativement a la fonc- 
tion T, UZ” sera la fonction génératrice de A”y,,. 

On peut concevoir T comme une fonction de Z. En développant cette 
fonction en série par rapport aux puissances ascendantes de Z, on aura 


une expression de T de cette forme 


T=—AlO+ AQ)Z+ AZQZ24+.... 


En multipliant cette équation par U et repassant des fonctions géné- 


Ofuvres de L, — VII. 78 
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ratrices aux coefficients, on aura 
dye MO Pr + AM Aye + AG AM, +0... 


On voit ainsi que la méme équation, qui a lieu entre T et Z, a lieu 
I 

entre leurs caractéristiques 6 et A, pourvu que, dans le développement 

de cette équation suivant les puissances de é et de A, on substitue, au 

lieu d’une puissance quelconque 0”, 6”y,,; au lieu d’une puissance A”, 
I | 

A”y,; au lieu d’un produit tel que 6”A”, 6”A” y,; et que l’on multi- 

plie par y, les termes indépendants de 6 et A. Ainsi, en supposant T 


D Se I Ny “(pF . ae 
égal a eer at he si — Fs Oe Sera la difference finie de y,, x variant 


de Punité; Ay, sera la différence finie de Yo, © Variant de v7; on a en- 
suite 
Z—(14+-T)'—1, 
et, par conséquent, 
Tee a La 
ce qui donne 
A? =[(1+ 0)? —1]?, 

pourvu gu’apres le développement on place y, apres les puissances des 
caractéristiques. Cette équation aura encore lieu en faisant n négatif, 
mais alors les différences se changent en intégrales. La considération 
des fonctions génératrices fait voir ainsi, de la maniere la plus natu- 
relle et la plus simple, V’analogie des puissances et des differences. 
On peut considérer cette théorie comme le calcul des caractéristiques. 

Si Pon a o = dy,, on aura une équation aux différences finies : UT 
devient alors un polyndme qui ne renferme que des puissances de ¢ 
plus petites que la plus haute de ¢ dans T. Désignons par Q le polynéme 
ent le plus général de cette nature; on aura 

v=2. 

Le coefficient de ¢* dans le développement de U sera l’intégrale y, de 
’équation o = éy,; par cette raison, je nomme U fonction génératrice 
de cette équation. 
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Si lon concoit U fonction de deux variables ¢ et’, le coefficient du 
produit ¢*¢’*’, dans le développement de U, sera une fonction de x et 
de x’ que je désigne par y.,»; T étant une fonction développée des 
memes variables ¢et ¢’, le produit UT sera la fonction génératrice d’une 
dérivée de yz,.", que je désignerai par dy,,."3 et il est facile d’en con- 
clure que UT” sera la fonction génératrice de o”y, a. 

Si Pon ao = éy,, on aura une équation aux différences finies par- 
tielles. Représentons cette équation par la suivante 


O=4 Vu,n + b Vx, a4 + OY 7 '4.2 ae ny 
HA Prete bY Yess, wa teeey 


y 
a QV x42,2 ae 


il est facile de voir que la fonction génératrice de l’équation proposée 
sera 


Ne 1B te CYP ea poss EHO Se NY SEN SCP Se, a. [lye 


) 


ate tin + bye pins + etttin-24- ||, 
tL (pf GOW GOT AU Fay i Vey | | 
+ al tn—2yn +. ., | 
DPT Ce ire ; } 


net n’ étant les plus grands accroissements de a et de a’, dans |’équa- 
tion proposée aux différences partielles; A, B, C, ..., H sont des fone- 
tions arbitraires de ¢; A’, B’, C’,..., H’ sont des fonctions arbitraires 
de z’. On déterminera toutes ces fonctions au moyen des fonctions 
génératrices de 

VO Hip. Sees ASO Hhosges 


‘Vrs wey den) Eero lee a nisl 


Un des principaux avantages de cette manitre d’intégrer les équa- 
tions aux différences partielles consiste en ce que, l’analyse algébrique 
fournissant divers moyens pour développer les fonctions, on peut 
choisir celui qui convient le mieux 4 la question proposée. La solution 
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des problemes suivants, par le comte de Laplace, mon fils, et les con- 
sidérations qu’il y a jointes répandront un nouveau jour sur le calcul 


des fonctions génératrices. 


2. Un joueur A tire d’une urne, renfermant des boules blanches et 
noires, une boule qu’il remet apres le coup, avec la probabilité p 
d’amener une boule blanche et la probabilité g d’en extraire une noire; 
un second joueur B tire ensuite, d’une autre urne, une boule qu’il 
remet également apres le tirage, avec les probabilités p’ d’une boule 
blanche et g’ d’une noire. Ces deux joueurs continuent ainsi a extraire 
alternativement, chacun de leur urne respective, une boule qu’ils ont 
toujours soin de remettre. Sil’un des joueurs amene une boule blanche, 
il compte un point; si, au contraire, il fait sortir une boule noire, il ne 
compte rien, et le tour de jouer passe simplement a l’autre. Les joueurs 
ayant réglé, par les conditions de leur jeu, le nombre de points que 
chacun doit atteindre le premier pour gagner la partie, et ayant com- 
mencé a jouer, il manque encore au joueur A le nombre x de points 
pour gagner, et x’ au joueur B; et le tour de jouer appartient au 
joueur A. On demande, dans cette position, quelle est la probabilité 
de Pun et Pautre joueur pour gagner la partie. 

Soit z,,.. la probabilité de second joueur B, et représentons par 
Y,x° $a probabilité, s’il était le premier 4 jouer. Le joueur A, en com- 
mencant, peut amener une boule blanche, et la probabilité de B de- 
vient Y,_,,,°3 ou le premier joueur fait sortir une noire, et alors ne 
compte rien, et la probabilite du second se change en Y,,,"; mais la 
probabilité du premier cas est p, celle du second g; on aura done 


Péquation 
Bx a =p Viet Polaia G Yo ; 


par un raisonnement semblable, on aura encore celle-ci 
Yo = P' 2x, 0-1 a q'Zx,x°3 


d’oti Von tire 


Y Nor \ ‘5 
= hl Porte) eA y 
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et conséquemment 


Bx, at Pl p'Zx-1, Ta Pais q' 2x-1,x') == q( p’Zx,2!-1 oie q'2.x,.v’) (*) 


ou 
Pd: : 
Bex Tegan het peageee acer SLA) l= 4\9 
et en faisant 
Uy y t 
Mau Bed On es == Tb. et ee Pat. 8 a, 
L— 99 1 — 9g r= 99. 


il viendra 
Bx, MSy 4, et +m Sx yy + NBx4, at-4- 


La fonction génératrice de z,.,, dans cette équation aux différences 


partielles, est 
IAL 


eRe yt 
1— mt — m't' — ntt' 


A étant une fonction arbitraire de ¢, et A’ une autre fonction arbitraire 
de @’; j observe d’abord qu’en attribuant a la fonction A’ le terme indé- 
pendant de z dans la fonction A, la fonction génératrice ci-dessus peut 


se mettre sous cette forme 
A; té+ Al 


1—mt—mt—ntt’ 


A et A’ étant de nouvelles fonctions arbitraires de ¢ et de ¢’ qu'il s’agit 


(1) On arrive encore a cette équation aux différences partielles en considérant l'ensemble 
des deux tirages successifs de A et B comme un coup, ef en examinant les différents cas 
qui peuvent se présenter aprés ce coup joué; or ils sont au nombre de quatre : 1° ou les 
deux joueurs aménent chacun une boule blanche, événement dont la probabilité est pp’; 
alors la probabilité 22,2 se changera en celle-ci zx-1,x'-1; 2° ou le premier joueur extrait 
une boule blanche et le second une noire; dans cette hypothése, qui a pour probabilité 
PY, Za,x' Aeviendra Zy-1,27; 3° ou au contraire le premier joueur fait sortir une boule 
noire et le second une blanche; dans cette hypothése, qui a pour probabilité p’g, zx, 
deviendra 2,71; 4° ou enfin lun et l’autre joueur tirent une boule noire, événement 
dont la probabilité est qq’, et alors la probabilité 2,2 reste la méme. On aura done, par 
les principes connus des probabilités, l’équation 


ri t 
Zajc! = PP’ Zx-1,2'-1 + PY 2a-1,2' + P YF x,x'-1 + IY 22,2" 


On obtient la fonction génératrice de zz,x’, dans cette 6quation aux différences partielles, 
en appliquant a ce cas la régle générale qui vient d’étre exposée. 
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de déterminer. Or, si l’on fait attention que z). est nul, quel que soit 
x’, la probabilité du joueur A se changeant alors en certitude, on voit 
que le coefficient de 2° dans le développement de la fonction généra- 
trice par rapport aux puissances de z doit étre nul, et lon aura 


+, =0 ou A =O: 


De plus, 2,,, est nul quand a est zéro, et égal a Punité quand « est 
ou rou 2, ou3,..., puisqu’alors la probabilité du joueur B se change 


; Bane t 
en certitude; la fonction génératrice de 2,5 est donc ——; c’est le 


coefficient de z’° dans le développement de la fonction génératrice 
suivant les puissances de ¢’; on aura donc 


ce qui donne 


par conséquent la fonction génératrice de 3,4 est 


t(1 — mt) ; 
4) (a—¢) (1— mt — m't’— nit')’ 


en la mettant sous cette forme 


z I 
1—f (= =) ; 
1— (—=— jz 
1 mt 
et la développant par rapport aux puissances de ¢’, ona 
t m' + nt m’ + nt\? : t\3 
Se re Cmte remy (ied oy eae 3 Cad Pr ea 
i I1— mt = [NU I— ml 


Le coefficient de z’” dans cette série est 


t nv’ + nt\~' 
eae ert ; 
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et celui de ¢” dans le développement de cette derniére fonction sera 


) . . 7 é : 
expression de z,,’. Or, si l’on réduit d’abord expression ¢ ( 


en une série ordonnée selon les puissances 


m'+- nt 


1— nt 


‘ 


de ¢, et qu’on la multiple 


ensuite par le développement de 53 il est facile de voir que le coef- 


ficient de ¢” dans ce produit est ce que devient la série en y faisant 
¢= tet s’arrétant ala puissance x de ¢; et l’on trouvera, pour la valeur 


de ce coefficient ou de z,,,’, 


x(a’ —1) n? x(a’ —1)(a2'— 2) n3 


a'(a'—1)...(a'— x +2) nt-1 \ 


1.2 m2 LADO 


x(a’ —1) n? 


pus 


1.2...(@ —1) mel 


a(a'—1)...(@'— #2 +3) n= 


2 = fereh, 
Bx,¢'= mM 


_ a=3\ 


1m Hey iO? Li Deen) 

oh (SH 2s ip eG —— Ee ns == AN eee 
_- — ee I+ ——-+...-44 ( ) —> 4) a= 
I i772 (os ol (Go =o) Via 


HMw eee eee emer ene erreur eer ere tresses vereseres 


a(a'+1)...(2'+ £2 —2) 
(20, (1) : 


\ T 


Sse sy sie a Le. wiles w oilate ene 


En désignant par y,.’ la probabilité du joueur A, on serait conduit, 
par les mémes raisonnements, & une équation semblable aux diffé- 


rences partielles, 


UU eicyel == UY Prien) ot M Vx, xt aie UY 24), eA 


qui donne pareillement pour la variable yz, 


de ja forme 
A, t+ A\ 


1 


mée—m tnt’ 


2 une fonction génératrice 
c 


? 


A, et A’ étant, comme plus haut, des fonctions arbitraires de ¢ et 


de ¢’ que l’on déterminera par les mémes considérations. En effet la 


I 
hoes 


fonction génératrice de yo,x est 


formera done les équations 


dou l’on tire 


» celle de y,,. est lunité : on 
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et 


dot lon conclut 
A, é=— mt. 


La fonction génératrice de yz.’ sera donc 


2 TPE 

—+—_. — nt 
1—f 

hea fie == il == ie 


(6) 


laquelle, développée selon les puissances de ¢ et de ¢’, donnera, par le 
coefficient de ¢*¢’”’, l’expression de y,4, qui sera d’une forme semblable 
a celle de s,.’, quoique un peu plus compliquée. 

En ajoutant les deux fonctions génératrices (a) et (6), leur somme 


se réduit 4 celle-ei 
I 


=p ary 
dans laquelle le coefficient de ¢*¢” est lunité; ainsi l’on a 
Jx,x' + Sx, 2'=15 


et effectivement, la partie doit étre nécessairement gagnée par l’un des 
joueurs, car l’un et l’autre sont certains de pouvoir extraire chacun de 
leur urne les nombres déterminés de boules blanches. 

Maintenant, supposons p = o et conséquemment g =1, on a 


nt ==0, nm =! el n=O; 


alors l’expression de z,,’ devient l’unité; ce qui est évident, puisque 
le joueur B, n’ayant plus de chances de perte, doit toujours finir par 
gagner. 

Si, au contraire, on suppose p=1 et g =0, c’est-a-dire si le pre- 
mier joueur A compte un point avant chaque tirage du joueur B, 


alors 
i 1 =O et n= p's 


x’ étant plus grand que x ou égal, l’expression z,.., se réduit & zéro; 
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et, en effet, il est évidemment impossible que, dans ce cas, le joueur B 
puisse gagner la partie; mais, quand & est plus grand que 2’, la valeur 
de z,,." prend cette forme 


a'(a' +1) 44 
G2 hee 
1.2 1.2...(2—a2'—1) 


, 
; xX 
Sy, af =p’? E . q'4 


Dans cette supposition, le joueur B ne peut gagner qu’autant qu’il 
amenera a’ boules blanches avant « — x’ boules noires; autrement, il 
est devancé par le joueur A qui compte un point a chaque coup : cette 
expression de z,,, est donc la probabilité que le joueur B aura tiré 
x’ boules blanches avant d’en avoir extrait x — x’ noires, et, par con- 
séquent, la probabilité pour gagner, s’il faisait le pari avec le joueur A, 
qui compterait alors un point par la sortie de chaque boule noire tandis 
qu'il en compte un a la sortie d’une blanche, d’atteindre «’ points 
avant que son adversaire en ait 2 — a’; ce qui est le probleme des 


partis ("). 
(*) La fonction génératrice de zx,2 se réduit dans ce cas a 


t(1i—q't) 
GS gts pit), 


et ’équation aux différences partielles correspondante serait 


me te a 
Sa,’ = | Sx-1,2' + P Zx-1,2'—-1) 


dans laquelle zx, est une fonction de z ct de x’ que nous désignerons par 9( 2, 2’); si 
Von fait 2 — x’=s, on aura 
Ol (Gi, Gh) = OE Seva ge 


et, si lon représente par Zs,x" cette derniére fonction, il en résulte 


Sx,x2' = 33,2", San—1, a! = 251,20", Sx-1,2'-1 = 25,2'-1;3 


et l’équation aux différences partielles se change en celle-ci 
Eiht J 2s—1,20" + p'Zs,2'-1) 


équation a laquelle conduirait directement le probléme des partis dans les conditions énon- 
cées ci-dessus. En faisant attention que, par suite de cette transformation, z;9=1 et 
Zo,a' = 0, et que Zo,o ne peut avoir lieu, il est aisé de voir que la fonction génératrice de 
Zs,n' SOTA 
t(1—q't) 
(aC ag top ey 


dans le développement de laquelle le coefficient de ¢s¢’”’ sera expression de 25,2. 
OLuvres de L.— VI. 79 
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Si l’on examine avec attention la forme de l’expression générale qui 
donne z,.7, on reconnaitra que ce probleme peut encore étre résolu, 
et méme avec simplicité, au moyen de la théorie des combinaisons : en 
effet, soient a le nombre des boules blanches contenues dans l’urne du 
joueur A, et 6 celui des notres; a’ le nombre des boules blanches du 
joueur B, et b’ celui des noires; en considérant, comme on l’a déja 
fait, ensemble de deux tirages successifs de A et B comme un coup, 

aa’ sera le nombre des combinaisons dans lesquelles les joueurs 
amenent chacun une boule blanche; 

ab’ celui des combinaisons qui donneront une boule blanche a A et 
une noire a B; 

ab celui des combinaisons qui donneront, au contraire, une boule 
noire a A et une blanche a B; 

bb’ celui des combinaisons dans lesquelles l’un et l’autre joueur 
tirent une boule noire; 

Et la somme aa’+ ab’+ a’b + bb’ formera l'ensemble de toutes les 
combinaisons qui peuvent avoir lieu dans un coup. Les combinaisons 
ott les joueurs amenent chacun une boule noire n’apportant aucun 
changementa leur position, nous pouvons en faire abstraction, et alors 
ne nous occuper que des coups ot il sera amené au moins une boule 
blanche. Il est visible qu’en «+ 2’ coups semblables l’un des joueurs 
a nécessairement gagné, et la partie doit étre décidée : or le nombre 
de toutes les combinaisons également possibles, snivant lesquelles ces 
x-+- a’ coups peuvent se présenter, sera 


(aa' + ab! + a'b)*+='; 


la question se réduit done & choisir dans toutes ces combinaisons celles 
qui font gagner le joueur B, c’est-a-dire celles dans lesquelles ce 
joueur aura x’ boules blanches avant que le joueur A en ait amené a. 
Pour fixer les idées, supposons x’ plus grand que x; on peut former 
les hypotheses suivantes : ou le joueur B aura gagné au a’*™* coup, 
e’est-a-dire en tirant sans interruption une boule blanche a chaque 
coup, et alors le nombre des combinaisons précédentes qui se rappor- 
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tent a ce cas est évidemment 


U a) Al f 
q's! Ga 4 2% abet sata rva azhr’-24,,., 
I > 


aa Ye ae =a , : 
a x (x ae + 2) Git bez "| (aa’ Sa ebee a'b)*; 


et en le divisant par (aa’+ ab’+- a’b)***’, nombre total des combinai- 
sons, on aura, pour la probabilité de cette hypothése, 


—— a a oe - 


SE eae yee eae 2 (21) @ a'(x2'—1)...(2'—x+2) ar 
(aa’+ ab’+ ab)" | 1 Biz bx, ==11) bz—1 |? 


ou le joueur B aura gagné au (a’-+ 1)*™* coup, c’est-a-dire en n’ayant 
tiré qu'une seule boule noire, par exemple en commencant, et alors le 
nombre des combinaisons favorables a cet événement est 


/ ! / \ 
x LAN 
bia'e’ | o"4+- — abr’! +- Pe q? bv'-24.,., 
I oe 


a'(z'—1)...(a'— «+ 3) 
Te (e a) 


+ 


Gen3 aa (aa'+ ab + a'b)2-'; 


mais ce nombre est le méme, que la boule noire soitamenée au premier 
coup ou au deuxieme, ..., ou au x’ coup; il faut done Je multiplier 
pat x’ pour avoir toutes les combinaisons relatives 4 cette hypothese, 
dont la probabilité est, par ce moyen, 


Aaa I) ime a 


ress. i 4 Late 


x! ab’ a’ x’ be" aa 
| == FE: Teer 7 aks 5 
Leb eb? lag. (e— 2) tag 


ou le joueur B aura gagné au (a+ 2)*"* coup, et l’on verrait de la 
méme maniere que la probabilité de cette hypothese serait 


x'(a'+1) a2 b!2 ale! be’ | a 


/ 
a 
1.2 (aa'+ ab!+ abe het a5 ae 1.2...(@— 2) be-3 | 


En continuant ainsi, on aura les probabilites de toutes les hypotheses 
successives qui peuvent se présenter dans la supposition du gain de 
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la partie par le joueur B, jusqu’a celle ot il ne gagnerait qu’au 
(a+ 2 —1)*™¢ coup, événement dont la probabilité serait 


a'(v'+1)...(2’+ #—2) IEE AE es 
1.2...(@—1) (aa' + ab! +- a'b)#'+2-1? 


et effectivement, dans ce cas, il ne peut y avoir de coups ou les joueurs 
amenent en méme temps une boule blanche. 

La somme de toutes ces probabilités donnera évidemment celle du 
joueur B pour gagner la partie. 

Si l’on fait attention que 


ab’ ab ; 
1 7 77 mM, ae b’ "h =m 
aa’ + ab'+ a'b aa’ + ab’+-a 


on retrouve l’expression de Z,,4'. 

Concevons présentement qu'il y ait dans les urnes des boules blan- 
ches portant le n° 1, et d’autres boules, de la méme couleur, qui por- 
tent le n° 2; chaque boule diminuant de son numéro, par sa sortie, le 
nombre de points qui manquent encore au joueur auquel elle est favo- 
rable. Le probleme n’est plus susceptible d’étre résolu généralement 
au moyen des combinaisons, au lieu que le calcul des fonctions géné- 
ratrices continuera a fournir une expression générale dont le dévelop- 
pement contiendra la solution complete de la question et pourra, dans 
certains cas, s’effectuer par des lois faciles a saisir, comme nous aurons 
occasion de le voir. 

Soient p la probabilité du joueur A d’extraire une boule numéro- 
tée 1, p, celle d’extraire une boule numérotée 2, et ¢g celle d’amener 
une boule noire; p’, p, et g’ les probabilités correspondantes pour le 
joueur B; et soit toujours 2, la probabilité de ce dernier joueur pour 
gagner la partie. En suivant la méme marche que plus haut, on sera 
conduit a l’équation aux différences partielles 


20,0 = MSx-1,c6 +My Sra. EM Zev +m Sx x 2 


+ NZ x4, My By-2 wtp tM Bei 2 +N ZS x—2,.2!—2 
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dans laquelle on fait 


ara . aug Me mag Tt eee pale 
PP be. ay eee Pease (2 eee 

1 > r} i) he aaa ’ a 49 
I— qq 1— qq 1-49 1— 44 


la fonction génératrice de la variable s,,,,, donnée par cette équation, 
sera 


1 er ea yy 
(¢) 


aaa STR Tn? 
I— mé— mt? — m't’— mt? —avtl’— nO — n't? — nn) ee? 


A et B étant des fonctions arbitraires de ¢, A’ et B’ des fonctions arbi- 
traires de ¢’, lesquelles seront déterminées au moyen des fonctions 


, , 


génératrices de 


40, ts VS009 4s S034 
qui le sont elles-mémes par les conditions du jeu. 
On trouve, comme précédemment, que la fonction génératrice de 
t 
[5 
De l’équation générale, on déduit l’équation aux différences finies 


Zon est zéro et celle de z, 9, 


By, x! m By v4 —- m, 34, xl—2, 
qui a lieu pour toutes les valeurs de x’ depuis «’= 2 inclusivement, et 
qui donne conséquemment, pour la fonction génératrice de 5, x’, 


a+ bt' 
iw 


a et b étant des constantes que l’on détermine au moyen des valeurs 
de 3, et z,,; et comme 2, est égal a l’unité, z,,, est égal 8 m'+ mi, 
et est en méme temps le coefficient de z’ dans le développement de la 
fonction génératrice; il en résulte 


e=1 et b= mi 


la fonction génératrice de z,,, est donc 


1+ m’, t' 
1—m' t'— mt? 
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Maintenant, si dans l’équation précédente on met 1-- y,,x a la place 
de 2,0, Yz,o' tant toujours la probabilité du premier joueur A, elle se 
reforme de la méme maniere par rapport a cette derniere variable, et 
on en déduirait pareillement l’équation aux différences finies 


Vo EY BEA, Ate CA oie 


Mais on verrait en méme temps qu’elle ne commence a avoir lieu que 
lorsque x surpasse 2; car, x étant 2, on aurait 


, . ' 
Y2,41—= MYr11+ M1 Yor1t Ny + Nn, 


Il ne faut done ’employer gu’a partir de « = 3, et alors la fonction 
génératrice de y,,, est de la forme 


a+ bt + ci? 


u aay 
1— mt — m, t? 


a, betc étant des constantes que l’on déterminera, comme précédem- 
ment, au moyen des valeurs de y, 9. Ys. et 71,93 OF 719 est. unite; 
Yi. est égal d 1 — m'— m., et est le coefficient de ¢ dans le développe- 
ment de la fonction génératrice; y., a pour valeur, comme nous 
venons de le voir, 


m(t— m'—m’,)+m,+n,+n'; 


c’est le coefficient de ¢? dans le développement de la fonction. On er 


conclura 
C==1, b=1—m—m—m et C= Ni Ms 


et la fonction génératrice de y,,, sera donc 


t+ (1— m— mM — m t+ (+n)! | 
1— mt — m,? ? 


conséquemment celle de z,., est 


I 1+ (1—m—m'—m))\t+(n+n))0 
i—tf Pr met om i+ 


_ (m'+m) t+ (n+ n')t + (m+ ni) 


(1— Z) (1 — mt — m, t?) 
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Reprenons actuellement la fonction génératrice (c); on peut toujours 
la ramener a cette forme 


Peels at Byte A 8, tt 
1— mi— mt? — m't' — mt? — ntl — 1, Cl — nth? — nee 


A, et B, étant les fonctions arbitraires de z, A’ et B’ les fonctions arbi- 
traires de ¢’; lesquelles on détermine aisément, en égalant d’abord le 
coefficient de 2° dans le développement de cette fonction 4 la fonction 
génératrice de s,." ou zéro, ensuite celui de ¢’° a la fonction généra- 


trice de 2, ou 7-7? puis celui de za la fonction génératrice de 5, +, 


et enfin celui de ¢’ a la fonction génératrice de =,,,, ce qui donnera suc- 
cessivement 


1— mi — m, i? 
= a d 


A 0; A= roa 


Byes i —— > 


et, par conséquent, pour la fonction génératrice de z,,., 


(r—mé—mO\t+m tlre? +n Be 
(r— ¢t) (1 — méi—m,2— m'— mt? — ntl—1n, PU — n't? — nit? t'?) 


(d) 


Si l’on suppose p et p’nuls, alors on a 
i= Oy i= 0, n= 0, io et hn =o, 
et la fonction (d) prend cette forme 


ti'( mr’, + n/t?) f 


cua ‘ i 49 a en 4 a 
(1— t) (1 — my #2) | 1 mt ee Ke 
1— m, tl? 


ir ae ee ae 
(14) [1— ig —— a) e?| 
el In Nee } 


sous laquelle elle est susceptible des mémes développements que la 


fonction (a). Il est a remarquer que l’on retrouvera le méme coefficient 
pour 
Leet grat y'2r" fer Yar he gerd Por: 
ce qui se voit @ priort, en faisant attention que les joueurs comptent 
toujours deux points 4 chaque boule blanche quwils font sortir. 
Supposons que le joueur A ait seul des boules numérotées 1 et 2, et 
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que l’autre joueur n’ait que des boules blanches marquées 1, ou qui 
ne lui comptent qu’un point en sortant; alors 


Pi=0 
et, par suite, 
[ite Os B30; i, == 0; 
la fonction (d) devient 
t(1— mi — m, tf?) l C 


= GS mim, 2 — mt ne TOT m+ (n+ mt)t a 
1—(m-+m,t)t 


en la développant suivant les puissances de 7’, le coefficient de 7” 
sera 
tlm’ +- (n+ n,t)t]’ 
(1—é)[1—(m+m, t)t}”’ 


expression qu’il s’agit maintenant de développer par rapport aux puis- 
sances de ¢ pour avoir le coefficient de ¢*; or ce coefficient sera la 
somme de tous les coefficients des puissances de ¢ inférieures ou 
égales a z*~', dans le développement de l’expression 


[m's-(n +n, t)t]’ 
[1—(m+mejt}’ 


laquelle, en omettant les termes ot les puissances de ¢ en dehors des 
bindmes sont supérieures a 77—', peut étre mise sous cette forme 


y ty eet | 
“(nm 4 GE— Ni n+ mt 
ae ( Men ot / 


m' 1.2 m 


2 Tgp ng ie peste Sy (ose xl \ 
ieee st Hed 
1 


Ae alee) he me 


ae! a’ (n+ mt a'(a'—1)...(a'— 2 +3) (n+ myt\2-2 
+= (m+ mb)t}i+ — ree Oe ee ) ( } ets te—2 
1 I m Deine) m 


tot 


m* GA gee i oss ole — oS n+ nmt\2-3 
AU ie re foe ( ) ( : + 4) aul! pr—3 
Tp Wi2evers (220s) m 
l= vareteiat erence . heveleleraval citer enetesere lai ailelaeievetetc sree iatere (ice ONC CRON MCACIET CHO TI CRO YE oheheliarehsiteteisers 


SE BAS Oy onl GES a 
4 MEA). 


—?) 
dom Em, t) 2-1 te—1, 
62s ral We ="10) 


Si Pon rejette encore de cette série toutes les puissances de ¢ supé- 
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rieures a ¢”~', qui résulteront des développements des binomes, et si, 
dans ce qui reste, on fait ¢=1, on aura Vexpression de Z,,9’. 
Examinons encore le cas ott le joueur A serait certain d’extraire } 
chaque coup une boule qui compterait & ce joueur un point, c’est- 
a-dire ot l’on aurait 
p S13 Pi =O, Gi== 0; 

et conséquemment 

Nie 4's 1 05 if. = Op it, == 0, 

=p, fi == 0; i i, ==, 


La fonction génératrice de =,,,, ou la fonction (d) se réduirait alors a 


tii—q't)+p, et 
(ar) pr pyre)! 


et celle de y,,., serait, par suite, 


I t(i1—q’t) +p, et 
(r—¢t)(1—l’) (tr — t) 0 — ft — ptt’ — ptt?) 
I ie 


Se? Br i ate al Dt mr, tt?) 


Dans cette derniere expression, le premier terme représente la fonc- 
tion génératrice de y,,.’, qui est égal a l’unité quel que soit 2’, et le 
second donnera, en le développant par rapport aux puissances de ¢ et 
de z’, toutes les autres valeurs de ¥x,0'3 Or le coefficient de ¢* sera 


lg’ + (p+ Pi Ae 


; 
1— 


d’ot il résulte que, si l'on rejette du développement de la série 


giao le 2 (2a) (? Ps =) {24 ree (pape fore | 


I 1.2 qd 


1x 


toutes les puissances de ¢’ supérieures a ¢*”, et si l’on fait dans ce qui 
reste ¢’=1, on aura, en supposant «’ pair et égal 4 27r-+ 2, le coeffi- 


OEwvres de L. — VII. 80 


Veen = Gis’ ~1 


Yan = Yr _(e—1)(4—2)...(e—r—2) pr [1+ (FA72)) Ps 
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cient de ¢72'”’, ou 


I 


7 y 1 


+(e) (224) Gea) (PEP. ag (2 le 2). (4 a7) Gea 


i q ite q Wess wie q 
i ed) Cl Se or) fs (P=) P, | Fr pe We Gide ed Lae ee 
1.2..0(P- 1) re) ne i ee a ee ie Be 
=e 2) he 8) pl = (r+2) pi (Pa) 1) ah Li | do 
T 1.2...(7 +2) qr+? T I Pp Te ee] ade oie Se) pr 
Ay acy ovwiis wiahdieng tag ae ba hina a) OE sg www ee See wok, Noe eee OA yore es 3 «ene ea ea ae a a 
ASA ee) aa) prt 
1.2.,.(27 +1) q2r+t 


et, dans le cas de x’ impair ou égal a ar +1, 


(Ae (=) pee _ (2% —1) (a@ — 2) Gok aR (ery! 


I Ca ie) . Fg os oe q 


~ 


(x —1)(4@—2)...(a—r—t) pr+t [1+ (=) 


Pp, , r+t)r PY CRSA) Fred pree 
[ses (Pet) qr I 


A rw ae, (peed Gen), pT 


Pp 2p 


i 1 
rae 


(r+ 2)(r+1)...5 aS 


[2.0 (PD) qr? 


1 Pp Vege) ) Dee 


ea (x —1)(4%—2)...(a — ar) eS 
Poe ¢ Gaue gq?! 


Il est visible que le joueur B ne peut espérer de gagner qu’autant 
que x est plus grand que r+ 1, soit que x’ égale 2r + 2 ou 27+1; et 
effectivement, hors de cette supposition, les valeurs précédentes de 
Yx, deviennent toutes égales a Punité. ; 

Nous ferons aussi remarquer que le joueur A a nécessairement 
gagné la partie lorsque le joueur B aura tiré « — r—t boules noires 
avant d’avoir atteint x’ points; mais ce dernier joueur peut encore 
avoir perdu avant d’avoir amené la totalité de ce nombre de boules 
noires, ce qui fait que cette question n’est point susceptible de ren- 
trer dans celle qui est traitée dans la Théorie analytique, a la suite du 
probleme des partis, comme précédemment une supposition semblable 
nous a conduits & ce dernier probleme. 


3. Le probleme des partis ayant été l’objet des recherches de deux 
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grands géometres du xvu’ siecle ('), et en quelque sorte le premier de 
ce genre soumis a des méthodes analytiques, on sera peut-étre curieux 
de voir comment ce méme probleme se déduit encore, comme corol- 
laire, d’une autre question de probabilité, dont la solution offrira 
(ailleurs une nouvelle application de la méthode des fonctions géné- 
ratrices. 

On tire successivement d’une urne, qui contient une quantité déter- 
minée de boules blanches et noires, une boule que l’on ne remet point 
apres le coup, et lon demande, apres un certain nombre de tirages 
connus, quelle est la probabilité de compléter Ja sortie de tel nombre 
donné de boules blanches avant celle de tel autre nombre, également 
donné, de boules noires. 

Soient a et a’ les nombres de boules blanches et noires contenues 
primitivement dans l’urne, 7 le nombre de boules blanches que I’on se 
propose d’atteindre avant d’avoir extrait un autre nombre nm’ de boules 
noires; et supposons qu’apres avoir tiré successivement de l’urne une 
boule sans la remettre, on ait amené n — & boules blanches et n'— x’ 
boules noires, x et x’ étant alors les nombres de boules blanches et 
noires qu’il reste a faire sortir pour décider la question. Représentons 
par Yx,x la probabilité d’amener dans les tirages suivants x boules 
blanches avant x’ boules noires, ou d’atteindre la totalité des n boules 
blanches avant d’avoir extrait n’ noires; on aura, d’apres les regles 
connues des probabilités, l’équation 


a—n+onx 6 ae 


ad i 
Eon aa ; ; = 
id ; Gta OF =i) =i) Bs Gh Oe 


Bt ficial == i) = 1h ge Sa 


I Jn ei I< 


Faisons 


C= N= ves; Cn Sa eet nit Us gs 


l’équation précédente devient 


S 
a Woe hd = Us st—4 
py eT ieee 


(1) Paseal et Fermat. 
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et, en supposant 


Opi Hew Woe. oh 


“S i 45, shy 


1435 9 (So 8") 


elle se ramene i) cette forme 
25,5’ = Bs—1, 81 1 3s, 9'--45 


équation aux différences partielles 4 coefficients constants, laquelle 
doit avoir lieu pour toutes les valeurs entieres et positives de s et de s’, 
a partir de s=a—n et de s’=a'— n’, et donne conséquemment pour 
la fonction génératrice de 2,,,¥ 
{ 

te-2 ylal—n' A+ AT 9 
1—t—l' 
A étant une fonction arbitraire de z, et A’ une fonction arbitraire de 7’. 
On peut toujours transformer cette expression en celle-ci 


Ape Ae? 


ta—n flal—n! — 


pope | 


dans laquelle A, et A’ sont de nouvelles fonctions arbitraires de ¢ et 
de z’. Pour les déterminer, nous observerons que, Yo,9 ne pouvant avoir 
lieu et ¥,,9 étant égal a zéro, quelles que soient les valeurs entieres et 
positives de x, on aura 


[,2nGeeusat aa 71") 
1.2.3...(a@— n+) 


0 = Us ,a’—nt = 23,a'—n'5 


par conséquent la fonction génératrice de z,,¢—-,' sera nulle, ce qui 


donne 
{ 


{ean aR! aye a0 et par suite Ags 0 
Lae ? == Sis 


De plus, Yoo" étant égal a Punité pour toutes les valeurs de a depuis 
a’=1, on aura semblablement 


/ 


Lae Wet 908 in 8 


1.2.3...(a—n-+s') 


{= Ua—n, 3 = Za—n,s'5 


d’ou lon tire, pour la valeur de z,_,,, ou le coefficient dec" dans le 
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développement de sa fonction génératrice, 


(@— nat) (Aa 2) eae eS) 
By Band oe BOs 


Za—n,3! = ’ 


ce qui donne 


td—n f’a—n! At — [a—n fla'—n! (a mere 1) aes (a 6 a’—n—n'+1) 
—?t 1.2.3...(a’— n’+1) 
at+a’—n—n’'+2)t? 
eel a 
be “— a—n'+ 2 
(a+a—n—n'+2)...(a+ad—n—n+2'\t"' 
(a'— n'+ 2)...(a’— n+ z') 
‘A 4 ket I 
Le second membre de cette équation multiplié par —_—~— sera donc 


ee 
la fonction génératrice de z,; en la développant par rapport aux puis- 
sances de ¢ et ensuite par rapport a celles de “’, il est aisé de voir que 


le coefficient de ¢’ ou de t2-"** est 


faba (Gad +1)...(a+a—n—n'+1) 
1.2.3...(a—n'+3) 
(a+ a’—n--n'+2) 
#2 ! 19 
< e+ caer (ee 
pe er ya pie) ele he al pei | 
I [a2 12 = 


et que celui de ¢’”, ou de ¢’“~”*” dans cette derniére expression, ou 
B,,5, est égal a 


a—n-+t)...(ata—n—n'+1) 
1.2i3...(@’—n'-+1) 


P(e) (2 ae — 2) aba —n— ny 8 ale 1)... (ee 23) 


LeDingul @/—-1) a— ns been (eo) 


(at+a’—n—n'+2)...(at+a—n—n'+2') 


(a’— n'+2)...(a'— n+ 2’) 


Maintenant, en multipliant cette valeur de s,,, par 


1.2.3...(a’—n'+ 2’) 
(WS Hai). lard —n nee ey 
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on aura, apres toutes les réductions, pour l’expression de yz,2’, 


(a—n+2)...(@—n+1) 


ent orlp a renee 7 
(a+ad—n—vn+a+2')...(a+ad-- n—n'+ 2'+1) 


be a—n'+z' _ &(@ +1) (a — n'+ 2')(a—n'+ x'—1) Bs 
tata—n—n+ a! | 1.2 (ata—n—n'+2')\(at+a—n—n+a2'—1) 7 
x 
_ &(@-+1)...(a + 2'— 2) (a’—n'+ 2')...(a—n'+ 2) 
; 1.2...(¢'—1) (atad—n—-n'-+-2')..(a+a—n—n'-- 2) 


Concevons actuellement a — n et a’— n' dans le rapport dep aq, en 
sorte que l’on ait a —n=pk et a’— n'= qh, et imaginons que & de- 
vienne un tres grand nombre ou l’infini; il est clair que la probabilité 
de la sortie d’une boule blanche ou d’une noire dans les tirages succes- 


—P _ your une boule blanche et a 
| aee| : P 


+4q 
pour une noire, et la probabilité y,,. se réduira & cette expression 


ay 2 
Oe ee eee dee 
WOse Y DSB he Poet) 


flee es) q icine 


ee Pe ae 9) p+q 


sifs deviendra constante et sera 


telle est la formule a laquelle conduit le probleme des partis, et effecti- 
vement nous rentrons dans les conditions de ce probleme par la sup- 
position de & infini. 

Si l’on suppose 7 égal a aetn’ égalaa'’, y, exprimera alors la pro- 
babilité de la sortie de toutes les boules blanches restantes dans l’urne 
avant que toutes les noires aient été épuisées, et son expression se 


changera en celle-ci 


Se ae x  x£(xe2+1) a(e+r)...(2+ #'— 2) 
Sook ey ee eee ae icp a =n) | 


laquelle se réduit elle-méme 3 


La probabilité dextraire de Purne la totalité des boules blanches 
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avant celle des noires est donc a la probabilité contraire en raison in- 
verse du nombre des boules blanches a celui des noires. 

On arrive & ce dernier résultat, d’une maniere extrémement simple, 
au moyen des combinaisons; en effet, la probabilité de la sortie de 
toutes les boules de l’urne, dans un ordre quelconque, par couleur, 
sera 


a ae) Res we Dal bi Seouage 


(te We) ae |S eD o (en. ae oa) 


Mais, pour que les boules blanches sortent en totalité les premieres, 
il faut nécessairement qu’une boule de la couleur noire sorte la der- 
niere : en combinant #’—1a a’—1 les w + a’—1 rangs de sortie qui 
se trouvent avant le dernier, on formera autant de classements diffé- 
rents pour les boules de la couleur noire, et autant d’ordres de sortie 
par couleur, qui comprendront tous ceux ott une boule noire sort en 
dernier lieu; or le nombre de ces combinaisons est 


(e+ a2’—1)(#+x'—2)...("-+1) 
1.2...(a%’—1) 


9 


et en le multipliant par la probabilité commune a chaque ordre de 
sortie par couleur, on aura la probabilité cherchée égale a 


[nD SOV e (w-+1)...(a+2'—1) x! 


meen seh tartioa! hs te, 38. gel st |g) ecg 


Remarques sur les fonctions génératrices. 


4. Soit uw une fonction génératrice & une ou plusieurs variables ; 
toute équation entre cette fonction et ses variables, linéaire par rap- 
port a uw, rationnelle par rapport aux variables, subsistera encore si l’on 
passe des fonctions génératrices aux coefficients, entre ces mémes coef- 
ficients, et donnera lieu & une équation aux différences partielles ; 
mais si, dans cette équation aux différences partielles, on repasse des 
coefficients aux fonctions génératrices, on n’arrivera plus & une équa- 
tion rigoureusement exacte, & moins qu’on n’y rétablisse en méme 
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temps les fonctions des variables qui ont pu disparaitre dans le pre- 
mier passage. Ainsi, dans une des questions que nous avons traitées 
plus haut, ’équation aux différences partielles 


Zax, x= Mr x KM By wy FNS x1 v1 


donnerait, en remontant simplement des coefficients aux fonctions 
oénératrices, celle-ci 
u=mut+m'ul’+ nutl’, 

laquelle n’est point exacte; car il est aisé de voir que, d’apres les con- 
ditions du probleme, il faudrait ajouter au second membre la fonction 
génératrice de 5, moins cette méme fonction multipliée par m. Cette 
fonction de ¢, qu’il est nécessaire de rétablir dans le second membre 
de l’équation pour la compleéter, est précisément la fonction arbitraire 
que nous avons eu & déterminer dans la solution de cette question. En 
général, les fonctions & ajouter pour avoir encore une équation dans le 
passage des coefficients aux fonctions génératrices sont les mémes que 
les fonctions arbitraires qui forment le numérateur de la fonction 
génératrice intégrale, avant qu’elle soit développée. 

Faute d’avoir égard & ces fonctions, on peut tomber dans des 
erreurs graves, en se servant de ce moyen pour intégrer les équations 
aux différences partielles. Par cette méme raison, la marche suivie 
dans la solution des problemes des n° 8 et 10 du Livre II de la Théorie 
analytigque des Probabilites n’est nullement rigoureuse, et semble im- 
pliquer contradiction en ce quelle établit une liaison entre les variables 
qui sont et doivent étre toujours indépendantes. Sans entrer dans les 
considérations particulieres qui ont pu la faire réussir ici, et qu'il est 
aisé de saisir, nous allons faire voir que la méthode d’intégration ex- 
posée au commencement de ce Supplement s’applique également a ces 
questions, et les résout avec non moins de simplicité. 

Dans le probleme du n° 8, on se propose de déterminer le sort d’un 
nombre nv de joueurs A, B, C, ... dont p,q, 7, ... représentent les pro- 
babilités respectives, c’est-a-dire leurs probabilités pour gagner un 
coup lorsque, pour gagner la partie, il manque a coups au joueur A, 
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x’ coups au joueur B, x” coups au joueur C, etc. En nommant y,. 4." 
la probabilité du joueur A pour gagner la partie, on a l’équation aux 
differences partielles 


Rane eeo ers PP) eam etna aba Cy Cpe oe eran ect MAY ee rye) kia ay 
qui donne pour y,,4',0”,., cette fonction génératrice 


IPE IR ee. 
1— pt Se 


dans laquelle P, Q, R, ... sont autant de fonctions arbitraires des ya- 
riables @, t’, ¢”, ... qwil y a de ces variables, en ne comprenant point ¢ 
dans la premiere, ¢’ dans la deuxieme, ?¢” dans la troisieme, etc. Or, 
cette fonction peut étre mise sous la forme 

P's! P52 RS Si Aa. 


ay b) 


i— pl = Ol — ft —St =... 


P’, Q’, R’, ... étant, comme plus haut, des fonctions arbitraires, la pre- 
miere de toutes les variables a l’exception de ¢, la deuxieme de toutes 
les variables en exceptant ¢’, la troisieme également de toutes les va- 
riables hormis ¢’, et ainsi de suite. Pour les déterminer, nous obser- 
verons que, dans Yx,«’,2’,... deux des indices x, a’, x”, ... ou un plus 
grand nombre ne peuvent étre nuls a la fois, puisque la partie cesse 
quand l'un des joueurs a atteint ses points; de plus, yo,1,2”,... est égal 
a Punité, quels que soient x’, x”, ...; la fonction génératrice de cette 
expression, ou celle qui donne l’unité pour le coefficient d’un produit 
quelconque ¢t’*"¢"""..., est 


i’ i! 1” 
er piaaag jae eh 2) 


par conséquent, on aura 


t! ip t 
p/— : one ree Ch eT a oe 
fie a cea pane oT 


OEuvres de L. — VIL. 81 
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Toute valeur de y,,«’,2”,.. dans laquelle un autre indice que «x est 
nul étant égale a zéro, la fonction génératrice correspondante devient 
nulle aussi; on aura done successivement 


Ofe3 6) R's'0, S's 9, 
Partant, la fonction génératrice de yz, o’,2”,... sera 


t' tHe 1—qi'—rt”—... 
1 aes — 2) 


oP a Speer ean ae 


et le coefficient de ¢”, dans le développement de cette fonction par rap- 
port aux puissances de ¢, 


é i” ga 
Ce a ey eae ne 


d’ot il est facile de tirer le coefficient de ¢’’t’””..., ou 


x 
Bag aa) 


aD EENY +r+...)2 
De a oe ee ih ‘ 
a(x +1) (x +2) 4 
me Peo noe ie her 
FOLGE GRE Pe ee ee 


en ayant soin de rejeter les termes dans lesquels la puissance de g sur- 
passe a’— 1, ceux dans lesquels la puissance de r surpasse v”—1, .... 

Dans le probleme du n° 10, on considere deux joueurs A et B dont 
les adresses soient p et g, et dont le premier ait a jetons et le second 
b jetons; et l’on suppose qu’a chaque coup, celui qui perd donne un 
jeton a son adversaire, et que la partie ne finisse que lorsqu’un des 
joueurs aura perdu tous ses jetons. On demande la probabilité que l’un 
des joueurs, A par exemple, gagnera la partie avant ou au ni*™* coup. 

En représentant par y,, la probabilité de ce joueur pour gagner la 
partie lorsqwil a 2 jetons et lorsqu’il n’a plus que ' coups a jouer 
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pour atteindre les x coups, on arrive, par les premiers principes des 
probabilités, & ’équation aux différences partielles 


Steg OV ep ct ae Ua) ole 
qui donne, pour la fonction génératrice de y,,2’, 


Posts ING eT 


Get tp 


A étant une fonction arbitraire de ¢, A’ et B’ deux fonctions arbitraires 
de ¢’. Pour Jes déterminer plus commodément, nous transformerons 
cette fonction génératrice en celle-ci 


A, f+ A+ Bi ed’ 


gt? t'— t+-pt' 


dans laquelle A,, A, et B, sont, comme plus haut, des fonctions arbi- 
traires de ¢ et dez’. Or md est le coefficient de z° dans le développement 
de la fonction par rapport aux puissances de Zz, ou la fonction généra- 
trice de v4; mais, par les conditions du probleme, yo,, est nul quel 
que soit x’; par conséquent sa fonction génératrice l’est aussi; A, est 
donc égal a zéro. 

Le coefficient de ¢’°, dans le développement de la fonction généra- 
trice par rapport a 7’, est — A,, ce qui est en méme temps la fonction 
génératrice de y,,9, quantité qui est nulle tant que # est moindre que 
la somme des jetons oua + 4, et qui devient l’unité quand «= a- b; 
A, est donc une fonction de ¢ qui a pour facteur ¢**, et dont on peut ne 
tenir aucun compte dans le numérateur de la fonction génératrice, car 
elle ne doit donner que des puissances de ¢ supérieures a ¢***, et nous 
n’avons en vue que d’avoir une fonction génératrice composée des puis- 
sances inférieures de ¢, puisque x ne peut s’étendre que depuis x =o 
jusqu’a «=a-+ 6b. 

La fonction génératrice de y,,,’, ainsi limitée entre ces valeurs, se 
réduit done a 

B,, tt’ 


Peet Spr 
q ye 


64k THEORIE ANALYTIQUE DES PROBABILITES. 


laquelle on peut mettre aisément sous cette forme 


d’ot Von tire, pour le coefficient de ¢**’, expression 


lai ci SMe ee 
a ey “s fe er ve = 
i satel (r+ vis | ia) v yap PS, 


2 y/ A — 4pq 


p (2p)ore-3 


Mais ce coefficient est la fonction génératrice de y,.s,., quanuité qui 
est égale a Punité; car il est certain que le joueur A a gagné la partie 
lorsqu’il a gagné tous les jetons de B: de plus, a’ doit étre ici zéro ou 
un nombre pair, puisque le nombre de coups dans lesquels A peut 
gagner la partie est égal a 6 plus un nombre pair; et, en effet, 11 doit 
gagner tous les jetons de B, et encore regagner chaque jeton quil a 


perdu, ce qui exige deux coups. La série 
VYa+b,0 t'0 4. VYa+b,2 4. Ya+b,4 Eee ; 


° ’ ye 2 ’ ‘ I 
qui représente le coefficient de ¢**”, est donc égale & ——,,; et l’on en 


conclut 


i = as ( == ery aN =e : ek ; 
toi atin at AMAR £9, 
fi 4 \ Pp | 4Pq G fi2 nee 


Maintenant le coefficient de ¢%, tiré du développement de la fone- 
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tion (IT), toujours par rapport aux puissances de ¢, sera 


wietr B ie 
et en substituant pour aS valeur, on aura ce coefficient ou Ja fone- 


tion génératrice de y,, » égale a 


»@ 


bp G ui Vin a i) (Gj / a — 409) 
if ee U2 ; aa oc a+b ‘ a ey er eay 
&G ae Vee = pa) e 7 (pa) 


sophie (at Vi Epqei)*— (1 v= Sp ge?) 
1 ‘. ———= = 
Nea 


=P Cre lr Gpge yh (1 yi hog 


ou 


ce quiest la formule (0) de la Theorie analytique. 


(1825.) 
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